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AVERTISSEMENT. 


J’ai  transporté  dans  la  troisième  Édition  de  la 
première  Section  de  l’Algèbre , quelques  Chapitres 
de  la  seconde  Section  , qui  en  faisaient  naturellement 
partie ensorte  qu’on  ne  trouvera  ici  que  des  choses 
absolument  étrangères  au  programme  d’admission  à 
l’Ecole  Polytechnique  : une  refonte  totale  de  la  pre- 
mière Éd^Éon  et  des  additions  considérables  font  de 
ce  second  volume  un  ouvrage  entièrement  neuf,  dont 
je  vais  rendre  compte  le  plus  succinctementpossible. 

Ce  Traité  se  compose  de  vingt-neuf  chapitres.  Le 
premier  sert  d’introduction  au  second,  quia  pour 
titre  : des  Racines  imaginaires , et  qui  est , à quelques 
développemens  près , extrait  de  la  Résolution  des 
Equations  numériques  de  l’illustre  Lagrange.  Dans  le 
troisième  chapitre  , on  trouve  la  suite  et  le  complé- 
menjLde  l’importante  doctrine  des  fractions  continues 
dont  j’ai  reporté  les  élémens  dans  la  première  Sec- 
tion , où  ils  devenaient  nécessaires  à l’effet  d’estimer 
le  degré  précis  d’approximation  sous  lequel  on  obtient 
chaque  racine  incommensurable  , en  ne  prenant 
qu’une  portion  de  la  fraction  continue  et  infinie  qui 
la  représente  exactement.  Le  quatrième  chapitre,  qui 
est  très-étendu , contient , i°  la  suite  de  l’Analyse 
indéterminée  déjà  ébauchée  dans  la  première  Section  ; 
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a°  la  resolution  de  ce  problème  général  de  l’Analyse 
indéterminée  qui  a pour  énoncé  : Étant  donnéet 
entre  des  inconnues  des  équations  du  premier  degré  en 
moindre  nombre  que  ces  inconnues  , trouver  pour  ces 
inconnues  , les  valeurs  entières  et  rationnelles  les 
plus  générales  qui  puissent  satisfaire  aux  proposées ; 
3°  assigner  tous  les  nombres  entiers  qui  peuvent 
satisfaire  à l’équation  la  plus  générale  du  second 
degré  entre  deux  inconnues  x e\.j  , et  les  plus  petits 
nombres  qui , substitués  pour  ces  mêmes  lettres  x 
et  jr  , rendent  la  même  fonction  la  plus  petite  pos- 
sible. Le  chapitre  cinquième,  qui  a pour  objet  l’éva- 
luation des  sommes  des  puissances  entières  positives 
et  négatives  des  racines  d’une  équation,  prépare  au 
suivant  où  l’on  démontre  que  toute  fonction  symé- 
trique ou  invariable  des  racines  d’une  équation  , 
peut  toujours  être  exprimée  en  coefficiens  de  cette 
équation.  Le  huitième  chapitre  a pour  titre  : du  degré 
de  l'équation  finale  donnée,  par  l’élimination  de  toutes 
les  inconnues , moins  une , entre  un  nombre  quelconque 
d' équations  de  degrés  quelconques  et  le  même  nombre 
d’ inconnues  : il  contient,  outre  la  démonstration  du 
théorème  énoncé,  due  à M.  Poisson , une  méthode 
donnée  par  iMgrange , qui  a l’avantage  de  réduire 
l’élimination  des  inconnues  à des  formules  générales 
et  très-simples,  et  une  autre  méthode  pour  le  même 
objet , de  M.  Kramp , Professeur-Doyen  de  la  Fa- 
culté des  Sciences  de  Strasbourg.  Le  chapitre  neu- 
vième offre  quelques  théorèmes  sur  les  racines  de 
l’équation  ym — 1 =o,  auxquels  nous  parvenons 
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par  une  autre  voie  clans  le  onzième  chapitre  , et  ce 
théorème  de  Fermât  démontré  par  Euler , savoir,  , 
que  p étant  un  nombre  premier,  et  a un  nombre 
moindre  que  p , le  nombre  ar~' — i est  nécessai- 
rement divisible  par  p . Les  théorèmes  établis  dans 
ce  chapitre  étant  nécessaires  et  même  indispen- 
sables pour  l’intelligence  des  chapitres  suivarts,  nous 
avons  cru  devoir  plutôt  les  réunir  en  un  corps  de 
doctrine  , que  de  les  donner  à mesure  que  le  besoin 
l’exigerait.  Le  dixième  chapitre  , l’un  des  plus  éten- 
dus de  l’ouvrage,  moins  peut-être  pour  l'utilité  que 
pour  la  dignité  de  la  Science  , est  consacré  à la  réso- 
lution générale  des  équations.  Lagrange , après  avoir 
examiné  et  comparé  les  différentes  méthodes  con- 
nues et  relatées  dans  ce  chapitre,  pour  la  résolution 
des  équations  des  quatre  premiers  degrés  , a trouvé 
que  ces  méthodes  se  réduisent  toutes  , en  dernière 
analyse,  à employer  une  équation  secondaire  qu’il  a 
appelée  équation  résolvante  , et  dont  il  a cherché  , 
à priori , le  degré  et  les  diviseurs  qu’elle  pfcut  avoir, 
et  il  a fait  voir  pourquoi  cette  équation  d’un  degré 
plus  élevé  que  la  proposée , est  toujours  susceptible 
d'abaissement  pour  les  équations  des  troisième  et 
quatrième  degrés , et  peut  servir  à les  résoudre. 
On  trouve  plus  loin  une  application  de  cette  méthode 
à la  résolution  des  équations  binômes.  Je  donne  dans 
le  chapitre  onzième,  la  résolution  par  les  lignes  trigo- 
nométriques  des  équations  xm  doam  = o,  — 2 pxm 
H-  q — - o , la  construction  des  racines  de  ces 
équations  , due  aux  géomètres  Cotes  et  Moivrc , 
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et  une  démonstration  du  théorème  de  Cotes,  uni- 
quement fondée  sur  des  principes  connus  a l’époque 
où  ce  Géomètre  écrivait.  Ainsi  que  je  l’ai  annoncé 
plus  haut , je  reviens  ici  sur  quelques  théorèmes 
déjà  démontrés  dans  le  neuvième  chapitre.  La  réso- 
lution trigonométrique  des  équations  des  second  et 
troisième  degrés  , et  la  trisection  de  l'angle  , font 
le  sujet  du  douzième  chapitre , qui  offre  les  moyens 
les  plus  simples  de  réduire  en  nombres  , avec  le 
secours  des  tables  trigonométriques  , les  racines  des 
équations , et  même  celles  du  troisième  degré , lors- 
qu’elles tombent  dans  le  cas  irréductible  ; ce  qui  ne 
peut  se  faire  autrement , à moins  de  développer  les 
formules  générales  qui  les  représentent , en  séries 
infinies,  pour  les  avoir  sous  forme  réelle  et  conver- 
gentes , à l’effet  de  les  calculer  avec  l’approximation 
désirable.  11  est  remarquable  que  les  équations  du 
troisième  degré  , lorsqu’elles  tombent  dans  le  cas 
irréductible  , peuvent  toujours  être  ramenées  à une 
forme  telle  qu’elles  deviennent  comparables  à l’équa- 
tion que  fournit  le  problème  de  la  trisection  de 
l’angle.  J’ai  repris  dans  le  treizième  chapitre,  l’équa- 
tion .rm — 1=0,  pour  la  traiter  par  la  méthode  de 
fyogrange , déjà  employée  dans  le  dixième , et  qui 
peut  être  regardée  , dit  ce  Géomètre,  comme  une 
simplification  de  celle  que  M.  Gauss  a indiquée 
d’une  manière  générale  dans  l’article  36o  de  ses 
Disquisitiones  Arilhmclicce  : puis  j ai  décomposé  im- 
médiatement , et  de  diverses  manières  , en  facteurs 
qu’on  sache  résoudre  , les  quoliens  de  la  division  de 
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xm — i par  x — i , depuis  m=  2 jusqu’à  m=\5. 
Cependant  il  sera  toujours  plus  avantageux  d’em- 
ployer, pour  la  resolution  de  toutes  les  équations  de 
ce  genre,  les  formules  en  sinus  etcosinus , comme  on 
l'a  fait  dans  le  onzième  chapitre.  Dans  le  quatorzième 
chapitre,  j’ai  exposé  quelques  procédés  de  décom- 
position des  polynômes  en  facteurs  réels  d’un  degré 
supérieur  au  premier  ; décomposition  dont  la  possi- 
bilité a été  démontrée  dans  le  premier  chapitre  de 
cet  Ouvrage.  Ceux  qui  veulent  approfondir  cette 
matière,  doivent  consulter  la  note  X de  la  résolu- 
tion des  équations  numériques  , note  que  Lagrange 
termine  par  cette  observation  : « Il  faut  avouer  qu’à 
» l’exception  de  quelques  cas  particuliers  où  la  dé- 
» composition  de  l’équation  est  facile , la  méthode  - 

» que  je  viens  d’exposer  est  impraticable  par  la 
» multiplicité  et  la  longueur  des  opérations  qu’elle 
» peut  exiger.  » On  voit  donc  que  de  quelque  ma-  / 

nière  qu’on  ait  attaqué  la  résolution  des  équations, 
les  efforts  ont  été  infructueux.  J’ai  généralisé  dans 
le  quinzième  chapitre  , la  question  de  l’extraction 
des  racines  des  quantités  en  partie  commensurables 
et  en  partie  incommensurables,  qui  , dans  la  pre- 
mière Section  , avait  été  restreinte  à la  racine  carrée 
de  ces  sortes  de  quantités.  Dans  le  seizième,  il  est 
question  de  l’évanouissement  des  radicaux  dans  les 
équations , quels  que  soient  leur  nombre  cl  leurs 
indices  : quelques  exemples  montrent  que  les  opéra- 
tions par  lesquelles  on  fait  disparaître  ces  radicaux  , 
introduisent  des  racines  étrangères  à l’équation 
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proposée.  Le  chapitre  dix-septième,  consacre'  à la 
résolution  des  équations  littérales  , est  enrichi  d’un 
mémoire  de  Lagrange , dont  le  nom  s’attache  à toutes 
les  théories  importantes.  Le  chapitre  dix-huitième, 
où  je  donne  les  développemens  en  séries  des  quan- 
tités exponentielles  et  logarithmiques,  offre  l'en- 
semble des  moyens  que  fournit  l’Algèbre  pour  calcu- 
ler les  logarithmes  des  nombres  premiers,  avec  une 
approximation  qui  dépasse  tous  les  besoins.  Entre 
autres  applications  de  ces  développemens,  une  des 
plus  utiles  est  celle  qui  a pour  objet  le  calcul  d’uu 
terme  quelconque  d’une  puissance  définie  d’un 
infinitinome  ordonné  suivant  x ; et  comme  cette 
question  est  d’un  grand  intérêt,  j’en  ai  fait  la  ma- 
tière d’un  chapitre  de  cet  Ouvrage.  Dans  le  chapitre 
dix-neuvième,  qui  fait  naturellement  suite  au  précé- 
dent , on  trouve  les  séries  qui  expriment  le  sinus , 
- le  cosinus  , etc.  par  l’arc  , et  réciproquement  l’arc 
par  le  sinus  , la  tangente , etc.  ; j’y  donne  aussi  les 
développemens  suivant  l’arc , des  logarithmes  du 
sinus  , du  cosinus  et  de  la  tangente;  et,  à la  suite  , 
un  aperçu  des  moyens  employés  à l’ancien  Bureau 
du  Cadastre  pour  obtenir  les  sinus  et  tangentes  na- 
turels avec  une  très-grande  approximation.  Un  des 
plus  grands  avantages  de  l’emploi  de  ces  méthodes 
que  les  Géomètres  de  ce  Bureau  ont  étendues  aux 
logarithmes  des  nombres  et  des  lignes  trigonomé- 
triques  , était  de  pouvoir  mettre  à la  fois  en  œuvre 
un  grand  nombre  de  calculateurs  de  la  plupart 
desquels  on  ne  pouvait  attendre  que  la  pratique  des 
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premières  opérations  de  l’Arithmétique  : suivent 
enfin  plusieurs  conséquences  curieuses  des  formules 
démontrées  dans  ce  chapitre  et  dans  le  précédent. 
Nous  avions  prouvé  dans  le  chapitre  premier,  que 
toute  fonction  algébrique  de  la  forme  a zhb  y/ — i, 
est  de  la  forme  P ± Q y/  — i ; dans  le  chapitre 
vingtième  , nous  étendons  cette  proposition  aux 
fonctions  transcendantes.  Le  chapitre  vingt-unième 
qui  a pour  titre , Formules  diverses , a le  double 
avantage  d’exercer  au  calcul  trigonométrique  , et 
d’offrir  sous  forme  finie,  les  logarithmes  de  binômes 
élevés  à des  puissances  fractionnaires , ou  de  fonc- 
tions de  ces  binômes  , ce  qui  , dans  plusieurs  cas, 
favorise  des  réductions  et  donne  lieu  à des  transfor- 
mées précieuses  , en  ce  qu’elles  se  prêtent  à des 
évaluations  numériques  qui  deviendraient  labo- 
rieuses sans  leur  secours.  Le  chapitre  vingt-deuxième 
offre  diverses  formes  de  développemens  du  sinus 
et  du  cosinus  du  multiple  d’un  arc , démontrées 
dans  le  Calcul  des  Fonctions  par  Lagrange ; le 
développement  de  la  tangente  du  multiple  d’un 
arc  suivant  les  puissances  de  la  tangente  de  l’arc 
simple  , ceux  de  la  puissance  mim‘  du  cosinus  et  du 
sinus  d'un  arc  suivant  les  cosinus  et  sinus  des  mul- 
tiples de  cet  arc  , et  |ps  réciproques  de  ces  séries  ; 
la  décomposition  des  séries  du  sinus  et  du  cosi- 
nus suivant  les  puissances  de  l’arc  en  facteurs 
binômes,  d’où  l’on  déduit  l’expression  singulière 
de  la  demi-circouférence  trouvée  par  Wallis:  vien- 
nent ensuite  des  formules  trigonométriques  nou- 
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velles  ou  peu  connues  , ducs  à M.  Dubourguet , et 
enfin  la  démonstration  d'une  série  curieuse , due 
à Euler , et  qui  donne  l’arc  suivant  les  sinus  des 
multiples  de  cet  arc.  Il  s’agit  dans  le  chapitre  vingt- 
troisième  , de  la  sommation  des  termes  d’une  pro- 
gression par  équi-différences;  de  celle  des  nombres 
figures  et  des  inverses  de  ces  nombres;  de  la  for- 
mule sommatoire  des  produits  de  la  forme  i.2.5...  p, 
i .2.3. . . . .p  (p-\-  i ),  etc.,  qui,  indépendamment 
de  l’emploi  que  nous  en  ferons  dans  le  dernier  cha- 
pitre, peut  avoir  d’autres  applications  utiles  , ainsi 
qu’il  arrive  de  plusieurs  recherches  analytiques  que 
l’on  est  quelquefois  tenté  de  regarder  comme  de 
simple  curiosité  ; et  enfin  de  l'évaluation  des  sommes 
des  produits  dilférens  2 à 2, 5 à 3,  etc.  qu’on  peut 
faire  avec  tous  les  termes  d’une  suite  par  différences 
constantes,  d’où  l’on  déduit  la  résolution  des  équa- 
tions dont  les  racines  forment  une  pareille  suite.  Le 
chapitre  vingt-quatrième,  où  il  est  question  de  la 
décomposition  des  fractions  rationnelles  , est  une 
introduction  au  suivant  : j’expose  les  méthodes  algé- 
briques les  plus  simples  pour  opérer  cette  décompo- 
sition , en  renvoyant  d’ailleurs  au  Calcul  différentiel 
qui  fournit  des  procédés  plus  expéditifs.  Le  chapitre 
vingt-cinquième  offre  la  solution  de  ces  quatre  ques- 
tions dans  lesquelles  consiste  la  doctrine  des  suites 
récurrentes  : i°  étant  donnée  une  suite  récurrente  et 
l’échelle  de  relation,  assigner  la  fraction  génératrice 
et  la  somme  d’un  nombre  quelconque  de  termes  d’une 
telle  suite  ; 20  une  fraction  rationnelle  étant  donnée  , 
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trouver  le  ternie  general  de  la  série  récurrente  à 
laquelle  elle  donne  lieu  ; 5®  étant  donnée  une  série, 
découvrir  si  elle  est  récurrente  ; 4°  le  terme  général 
d’une  série  récurrente  étant  donné  , trouver  la  frac- 
tion génératrice.  Quelques  exemples  choisis  servent 
à familiariser  le  lecteur  avec  les  méthodes  exposées 
dans  ces  deux  derniers  chapitres.  Le  chapitre  vingt- 
sixième  qui  a pour  titre:  T raniformatiomdes  fractions , 
est  extrait  d’un  mémoire  fort  curieux'  du  célèbre 
Lagrange  , mémoire  consigné  dans  le  cinquième 
cahier  du  Journal  de  1 Ecole  Polytechnique  : en 
parlant  d’une  conclusion  de  l'auteur , je  démontre 
d’après  Haros,  l’un  de  mes  collègues  à l’ancien  Bureau 
du  Cadastre,  l’importante  proposition  de  l’incom- 
mensurabilité de  la  circonférence  avec  le  diamètre. 
On  trouve  dans  le  vingt-septième  chapitre,  le  déve- 
loppement de  la  théorie  donnée  par  M.  Laplace , 
pour  l'élimination  au  premier  degré.  Il  parait  que 
Cramer  est  le  premier  qui  ait  remarqué  la  loi  que 
suivent  les  valeurs  des  inconnues  dans  les  équations 
du  premier  degré,  et  qui  ait  indiqué  des  méthodes 
pour  construire  ces  valeurs , sans  passer  par  le  calcul 
de  l’élimination.  Postérieurement , Bezout , dans  sa 
7 fleurie  généra  le  des  équations  algébriques  , a apporté 
quelques  modifications  à ces  méthodes  ; mais  elles 
sont  demeurées  entre  ses  mains,  comme  entre  celles 
de  Cramer , le  résultat  d’une  simple  induction.  Ce 
n’est  seulement  qu’en  1772  que  M.  Laplace,  dans  les 
Mémoires  de  l’Académie  des  Sciences , a démontré 
pour  la  première  fois , d’uue  manière  générale  et 
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rigoureuse,  l’exactitude  de  ces  formules.  Nous  rap- 
portons ici  les  démonstrations  de  MM.  Gergonne  et 
Laplace , dont  la  premièren’estque  le  développement 
de  la  seconde.  Le  chapitre  vingt-huitième  a pour 
titre  : Théorie  élémentaire  des  probabilités  , matière 
qui  jusqu’ici  n’a  pas  trouvé  place  dans  les  élémens. 
Après  avoir  résumé  le  plus  succinctement  possible, 
le  discours  tuijon  trouvé  en  tête  de  la  Théorie  analy- 
tique des  prouabilités , par  M.  Laplace , et  la  notice 
historique  qui  termine  YEssai  philosophique  des 
probabilités , par  le  même  Géomètre,  je  pose  les  dix 
principes  qui  servent  de  foudement  à cette  partie  de 
la  science,  et  après  avoir  éclairci  immédiatement 
chacun  d’eux  par  la  résolution  de  quelques  questions 
simples,  je  passe  à une  série  d’applications  qui  ne 
supposent  cependant  que  les  méthodes  exposées  dans 
ce  volume,  et  particulièrement  les  développemens 
d’une  puissance  quelconque  entière  d’un  binôme  et 
d’un  polynôme,  et  l’interprétationdc  chacun  de  leurs 
termes.  En  reprenant  cette  importante  matière  dans 
un  ouvrage  particulier,  je  luidonnerai  desdéveloppe- 
mens  qui  ne  pouvaient  entrer  dans  le  cadre  de  celui- 
ci  , qu’il  était  plus  difficile  de  resserrer  que  d étendre. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

»» 

— * ^ I » £ 

Une  équation  de  degré  quelconque , fw  peut  qyotr 
que  des  racines  réelle $ ou  des  racines  ' — — *' — 
• de  la  forme  , 

a =fc  b 

a et  b étant  des  quantités  réelles,  jj*  ‘v  ^ Q 

U 

• * \ V 

i .On  sait(Ir,sect. , ch.  XXVIII)  que  toute  équatîcm'difiïegré 
impair,  est  divisible  par  un  facteur  réel  du  premier  degré. 
^ suffit  donc  de  prouver  que  toute  équation  de  degré  pair, 
est  décomposable  en  facteurs  du  second  degré  de  la  forme 

x*  + mx  + n , 
m et  n étant  des  quantités  réelles. 

a.  Nous  ferons  précéder  la  démonstration  de  cette  propo- 
sition , de  quelques  théorèmes  préliminaires. 

Si  une  équation  algébrique  a pour  racine  une  quantité  de 
la  forme  a-f  b / — 1 , elle  en  aura  nécessairement  une 
autre  de  la  forme  a — b V — i.  . * 

Soit  l’équation  * 

xm—  Axm-  + Bx"“*  — Cx”-3 f-Tx  — V = o...(M); 

a + b \Z-—  i «tant , par  hypothèse , dm  des  racines  de  cette 
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équation , le  premier  membre  s’évanouira  en  écrivant  a-\-b\/—i 
pour  x dans  (M)  •,  on  aura  donc  ' ’ 

(a+b\Z'-^î)m—A(_a-\-b  y'^)’*-' +B(a+b  y/HT)—-» 

V = o (N)  : 

' i * 

1 faut  donc  prouver  qu’on’  a en  même  temps  , 

(a— b l/— 7)” — A (a — b v/H7)"-'+  B (a— b v/^)m— 

V=o (NO- 

Or  en  effectuant  les  développemens  indiqués  dans  (N)  , le 
’ résultat  sera  composé  de  deux  espèces  de  termes , les  uns 
réels  donnés  par  les  premiers  termes  de  chaque  binôme,  et 
par  les  puissances  paires  de  +-  b \/  — î ; les  autres  imagi- 
naires provenant  des  puissances  impaires  de  -f - b \/ — i • 
ensorte  que  le  premier  membre  de  (N)  sera  de  la  forme 
P+Q  l/~7  , en  représentant  par  P la  somme  des  termes 
réels , et  par  Q la  somme  des  coefficiens  anssi  reels  de 
|/ . — i . On  aura  donc 

P+Q  i = O’,  d’où  P =o,  Q = o, 

parce  qu’il  ne  peut  y avoir  destruction  entre  des  termes  réels 
et  des  termes  imaginaires. 

Maintenant  qu’on  effectue  les  opérations  indiquées  par  (N7)  : 
le  résultat  sera , comme  le  précédent  , composé  de  termes  réel» 
et  de  termes  imaginaires  ; les  puissances  paires  de  — A y — » 
étant  les  mêmes  que  celles  de  +•  b y7  —T,  et  les  premiers  terme* 
des  binômes  étant  en  outre  égaux  dans  (N)  et  (N') , on  aura 
de  part  et  d’autre  P pour  la  somme  des  terme»  réels  : le* 
puissance»  impaires  de  — b \/ — î ne  différant  que  par  le 
signe  de  celles  de  + b \/ — « , on  aura  * — Q » 1 pour 
la  somme  des  termes  imaginaires  : ensorte  que  le  résultat  de 

la  substitution  sera  P — Q y1  — î . Mais  on  a trouvé 
P = o,  Q = o,  donc  P-Q^-iso, 
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donc  la  quantité  a — b \/ — 1 substituée  au  lieu  de  x dans 
la  proposée , réduit  aussi  le  premier  membre  à zéro. 

Toute  fonction  algébrique  </«  a ± b \/ — 1 , peut  être 
ramenée  à la  forme  P dfc  Q — i , P et  Q étant' des  quan - t 
tités  réelles  (*). 

On  a 

1°.  a±ib  ± b'  \/—~T  + etc.  < 

= (a  a!  -f-  etc.)  rfc  (h+i'  -}*  e*c-  ) V — 1 > 
donc  P = a -f-  d -4*  etc.  , Q = b -f-  b'  -f-  etc.  ; 


a».  ♦ ( a±.b  — î )(a' ±.b'  — i) 


= ( aa ' — bb')  ± (a'i  + a b’)  V — 1 > 

donc  P — aa’ — bb’ , Q = a'i  -j-  ab' , 

g»  u±b  y/ — î (a  ± b y/  — i ) (a'  ^ b’  — i 

’ a'ifci'  ^—  i ia’±.b'  ) (a'  q:  b' 

_ (aa'+  bb')±. : ( a'i  — ai')  l/  — i ) 


donc 


n^aa'-bbb’  „_a?b  — ab’ 

, — a'*+  b '•  * ^ — a'*  -f-  i'“  * 


Les  calculs  faits  pour  démontrer  le  premier  théorème  d« 
ce  titre , prouvent  que  la  fonction  (a  ± b — î)"  est  de  la 
forme  P d:  Q \/ — i. 


Nous  ferons  voir  dans  l’un  des  chapitres  suivans  que  \f — i 
n’admet , dans  le  cas  de  n nombre  pair , que’  des  racine* 
imaginaires,  et  que,  pour  n nombre  impair,  elle  comporte 
une  seule  racine  réelle.  Celà  posé , si  dans  l’expressioa 


t 


a 


f*)  Un  radical  imaginaire  peol  excéder  le  tecond  degré , comme  \é—  A’j 

w 


i on  sail  que  V — A*  = A V —t. 


* » 
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, n 

N (p  - f-  9 V — 1 Y>  où  est  un  polynôme  réel , on  rem» 
* 

place  y* — î par  a-\-b  \/ — i , et  qu’on  pose 

.*  N (p+qa)  = ,,  fiqb  — € ; 
on  aura  . 

0*  + £ V—  0m  = P -J-  Q V — J = N (p  + <7  V — 1 )"  » 

P et  Q étant  des  quantités  réelles.  On  prouverait  de  même 
que 

= P'+Q'  V — * )>  * 

(p  + <7  V—'Y 

P'  et  Q'  étant  pareillement  des  quantités  réelles. 

Considérons  la  fonction  \^a  b[/ — î,  et  posons 

« 

Vn+  b \/ — î + \/ô  — b y' — î = u.i»  .(i)  ; 

élevant  au  carré,  il  vient 

sa  + 3 V + b%—u%, 

quantité  nécessairement  positive  -,  donc  u sera  une  quantité 
réelle  : élevant  ensuite  au  carré  la  différence 


V^a  + b\ / — î — Va  — b\/  — î = <....( s)  , 

ce  qui  donne  » 

s a — s l/®“  + b*  — t*, 

t%  sera  une  quantité  essentiellement  négative  : donc  on  pourra 
poser  _ 

r=p— V1 , d’où  t = ± v y/—- 1 , 

V étant  une  quantité  réelle  : ajoutant  les  résultats  (i)  et  (a)  , 
il  viendra 


a \/a  -j-  &y/—  i =u±  Y y'—  i» 
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et  retranchant  (a)  de  (i) , on  aura 

a Va  — b[/ — i =aqry^/“7; 

ainsi  le  double  signe  de  V V— ' ï répond  au  double  signe 
de  b {/  — i , et  on  a ^ 

y/a±.  b\/— T = i (u±. V l/^T)  = P±:Qt/~. 
Considérons  encore  la  quantité 

\ A 

Va+  Av/—' Va  — il/^nr=2 (3),' 

» 

on  obtiendra  par  l’élévation^au  carré, 

' Va  -f  b\/—~i  +a {/a'-b-b* 

+ Va  — b V/  — i = u + a \/  b%  = z*, 

quantité  essentiellement  positive  : donc  * sera  une  quantité 
réelle.  Si  on  élève  au  carré  les  deux  membres  de 

*. * 

. Va  + ^V—  « — Va—  bV  — i —v (4), 

on  aura  • 

V«+  b V~~ï  — a V flï+  i* 

\/a  — b\/ — i — u — av/aa+à“r=  v*, 
quantité  essentiellement  négative  ; car  on  a fait  plus  haut 

u — Va  -f-  6j/  — î + Va — b \/  — i , 
ensorte  que 

u*  = aa+3  V/a1+A1<4V/aa-t-6a;  ..  ,* 

donc 

a < 6^/aa  + ia. 

Soit 

«'*  = — X*  d’où  v = ±X  V — î , 


* 
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X étant  une  quantité  réelle  : combinant  les  équations  (3)  et 
(4)  par  addition  et  par  soustraction,  il  viendra 

4-Xfc/^T), 

c’est-à-dire , ^ 

* 4 

\J(L±.bV—~y  = | (zrtX  y/—~i)==?±^\/~i , 

où  P et  Q sont  des  quantités  réelles. 

3.  Nous  passerons  maintenant  à la  démonstration  du  théorème 
annoncé.  Soit , à cet  effet , l'équation  • 

xm  -f-  Axm—  -f-  Bx"*-*  +.* Tx  + Y = o , 

m étant  de  la  forme  2 ft , u.  étant  un  nombre  impair , et  con- 
séquemment m un  najnbre  pair  une  fois  seulement  divisible 
par  a.  Quoique  les  racines  a , b , c , etc.  de  cette  équation  , 
ne  soient  pas  connues , on  pourra  néanmoins  exprimer , au 

moyen  des  coelFiciens  A , B T et  V , ceux  d'une  autre 

équation  qui  aurait  pour  racines  toutes  les  combinaisons  , 
telles  que  a -j-  b > ab,  et  même  a + b + hab , k étant  un 
nombre  quelconque  (*).  Une  équation  ainsi  formée  sera  du 

degré  m ™ ' , nombre  impair  , puisqae , par  hypothèse  K 

m est  une  seule  fois  divisible  par  a ; donc  elle  aura , au  moins  , 
une  racine  réelle.  Mais  pour  que  la  proposée  soit  divisible 
par  un  facteur  réel  tel  que  xa4-  mr  -t-n,  il  faut  que,  dans 
la  combinaison  de  la  forme  a -+-  b -f-  kab , la  somme(l  et  le 
produit  aient  lieu  entre  les  mêmes  racines.  Tout  se  réduit 
donc  à démontrer  que  cette  condition  peut  toujours  être  sa- 
tisfaite. En  effet , puisqu’on  peut  assigner  à k une  infinité  de 
valeurs  différentes  , on  pourra  donc  former  une  infinité  de  ces 
équations  dont  chacune  aura , au  moins , une  racine  réelle  \ 


(*)  Crue  question  sera  résolue  dans  l'un  dés  chapitres  survans , qui  ne 
Suppose  en  aucune  manière  la  doctrine  exposée  dans  celui-ci. 
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et  si , par  exemple  , la  proposée  est  du  sixième  degré  , on  ne 
pourra  nier  que  quinze  fois  de  suite  que  la  racine  réelle  ob- 
tenue, soit  la  même,  à la  différence  du  nombre  k,  que  l’une 
des  racines  réelles  déjà  trouvées  : conséquemment , il  existera 
deux  racines  réelles  telles  que 

a + b *f*  kab , 
a 4"  b hfab , 

qui  se  composeront  des  mêmes  lettres,  ensorte  qu’on  aura 

a 4*  b + hab  ~ «, 
a -J-  b -f*  k'ab  = C , 

• et  C étant  des  quantités  réelles  : on  déduit  de  là 
, • — C . t k’.  — ke 

ab  = ra"  û + 5 = ir^r- 

<• 

Donc  r équation  du  degré  ap  , /t  étant  un  nombre  impair  quel- 
conque, admet  un  facteur  réel  du  second  degré. 

Si  la  proposée  est  du  degré  ép , n étant  un  nombre  impair 
quelconque  , l’équation  d’où  dépendra  la  fonction  des  racine» 
fl  + 44  Aaê  , sera  du  degré  a> , > étant  un  nombre  impair  ; 
cette  équation  aura , d’après  ce  qui  vient  d'être  démontré  t 
un  facteur  réel  de  la  forme 

u*  -f-  m'u  -f-  n’,  « 

qui,  par  sa  résolution , donnera  l’une  des  fonction» 

a 4*  b kab  t o 4 c + bac , etc. 

Parmi  toutes  ces  racines , il  y en  aura  une  de  la  forme 

A 4-  B , 

et  donnant  à k une  infinité  de  valeurs  successives  , chacune 
des  équations  résultantes  admettra  un  facteur  réel  du  second 
degré  qui  donnera  une  racine  de  la  même  forme  : on  re- 
Irouyefa  donc  nécessairement  deux  combinaisons  entre  les 


8 
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a -f-  fc  kab  = A + B V'— 

a 4.  b + k’ab  = A'  + B' 
d'où  on  déduit 

a -f  6 = M + N {/— 7,  ab  «=  M'  + N"  V^— ~ î 

donc  la  proposée  aura  un  facteur  du  second  degré  de  la 
forme 

a‘-(M  + Nl/^7)x  + (M'  + riV-'T); 

d’où 

,=”+»a^EI  ± , 

réductible  à la  forme 

m 

x = P + <?  */=T. 

Mais  une  racine  de  cette  forme  a toujours , d’après  ce  qui  a 
été  démontré  précédemment , une  conjuguée  telle  que 

x = P — Q \/~  î , 

et  le  produit  des  facteurs  correspondans  est  x*  + mx  -f-  n , 
m et  n étant  des  quantités  réelles. 

Donc  une  équation  du  degré  4“,  (*  étant  impair , admet 
un  facteur  réel  du  second  degré. 

On  étendrait  facilement  cette  analyse  à une  équation  d’un 
degré  trois,  quatre,  etc.  fois  divisible  par  a,  et  on  en  con- 
clurait , 

i°.  Qu’une  équation  de  degré  pair,  est  décomposable  en 
facteurs  réels  du  second  degré  ; * 

a".  Qu’une  équation  ne  peut  avoir  que  des  racines  réelles 
ou  des  racines  imaginaires  de  même  forme  que  celles  du 
second  degré. 

Cette  démonstration , obscrye  M.  Lagrange , ne  laisse  rien 
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à desirer  comme  simple  démonstration  : mais  si  on  voulait 
résoudre  effectivement  une  éçjuation  en  ses  facteurs  réels  de 
deux  dimensions , il  serait  comme  impossible  de  suivre  le 
procédé  indiqué  par  cette  analyse.  (Voyez  résol.  des  équat. 
numér.,  note  X sur  la  décomposition  des  polynômes  d'un 
degré  quelconque  en  facteurs  réels.) 

* 

4.  On  peut  déduire  de  la  proposition  précédente  que  toute 
fonction  algébrique  de  a -+-  b Ÿ — 1 est  de  meme  forme  : car 
égalant  la  fonction  que  l’on  considère  à une  inconnue , et  fai- 
sant disparaître  les  radicaux  qu’elle  contient  par  l'élévation 
aux  puissances,  on  aura  pour  déterminer  l’inconnue , une  équa- 
tion de  degré  pair,  dont  les  racines  imaginaires  seront  de  la 
forme  P rfc  Q 1/ — 1.  Si. la  fonction  est  transcendante  , mais 
développable  en  une  suite  de  termes  qui  soient  algébriques , 
ou  du  moins  développables  eux-mêmes  en  séries , jusqu’à  ce 
qu’on  n’ait  plus  qu’une  suite  de  termes  algébriques  , ces  ternies 
seront  tous  de  la  forme  P ±.  Q [/—  1 ; donc  leur  somme  sera 
aussi  de  la  même  forme.  Il  resterait  donc  à prouver  que  toute 
fonction  algébrique  est  développable  en  série. 


< 
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CHAPITRE  IL 


Des  racines  imaginaires . 


5. INF Ot'S  allons  assigner  des  caractères  qui  servent  â recon- 
naître si  une  équation  a des  racines  imaginaires  et  des  règles 
pour  déterminer  , dans  certains  cas  , le  nombre  de  ces  racines. 

i. 

6.  Lorsque  toutes  les  racines  d’une  équation  sont  réelles  , 
les  carrés  de  leurs  différences  sont  tous  positifs;  par  consé- 
quent l’équation  dont  ces  carrés  seront  les  racines , n’ayant 
que  des  racines  positives  , aura  nécessairement  les  signes  de 
ces  termes  alternativement  positifs  et  négatifs  ( P*  sect.  , 
chap.  XXYIÜ  ) ; de  sorte  que  si  cette  condition  n’a  pas 
lieu  , on  sera  assuré  que  l’équation  proposée  comporte  néces- 
sairement des  racines  imaginaires. 

Réciproquement , si  l’équation  aux  carrés  des  différences  , 
n’a  que  des  variations  de  signes,  la  proposée  n’admettra  que  des 
racines  réelles  ; car  si  les  racines  n’étaient  pas  toutes  réelles  , 
il  y en  aurait  au  moins  deux  imaginaires , que  nous  désigne- 
rons par  «+  î \/ — i et  « — fl  y/ — 1 ; le  carré  de  leur  diffé- 
rence serait  — 4^* : donc  l’équation  aux  carrés  des  différences, 
aurait , au  moins  , une  racine  réelle  négative  , et  par  con- 
séquent , au  moins,  une  permanence  (P*  sect.,  chap.  XXIX)  , 
ce  qui  est  contre  la  supposition. 

Risque  chaque  couple  de  racines  imaginaires  de  l'équation 
proposée,  introduit,  au  moins,  une  racine  réelle  négative  dans 
l’équation  aux  carrés  des  différences , et  qu’une  racine  réelle 
négative  introduit , au  moins  , une  permanence  dans  lés  signes  , 
l'équation  proposée  ne  pourra  donc  avoir  «fn  nombre  de  racines 
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imaginaires  , plus  grand  que  le  double  du  nombre  de  perma- 
nences qui  se  trouvent  dans  l’équation  aux  carrés'  des  diffé- 
rences. Ainsi  on  pourra  tou  jouet  reconnaître  à l’inspection  des 
signes  de  cette  équation , si  toutes  les  racines  de  IVcfuation 
proposée  sont  réelles , et  le  plus  grand  nombre  de  racines 
imaginaires  que  cette  dernière  peut  admettre. 

Appliquons  ces  théorèmes  à quelques  équations , et  soit 
d’abord  celle  du  second  degré 

xa  — Ax  -j-  B = o : 
l’équation  aux  carrés  des  différences  est 


y — A'  = O , 

dans  laquelle 

A'  — A’  — 4B: 

or  pour  que  les  racines  de  la  proposée  soient  réelles,  il  faut' 
que  les  signes  de  l’équation  aux  carrés  des  différences , soient 
alternatifs  , ou  qu’on  ait  * 

A'  > o ou  àl  — . B > o : 

4 

‘elles  seront  imaginaires  dans  le  cas  de 

A'  < o ou  — — B < o : 
pour  qu’elles  soient  égales  , il  fa^  qu’on  ait 


A'  = o-  ou  — B = o, 

A 

conclusions  que  nous  avons  déduites  immédiatement  de  l’exa- 
men des  racines  (Ir*  sect. , chap.  XIX). 

Pour  que  les  racines  de  l’équation 

1 

x3  ^ Ax*  -f-  Bx  — C — o , 

• j» 

soient  toutes  réelles,  il  faut  que  l’equadou  aux  carrés  des 


» 
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différences  des  racines , savoir  , 

y 3 — A 'y1  -f-  B^y  — C'  = o , 
ne  contienne  que  des  variations  de  signes , ou  qu’on  ait 

A'  > o.  B'  > o , C'  > o ; 

/ 

si  l’une  de  ces  conditions  manque  , la  proposée  ne  pourra 
avoir  toutes  scs  racines  réelles  ; elle  en  aura  donc  deux  ima» 
ginaires. 

Nous  avons  trouvé  (Ir*  sect.  , cliap.  XXVIII)  que  l’équation 
ar*  — ax  — 5 = o , 

avait  pour  équation  aux  carrés  des  différences, 

y — i By*  -f*  3 S y + 643  = o ; 

comme  cette  équation  n’a  pas  les  signes  alternativement  po-  . 
sitifs  et  négatifs  , on  en  conclut  sur-le-champ  que  fa  proposée 
' a nécessairement  deux  racines  imaginaires , et  par  conséquent 
une  seule  racine  réelle. 

« 

7.  On  peut,  dans  certains  cas,  déterminer  le  nombre  dea 
racines  réelles  et  celui  des  racines  imaginaires.  Soient  a,  b , 
c , etc.  les  racines  réelles  d’une  équation  j . ' 

• 

* ± fi  \/ — 1,  y ± V — etc. 

les  racines  imaginaires  : les  carrés  des  différences  seront  x 
i“.  entre  les  racines  réelles, 

^ (a—  by,  (u  — c)*,  (a  — dy,  'etc., 

1 1 (b  — Cy,  (b  — d)%,  ( c—dy , ‘etc.; 

è°.  entre  les  racines  imaginaires  conjuguées, 

— 4P  , — . etc.  ; 

- • 

3°.  entre  les  racines  réelles  et  les  racines  imaginaires  , » 

# 

• > 


4 
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C(--«)  + c/=T]*,  K— <*)  - <V^T]*, 

[(•-*)  + [(--*)- 

t(  • - O + ff  i/^ôs  [(--O  - C-v/^G*, 

. [(«  — <*)  + cj/HT]*,  [(-—«/)  - ci/pi]*. 

etc.  etc.  ; ' 

4°.  entre  les  racines  imaginaires  non  conjuguées , 

K—*)  + (S-0  v/=I]\  [(— y)  - (C— JD  ✓=?]-, 

K— v)  + P+J5  ✓=*]•.  [(— V)  - (ff+J)  V/;=T]a. 

etc.  etc. 

Soit  m le  degré  de  l’équation  proposée  : on  sait  que  celui 
de  l’équation  aux  carrés  des  différences  des  racines , est 

— — = n ; soient  p le  nombre  des  racines  réelles,  a q 

celui  des  imaginaires , ensorte  que 

m = p -f-  aq  : * 

il  est  facile  de  voir  que  parmi  les  n racines  de  l’équation  aux 

carrés  des  différences , il  y en  aura  nécessairement  L) 

a 

réelles  et  positives , q réelles  et  négatives  , a pq  imaginaires 
de  la  troisième  espèce  distinguée  ci-dessus,  et  a q(q — î) 
imaginaires  de  la  quatrième  espèce  , parce  que  du  nombre 

■ ^ ^ — des  différences  entre  toutes  les*  racines  imagi- 

naires , on  doit  retrancher  q différences  déjà  prises  : on  aura 

donc  en  total , aq  (p  -f-  q — 1 racines  imaginaires. 

• • 

Qu’on  effectue  partiellement  les  produits  des  facteurs  cor- 

respondans  à chacune  des  classes  de  racines  ci-dessus  ; le  dernier 

terme  de  l’equation  aux  carrés  des  différences  des  racines,  sera 

le  produit  de  tous  les  derniers  termes  des  produits  ainsi  formés , 

et  il  est  clair,  & 
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‘ i*.  Que  le  produit  des  facteurs  dus  aux  £ ^ — — racines 

réelles  et  positives  , aura  son  dernier  terme  positif  ou  né- 
gatif, suivant  que  le  nombre  de  ces  racines  , sera  pair  ou 
impair. 

a°.  Que  celui  des  facteurs  résultans  des  racines  de  la  seconde 
classe,  aura  toujours  son  dernier  terme  positif,  quel  que  soit 
Je  nombre  des  racines  ; 

3d.  Que  celui  des  facteurs  correspondans  à toutes  les  racines 
imaginaires,  aura  toujours  le  dernier  terme  positif,  puisque 
ces  racines  étant  deux  à deux  de  la  forme  (M  +N  V' — i)* 
et  (M  — N / — t )*,  les  produits  des  seconds  termes  des 
facteurs  conjugués  , seront  de  la  forme  (M1  -|-  N*)*,  ensorte 
que  le  dernier  terme  sera  essentiellement  positif. 

D’où  on  conclura  que  le  dernier  terme  de  l’équation  aux 
carrés  des  différences,  sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  la 

, p (p  — t) 

nombre  - — sera  pair  ou  impair.  * 

Supposons  î®.  que  ce  dernier  tenue  soit  positif  , auquel  cas 
le  nombre  — — doit  être  pair  : l’un  des  deux  facteurs 

sera  nécessairement  pair , et  on  aura 


OU 


5-“. 


P — >• 


d’où  p = 4*  , 


d’o 


p = 4*  + » ; 


d’où  il  suit  que  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée  , 
sera  multiple  de  4 , s’il  doit  être  pair  , c’est-à-dire , si  le  degré 
de  l’équation  est  pair;  ou  multiple  de  4 augmenté  de  l’imité, 
si  le  degré  de  l’équation . est  impair.  Il  sera  donc  impossible 
que  le  nombre  des  racines  réelles  , soit  s,  3,  6,*etc.  ou  de 
l’une  des  formes  4^  + 2 ou  4*  + 3. 

Supposons  a°.  que  l^dernier  terme  de  l'équatioe  aux  carré» 
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des  différences , soit  négatif,  auquel  cas  — ^ ^ sera  ub 

S 

nombre  impair  donc  alors  ou 

5 =»  aA  -f  1 , d’où  p ==  4 a -f  a , 

feu  S 

2— -i  = üa  + i , d’où  p = 4a  4-  3 ; 

d’où  jl  suit  que  le  nombre  des  racines  réelle*  de  la  proposée 
sera  nécessairement  un  multiple  de  4 augmenté  de  a,  si  le  degré 
de  la  proposée  est  pair , ou  qu’il  sera  un  multiple  de  4 aug- 
menté de  3 , si  le  degré  de  la  proposée  est  impair  ; de  sorte 
qu’il  sera  impossible  que  le  nombre  des  racines  réelles  soit 
1,4,  5 , 8,9,  etc. , ou , en  général , de  l’une  des  forme* 

4a  et  4a  "1“  1 • 

Supposons  maintenant  que  l’on  sache  d'avance  que  le 
nombre  des  racines  imaginaires  d’une  équation , ne  peut  être 
plus  grand  que  quatre,  et  que  cette  équation  soit  de  degré 
pair  = ak  : on  pourra  d'abord  reconnaître , diaprés  l’inspection 
des  signeji  de  l’équation  aux  carrés  des  différences , si  toutes  * 
les  racines  sont  réelles  ; si  elles  nC  le  sont  pas  , l'équation  doit 
donc  avoir  deux  ou  quatre  racines  imaginaires  , ensorte  que  le 
nombre  des  racines  réelles  est  zk  — a ou  a/t—  4 J ces  nombre* 
•ont  pairs,  et  ils  diffèrent  de  deux  unités  : donc  l'un  des  deux 
sera  compris  dans  la  formule  4* , et  l’autre  dans  celle-ci 
4a  + a ■"  mais  le  nombre  des  racines  réelles  est  de  l’une  de 
ces  formes  4a  ou  4a  + a , suivant  que  le  dernier  terme  de 
l’équation  aux  carrés  des  différences , est  positif  ou  négatif  ; 
on  saura  donc  lequel  de  ces  deux  nombres  représente  celui  de» 
racines  réelles. 

Si  l'équation  proposée  est  de  degré  impair  =ali  + 1,  on 
reconnaîtra  de  même  si  toutes  les  racines  sont  réelles , en 
examinant  si  les  signes  de  l’équation  anx  carrés  des  différences  , 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs  : si  cette  condition  n’es* 
pas  satisfaite , la  proposée  aura , d'après  ce  qu'on  sait , à priori  , 


>• 


* 


Digitized  by  Google 


I 


, • I 

J 6 ANALYSE 

deux  ou  quatre  racines  imaginaires  ; donc  le  nombre  des  ra- 
cines réelles  , sera  ou  aft  — 1 , ou  ak  — 3 ; l’un  de  -ces 
nombres  sera  de  la  forme  4*  + 1 > et  l’autre  de  la  forme 
4*  4 3 : le  signe  du  dernier  terme  de  l’équation  aux  carrés 
des  différences  , fera  .connaître  alors  celle  de  ces  deux  for- 
mules dans  laquelle  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  propo- 
sée, se  trouve  compris. 

Ainsi , à la  seule  inspection  des  signes  de  l'équation  aux 
carrés  des  différences , on  pourra  juger  , î si  toutes  les 
racines  de  l’équation  proposée  sont  réelles  ou  non  ; 2°.  si  le 
nombre  des  racines  réelles  est  un  de  ceux-ci,  i , 4>  5 , 8 , g', 
12,  i3,  etc.,  compris  dans  les  formules  4*  et  4*  -f* 1 1 ou 
s’il  est  de  la  suite  a , 3 , 6 , y , i o , 1 1 , etc.  donnée  par  4*  -4*  3 
et  4^+3,  ce  qui  suffira  pour  déterminer  le  nombre  des  racines 
réelles  et  celui  des  racines  imaginaires  dans  les  équations  qui 
ne  passent  pas  le  cinquième  degré,  et  dans  toutes  celles  à 
l’égard  desquelles  on  saura,  vi  priori,  que  le  nombre  des  racines 
imaginaires  ne  peut  excéder  quatre. 

8.  Nous  allons  passer  à la  recherche  des  racines  imaginaires 
• des  équations. 

On  a prouvé  que  ces  racines  sont  toujours  de  Ta  forme 
a fiV'  — i,  « et  /3  étaift  des  quantités  réelles , et  on  a dé- 
montré que  la  substitution  de  « -j-  fi  V'  — î • pour  x , donnait 
un  résultat  de  la  forme  — 1 , P et  Q étant  des 

quantités  réelles  , résultat  qui  ne  peut  être  égal  à ïéro  , à 
moins  qu’on  ne  pose  séparément 

P = o , Q = o.  * 

Mais  • 

P = «m  -f-  P'."1-'  + p"«™-*  4-  etc.  = o (i)  , 

Q — mf i*m-'  4-  QV-*  4-  QV—3  4-  etc.  = o (2)  , 

F*,  P",  etc.  , Q',  Q",  etc.  étant  des  fonctions  connues  de  fi 
et  des  coefficient  de  la  proposée  : la  question  se  réduit  donc 
à trouver  tous  les  systèmes  de  valeurs  réelles  de  « et  fi  qui 
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satisfont  aux  deux  équations  (1)  et  (a).  On  y parviendrait 
en  éliminant  « suivant  la  méthode  connue  ( Ire  sect. , ch.  XXV), 
et  cherchant  les  racines  réelles  de  l'équation  en  fi , et  les  valeurs 
correspondantes  de  *. 

Or  , on  sait  que  chaque  couple  de  racines  imaginaires  con- 
juguées * -f-  /3  \/ — 1 , <*  — ,S^/ — i,  donne  nécessairement 
dans  l’équation  aux  carrés  des  différences  , une  racine  réelle 
négative  — 4P , d’où  il  suit  qu’en  changeant  dans  celle-ci  les 
signes  des  puissances  impaires  de  l’inconnue , puis  cherchant  les 
racines  réelles  et  positives  ÿ,  y",  y“,  etc. , on  aura 

y = 4P  > y"  — 4F  > etc'  » 

d’où 


Les  valeurs  de  fi  ainsi  connues,  on  opérera  sur  les  équations 
(1)  et  (a),  comme  pour  obtenir  l’équation  finale  en  fi  , qui 
donnerait  les  valeurs  de  fi,  etc.  -,  mais  avant  d’arriver  à 
cette  équation  , on  parviendra  à un  resje  du  premier  degré  , 
de  la  forme  A*  — B , A et  B étant  des  fonctions  de  fi  : ce  reste 
étant  égalé  à zéro  , fournira  une  équation 

A«  — B = o , 

« 

qui  donnera  une  valeur  de  * , correspondante  à la  valeur  subs- 
tituée pour  ?. 

Lorsque  les  parties  réelles  «,  y,  etc.  des  racines  imagi- 
naires , seront  inégales  entr’elles  et  différeront  aussi  des  racines 
réelles  a , b , c , etc. , il  fst  évident  que  l’équation  aux  carrés 
des  différences , n’aura  d’autres  racines  négatives  que  celles-ci 
— 4fi\  — 4F  etc.  ; de  sorte  que  le  nombre  de  ces  racines 
sera  précisément  le  même  que  celui  des  couples  de  racines 
imaginaires  de  la  proposée , et , dans  ce  cas , les  équations 
CO  et  (a)  ne  pourront  avoir  qu’une  seule  valeur  de  * , cor- 
respondante à chacune  des  valeurs  de  fi  , et  par  conséquent 
le  plus  grand  commun  diviseur  ne  pourra  être  que  du  premier 
degré.  1 « 

a 
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Mais  s’il  arrive  que  , parmi  les  quantités  « , y,  etc. , il  s’en 
trouve  d’égales  entr’ elles  et  aux  racines  réelles  a , b , c,  etc. , 
alors  l’équation  aux  carrés  des  différences  aura  nécessairement 
plus  de  racines  négatives  que  la  proposée  n’aura  de  couples  de 
racines  imaginaires.  En  effet , soit  a — »,  les  deux  racines  ima- 
ginaires [(«  — a)  + fi[/  — 1 ~\%,  [(a  — a ) — Æ — i]1  de- 
viendront — fi',  — fi',  et  par  conséquent  réelles  négatives  : 
de  sorte  que  si  la  proposée  ne  contient  que  les  deux  imagi- 
naires »-\-  fi\S — i,  » — fi \/  — 1,  l’équation  aux  carrés  des 
différences  contiendra  , dans  le  cas  de  * = a , outre  la  racine 
réelle  négative  — 4^*»  ces  deux  autres  — fi%, — fi',  égales 
entr’elles  ; d'où  l’on  voit  que  lorsque  l'équation  aux  carrés  des 
différences  a trois  racines  réelles  négatives  dont  deux  sont 
égales  entr’elles , alors  la  proposée  peut  avoir  ou  deux  racines 
imaginaires , ou  six , savoir , 

i»±fi)/- ~),  (y±:^t/=T),  {.±1 

Si  la  proposée  contient  quatre  racines  imaginaires 

/ ** 

( »±fi\/~X ), 

alors  l’équation  aux  carrés  des  différences  contiendra  les  deux 
racines  réelles  négatives  — ^fi' , — > mais  si  a = » , elle 

aura  encore  les  deux  suivantes  — fi',  — fi'  ; si  de  plus  b—  y , 
elle  en  aura  deux  autres  — /*,  — 3"  \ enfin  si  on  avait  » = y , 
alors  les  quatre  racines  imaginaires 

[(«— y)  + (J-*)  K— y)  - C*-*) 

t(— y)  + OM-O  V/— >)'»  O— v)  - G *+<0 • 

deviendraient 

-c fi-n,  -c #-*)•,  -(*+*)•. 

c’est-à-dire,  réelles  négatives  et  égales  deux  à deux. 
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D'où  il  est  aisé  de  conclure, 

i°.  Que  lorsque  toutes  les  racines  réelles  négatives  de  l’équa- 
tion aux  carrés  des  différences  , sont  inégales  entr’elles,  alors 
la  proposée  a nécessairement  autant  de  couples  de  racines  ima- 
ginaires qu’il  y a de  ces  racines  •, 

a°.  Que  si , parmi  les  racines  réelles  négatives  de  l’équation 
aux  carrés  des  différences  , il  s’en  trouve  d’égales  entr’elles  , 
alors  chaque  racine  inégale  , s’il  y en  a , dfrtmera  toujours  , 
comme  on  vient  de  le  voir  , deux  racines  imaginaires  conju- 
guées ; mais  chaque  couple  de  racines  négativ  es  égales , telles 
que  — /fi1,  — 4/3*  qui  résultent  de  -=3  fi , indiquent  quatre 
racines  imaginaires 

y±.fi[/— 7, 

tandis  que  celles-ci,  — fi2, — fi2, — (fi — f)2,  — (fi  — J')*,  etc.' 
qui  viennent,  par  exemple,  de  a=«  et  de  * = y , n’en 
donnent  aucune.  Trois  racines  négatives  égales  fourniront  six 
racines  imaginaires 

y ± <f  (/—  1 , .±Al/— T, 

si  on  a fi  = = A *,  ou  deux  seulement , lorsque  , par  exemple  ,• 

a=y  et  3/9  , auquel  cas  on  a encore  trois  racines  égales 
chacune  à — /\fi2.  Quatre  racines  négatives  égaies  donneront 
huit  racines  imaginaires 

y±  J’  f/— T»  .±A  f/—  1 , l/—  1 , 

si  on  a C = f‘=*  — f,  ou  quatre  racines  imaginaires,  si 
« = y=  i,  2.C , A = iZ\  ou  enfin  elles  n’en  donneront 
aucune , si , par  exemple^  les  coefficiens  fi  , f de  \/ — 1 
étant  égaux  , on  a de  plus  a = »,  b—y,  »,  y étant  les  termes 
réels  dans  les  racines  imaginaires. 

Or  soient  — y',  — y deux  racines  égales  négatives  de 
l’équation  aux  carrés  des  différences  ; on  fera , comme  ci- 
dessus  , 

a.. 
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mais  il  ne  faudra  plus  substituer  cette  valeur  dans  l'équation 
A«  — B = o , 

parce  que  ( Ire  scct.)  on  en  déduirait  « = f , ce  qui  ne  ferait 
rien  connaître  : on  fera  donc  les  substitutions  dans  le  reste  pré- 
cédent qui  sera  du  second  degré  en  « ; ce  reste  étant  égalé  à 
zéro  , donnera  ou  deux  racines  réelles  , ou  deux  racines  ima- 
ginaires. Dans 4e  premier  cas,  nommant  * et  * ces  deux 
racines,  on  aura  les  quatre  racines  imaginaires 

• ± fi  V—~>  • — fi  V—  «• 

Dans  le  second  cas , les  valeurs  de  « étant  imaginaires , contre 
l'hypothèse,  cm  en  conclura  que  les  deux  racines  — y , — y' 
ne  donneront  pas  de  racines  imaginaires  dans  la  proposée.  Si 
l'équation  aux  carrés  des  différences  comportait  trois  racines 
négatives  égales  — y,  — y,  — y',  à la  valeur 


correspondraient  trois  valeurs  de  « ; d'où  il  suit  que  si  l’on 
substituait  la  valeur  de  fi  dans  le  reste  du  premier  ou  du 
second  degré  , on  aurait  deux  équations  qui  se  réduiraient  à 
zéro,  indépendamment  de  « : on  fera  donc  la  substitution  dans 
le  reste  du  troisième  degré  en  »\  ce  reste  égalé  à zéro,  don- 
nera, pour  *,  ou  trois  valeurs  réelles,  ou  une  réelle  et  deux 
imaginaires  ; dans  le  premier  cas , on  aura  six  racines  imagi- 
naires , et  deux  seulement  dans  le  second , les  valeurs  imagi- 
naires de  « devant  toujours  être  rejetées. 

g,  Appliquons  ce  qui  vient  detfe  dit,  i°.  a la  recherche 
des  deux  racines  imaginaires  de  l’équation 

x3  — ax  — 5 = o, 

traitée  (P*  sect.  ) , et  pour  laquelle  nous  avons  trouyé  l’équa- 
tion aux  carrés  des  différences 

y*  _ i2_y*  -J-  36^  -{■  6^3  — 0 : 
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changeant  y en  — y , puis  les  signes , on  aura 

y3  -f-  tay*  + 36y  — = o ; 

et  il  ne  s’agira  plus  que  de  chercher  une  racine  réelle  et  po- 
sitive de  cette  équation  qui  comporte  bien  une  telle  racine  : 
sa  partie  entière  sera  5,  et  par  la  méthode  donnée  (I'*  sect., 
chap.  XXX) , on  trouvera 


/ = 5 + 


6 + 


5 + 


d’où  l’on  tire  ces  fractions 

5 3i  160 

T’  TT’  3 T‘ 

Connaissant  ainsi  y',  on  aura 


6 + etc. 


221 

192 


etc. 


substituant  u+Cÿ-X  pour  x dans  la  proposée , et  faisant 
deux  équations  séparées  l’une  avec  les  termes  réels  , l’autre 
avec  les  coeiüciens  de  y/  — î , on  aura 

m*  — ■ ( 35*  -f-a)«  — 5 = o, 

3<»*  — <f*  — a = o ; 

si  l’on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  deux 
polynômes  , et  qu’on  ne  pousse  la  division  que  jusqu'au  reste 
du  premier  degré  en  * , on  déduira  de  ce  reste  égalé  à zéro 
( Ir*  sect.  ) 

i5 

•-  4(ae*+o: 

ainsi  on  aura  en  nombre  les  deux  racines  imaginaires  «-{-£  V — 

• — C \/ — i de  l’équation  proposée. 
a°.  Soit  l’équation  proposée 

x3  — 3x*  4X  — a = o : 
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composée  avec  les  facteurs  x — i , x — 1 — V — 1 , x — i-J-j/ — i, 
et  dont  les  racines  sont  x~  1 , x — 1 + y' — i , x=  1 — [/ — i ; 
si  l'on  }•  substitue  « -+-  C V — 1 Pour  x>  on  aura  à-  éliminer  entre 
les  deux  équations 

3 ( « — i ) C*  -f-  e1  — 3«* 4*  — 2 = 0, 

ff*  — 3»*  +6*  — 4 — °i 

et  on  trouvera  pour  équation  finale  en  » , 

4«’  — 12«*  -f-  i3*  — 5 = o, 
et  pour  reste  en  f, 

C * — 3«a  + 6-  — 4 : 

de  l'équation  finale  qui  est  du  troisième  degré , quoique  la  pro- 
posée ne  donne  que  deux  racines  imaginaires , on  tire  ces  trois 
racines 

-=  î , « = i \/ — 1 : 

à la  première  répond  S = rt:  î , et  conséquemment , 

« + £ y' — i = i dz  Ÿ — i : 
pour  la  seconde  racine  « = î -f-  i \4—  i , on  trouve 

C H i • 

b % f 

d’où  l’on  conclut 


« -f-  £ y' — î = î j/ — i , « -f-  £ y' — i = i : 

enfin  pour  « = î — J y1 — 1 , on  obtient 

* 

£=±:|  et  * + £ V — i — i > « + £ — 1 = 1—1/ — 1 • 

Ainsi , en  définitif , les  valeurs  mêmes  imaginaires  de  s et  C 
ramènent  à des  racines  de  la  proposée,  mais  il  est  inutile  d’en 
tenir  compte.  Remarquons  qu’en  posant  x=«+£v—  î,  00 
n’exprime  pas  essentiellement  une  racine  imaginaire , puis- 
qu'elle devient  réelle  par  C = o,  et  par  C imaginaire  ou  de  la 
forme  £'  y/ — i : lorsqu’on  ne  veut  que  les  racines  imaginaires 
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de  la  proposée  , il  ne  faut  prendre  pour  « et  C que  des 
valeurs  réelles. 

3°.  Sok  l’équatipn 

x*  -f-  4X3  -f-  6x*  -f-  4e  4-  5 — ° ’• 

en  posant  toujours  x — « -j-  G y/ — \ , et  égalant  toujours  à 
zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire , on  obtient  ces 
deux  équations 

-H"  ( 6 — 6C*  ) «M-  ( 4 — i aP ■ ) « + O—  65“+  5=o, 

*5  -4~  3«s-f-  (3  — C*  ) * -J-  î — P = o : 

N 

_ on  déduit  de  la  dernière  , 

P = , -f.  2«  + «»  Æ ( | 4.#)*; 

cette  valeur  substituée  dans  la  première  équation  , donnera  la 
suivante , 

4*  16*’  -f-  -4*  i6«  = o , 

qui  a pour  deux  de  ses  racines  o et  — 3.  Ces  deux  valeurs 
de  «,  reportées  dans  l’expression  de  C , donnent  l’une  et  l’autre, 

P = 1 , d’où  S =z  ±z  1 ; 

donc 

x — — 2 zfc  \/ — 1 , x = ± \/  — 1 . 

Or, 

,(x-J-  a — | / — 1)  (x  4- a + |/—  >)  = x*  + 4x  + 5 , 

( x — 4/ — 1 ) ( x + [/ — 1)  = x»  -f-  1 ; 

et  ces  deux  facteurs  doubles  , multipliés  entr’eux  , donnent  la 
proposée  : on  remarquera  que  les  deux  autres  racines  de  « , 
étant  imaginaires , doivent  être  rejetées. 

. On  peut  aussi  parvenir  au  même  résultat  par  les  considé- 
rations suivantes  : le  facteur  double  résultant  du  produit  de» 
facteurs  imaginaires 

x = « + £ V — 1 , x = « — S y/ — 1 

sera 

x*  — 2*x  + > * 
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la  proposée  devant  être  divisible  par  ce  facteur  double  , si 
on  exécute  la  division , et  qu’on  la  pousse  jusqu'au  reste  du 
premier  degré  en  x , il  faudra  dire  que  ce  reste  est  nul  , 
indépendamment  de  toute  valeur  de  x ; donc , ce  reste  étant 
de  la  forme  Ax  — B , on  devra  poser 

A = o , B — o , 

équation  au  moyen  desquelles  on  évaluera  * et  C. 

Soit,  pour  exemple  , l’équation  traitée  précédemment, 

x4  -f-  4X3  4*  6x4  -f*  4J!  4"  5 = o : 
en  la  divisant  par 

Xx  — 3*X  + «*  + £*, 

on  aura  pour  quotient 

x*  + (4  -f  a.)  x + 6 + 8*  + 3«*  — C\ 

et  pour  reste  du  premier  degré , 

(4  4-  ta»  -4-  is«a ■+•  4*3  — 4*^*  — 4^* ) x 
-(«5  + ffa)(6  + 8«4-3-*  — C*)  + 5; 

d’où  résultent  les  deux  équations 

(i  + «)■  = fi*, 

(<.a4-^)  (G+  8«  + 3-*  — C*)  + 5 = o. 

La  valeur  de  C*  tirée  de  la  première  et  substituée  dans  la  ^ 
seconde , donne  • 

4-4  -f"  1 G*1  4-  24*a  4"  t G*  o , 
d’où  on  déduira  les  valeurs  de  « et  £ trouvées  ci-dessus. 

4°.  Soit  enfin  l’équation 

x3  — x’  4-  3x  4*  5 = o , 

laquelle  divisée  par  x* — a«x  4“  ** 4*  &>  donne  pour  quotient 
x 4-  3*  — « , 
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et  pour  reste  ,' 

( 3 + 3«* — a«  — 5 — s*’  -f-  -f-  ( î — 2m)  G1, 

d’où  l’on  déduit , d’après  ce  qu’on  dit  plus  haut , 

3 -f*  3«l  — am  — ff*  — o , 

5 — 2m3  -j-  «*  -J-  ( l — 2m  ) ff*  = O. 

Substituant  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  G' , prise 
dans  la  première  , on  trouve  une  équation  en  m qui  donne 

‘=i. 

racine  à laquelle  correspond 

ff  = 2. 

Le  facteur  double  est  donc 


qui  donne 


x*  — ax  -f-  5 = o , 
x = î ±:  , 2 \/ — î 


pour  les  deux  racines  imaginaires  de  la  proposée. 

Lorsque  l’équation  dont  on  cherche  les  racines  imaginaires, 
est  d'un  degré  plus  élevé  que  le  quatrième,  les  équations  qui 
donnent  « et  C,  sont,  pour  l’ordinaire,  d’un  degré  tellement 
élevé,  qu’elles  ne  sont  d’aucune  utilité  dans  la  pratique. 
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Suite  des  jractions  continues . 

io.IVous  avons  donné  (Ire  sect. , ctiap.  XXXI)  les  élémens 
des  fractions  continues -,  nous  allons  continuer  et  compléter 
l’exposition  de  cette  importante  doctrine. 

1 1 . Nous  appliquerons  d'abord  la  règle  donnée  (chap.XXXI), 
an  développement  de  la  fraction 

b + b'  + V-\-V+&c- 

a -f*  uf  cl  -f-  fl*-!*  etc- 

dont  les  denjc  termes  sont  des  suites  infinies  : divisant  le  dé- 
nominateur par  le  numérateur , et  ne  prenant  qu’un  terme  au 
quotient , on  aura 

cl  “f~  ci  -f-  a “I"  etc. 

T+'b'^f~bl‘  + etc. 

a (a' ~ t)  + (a‘~ ir)  + tt)  + *c' 

~~  b + b + b'  + b"  -+•  etc. 


Posant 


. <ib"  , 

a y — c. 


on  aura  le  second  quotient 

b -+•  b'  -f-  V -f*  + etc. 

c -f-  c + e"  -f-  c’~+  etc. 
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Faisant  de  nouveau 

i b--h^=i. 

c c v 


etc. , 


on  aura  le  troisième  quotient 

c c -j—  c"  ~f-  ' " 4-  etc, 
d -f*  d*  “f“  d'  -f-  d?  -f-  etc. 

(?-  4)  + O'"  t)  + ('*-  c-?)+g,c- 

d-\-d'  d " + etc. 

et  ainsi  de  suite.  De  ces  quotiens , on  conclut 

b + b'  + b“  + bm  - f etc._  i 

a + a -+-  a"  + a*  + etc.  a i 

b^  b . i 


^3  + 


C £ , l 

d~^~  d 1 

e e 


j.+  etc. 


ces  équations 

> il  t 

C ‘ , - 

. ab' 

h 

1 

a 

II 

Ü 

. ab“ 

J • / 4c* 

h 

i 

*0 

1! 

c 

< 

« _»  ab" 

<r-b'-b-^ 

, «f 

i*  ■ ~ r . — 

• 

c a y 

c 

d‘-r-br 

eW_£^ 

<&/l 

f—d'—— 

c a 5“ 

c 

e c d 

l — u- 

^ c 

aby 

_|T 

d-=b"-b-^ 

e» — c" 

C O — — — ï — 

b 

^ C 

d 

J e 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

, ef 

=e-j 

etc. 


etc. 
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Soit  l’expression  \J -- J à réduire  en  fraction  continue  : 

on  trouvera  après  avoir  développé  (y* — 1)* , et  comparé  avec 
la  proposée , 


b—  x , b’  = o , b*  ■=  o , 

» • —3 


bm  = o , etc. 
♦ 


a”=— a'=  — >hy-*>  etc., 

d’où  résultent,  d’après  les  relations  ci-dessus,  * 

c=— iy~'>  d=  — \xy-,  e=i  y~\  f=-hxy~\  etc.: 


faisant  cej  substitutions  dans  l’expression  générale  de  la  frac- 
tion continue , on  trouve  d’abord  t 


et , toutes  réductions  -faites , en  donnant  la  plus  grande  atten- 
tion aux  signes,  on  obtient 


Prenons  pour  seconde  application  la  série 

je  + X*1  J.-5  4-  \ x1  4-  etc. 

1 4*  o 4 ^ "4  o 4"  etc.  * 


\ • 
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qui  représente  (Ir*  sect. , chap.  XX  ) le  développement  de 

g / ^ l désignant  ici  logarithme  népérien  , déve- 
loppement que  nous  démontrerons  autrement  dans  ce  Traité  : 
on  a dans  ce  cas  , 


o=i. 


a=  o , 


>o,  a =o, 


etc. , 

b = x,  b'  = jx\  = i J?,  bm  = '1x’,  etc., 

d=—-^x\  e=+j—xi,  /=+t-^-5 x5,  etc.; 


donc 


“(SS) 


X X 


— 7 


-TZ*  ‘ ~h* 


rf-x* 

"TT 


sTïHt»  **  + etc. 


x 3 

x 5 


x 7 

X q 


16 


a5 


x lt 

etc. 

x 


Lorsque  x = tang  p , on  a (Trig.  ) 

G +;)• 

tr  désignât  la  demi-circonférence  ; donc 
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î/tangQ  + f) 


tang  9 


langip 


tang  9 7 _ 

tangp 


.9 


tang  9 1 1 


-etc 


tang 

Nous  démontrerons  aussi  par  la  suite  que  x étant  un  arc 
dont  la  tangente  = t , on  a 

x = *-  $t3  + *t5--M’  + it3  — etc.  ; . 

donc 

a=i  , o'=o,  a'  = o,  a"r=  o, 

b=t,  b'  = tt*,  V--W,  b”  =%  fl,  etc.  , 

c = jta,  * = ■*$!?,  e=75t>'>  etc.; 

d’où  l’on  conclut,  après  les  réductions  , 


tangx 


tangx 


tangx 


4* 


it> 


tangx 


.9 


-f-  etc. 


tang  x 

Dans  l’un  des  chapitres  snivans , nous  développerons  la  tan  - 
gente en  fraction  continue , suivant  les  puissances  de  l’arc. 

On  voit  donc , par  ce  qui  précède  , qu’on  pourra  résoudre 
en  fraction  continue  toute  expression  qu’on  saura  développer 
en  une  série.  * 

sa.  Soit  ^7  une  fraction  dont  le  de  nom  inate  soit 
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moindre  qué  le  dénominateur  Q'  d'une  des  fractions  conver- 
gentes ^7  , je  dis  que  la  fraction  ^ exprimera  plus  exacte m 

ment  que  , la  valeur  totale  ode  la  fraction  continue. 

ni  o 

Pour  que  la  fraction  —,  tombât  entre  ^ et  a,  il  faudrait 
m Q • 

qu’on  eût 

2-_ÜL<P_a 

Q'  m'  ^ Q'  a* 

et , à fortiori , 

Q-  _ ÜL  < _1_ 

Q'  m'  ^ Q'Q'  » 

abstraction  faite  du  signe  ( 1"  sect. , chap.  XXXI)  : cette 
inégalité  revient  à 

Qm'  — Q'm 


Q'm' 


< 


or  Q , Q'.  m , m'  étant  des  nombres  entiers , le  numérateur 
Qm'  — Q'm  ne  peut  être , abstraction  faite  du  signe , un 
nombre  moindre  que  l’unité  : on  a d’ailleurs , par  hypothèse , 

m'  < Q',  d’où  m'Q'  < Q'a  ; 

donc  on  aurait , au  contraire  , 

Qm' — Q'm.  1 

Q'm'  •>  QV  ; 

donc  la  fraction  —,  ne  peut  tomber , comme  on  l’a  supposé , 
m 

Q ’ 

entre  et  a. 

i3.  Il  résulte  de  cette  proposition  que  la  différence  entre 
deux  fractions  consécutives  , est  aussi  petite  qu’il  est  possible , 
ensorte  qu'entre  ces  fractions  , il  ne  peut  tomber  aucune  autre 
fraction  quelconque , à moins  quelle  n'ait  un  dénominateur 
plus  grand  que  ceux  de  ces  fractions. 
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En  effet , soient  les  deux  fractions  consécutives 


P Q 

p" 


on  aura 


P 

F 


Q _ ' 
Q7  ~ Q,R' 


mais  la  différence 


m Q mQ' — m'Q  i 
^ “ Q7  — m'Q'  ’ > m'Q'  ' 


et  la  différence 


m 

m 


R^ 

R' 


mR' — m"R 

; îîTT 


> 


m'R' 


donc  la  première  différence  ne  peut  devenir  < - , qu’au- 

* * \» 

tant  que  m'  sera  > R',  et  la  seconde  ne  peut  être  < 
que  sous  la  condition  m'>Q'. 


Q'R" 


14.  Les  fractions  ^7  , ^ 


O Ç ÇL  etc  ont  été 

9 Q'  9 p'  9 Q,,  eTC*  0nï 

appelées  fractions  principales , parce  qu’elles  convergent  le 
plus  qu’il  est  possible  vers  la  valeur  totale  a de  la  fraction 
continue  : on  a vu  ( lr*  sect.  ) que  ces  fractions  principales 
sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  a ; d’où 
il  résulte  qu’ou  pourra  les  séparer  eu  deux  classes  , 


A 

A" 

B 

B'  ’ 


C 

C * 

n 

D" 


E 

E?’ 

F 

F" 


etc.  , 
etc.  ; 


la  première  composée  de  fractions  toutes  plus  petites  que  a , 
et  qui  iront  en  augmentant  vers  a , et  la  seconde  de  fractions 
toutes  plus  grandes  que  a , et  qui  reviendront  en  diminuant 
vers  a. 

Examinons  maintenant  chacune  de  ces  deux  séries  eu  par- 
ticulier. 


Digitized  by  Googl 


1 


ALGÉBRIQUE.  33 

Dans  la  première , on  aura  ( Ir*  sect.  ) 

C A CA'—  AC.'  _ A'(By-+  A)  - A (B'y-f- A')  _ y 

C A'  A C'  — A C ~ A'C7  * 

E C EC'— CE'  C'(D«-K)— C(iy.+C')  I 

E'  C'  — E'C'  — C'E'  — C'E'  * 

etc. 

Dans  la  seconde  , on  aura 

B D BD' — DB' B — B'  B)  * 

S7"" ïy—  B^p  — Biy  ~ — bï7  » 

D F DF'—  Fiy D(E'|+iy) — D'(E?+D)  ? 

D7  F7”  D'F'  “ F'D'  "FTF* 

etc. 


Si  les  nombres  y,  i',  < , etc.  sont  égaux  à l’unité , il  sera  im- 
possible, comme  on  l’a  démontré  ci-dessus  (i  3) , qu’entre  deux 
fractions  consécutives  quelconques  de  l’une  ou  de  l’autre  des 
deux  séries  précédentes  , il  se  trouve  aucune  autre  fraction 
dont  le  dénominateur  tombe  entre  ceux  de  ces  fractions  , ou,, 
en  général  , dont  le  dénominateur  soit  moindre  que  le  plus 
grand  des  deux  dénominateurs.  Mais  il  n’en  sera  plus  ainsi 
lorsque  .les  nombres  y , <t,  < , etc.  seront  différées  de  l’unité  : 
supposons , par  exemple  , que  y soit  4 : on  aura 

C = 4B  + A , 

C'=  4B'+  A', 

Al  C) 

et  on  pourra  , entre  les  fractions  —, , insérer  les  trois 
fractions  intermédiaires 

B 4- A aB-f-A  3B  + A 
B'  + A"  aB'-f-A"  3B'  + A': 

or  il  est  clair  que  les  dénominateurs  de  ces  fractions  forment 
une  suite  croissrfhte  par  différences  égales  depuis  A'  jusquièL/, 
et  les  numérateurs  (jepuis  A jusqu’à  C , et  nous  aHom^on 

3 
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que  les  fractions  elles-mêmes  croissent  aussi  continuellement 
A G 

depuis  ~p  jusqu’à  —, , ensorte  qu’il  serait  maintenant  impossible 

'j 

d’insérer  dans  la  série 


A B + A aB-fA  3B  + A 4B  + A_C 

A"  B'  + A'  ’ aB'+A'’  oB'4A"  4B' 4~A' ~ C ’ 

aucune  fraction  dont  la  valeur  tombât  entre  celles  de  deux 
fractions  consécutives , et  dont  le  dénominateur  se  trouvât 
aussi  entre  ceux  des  mêmes  fractions  •,  car  si  l’on  prend  les 
différences  entre  les  fractions  précédentes,  on  aura,  à cause 
de  BA'— AB'=  i , 


A+  B A 1 

- B' 4 A'  A'  — A'  (B'  4 A')’ 

aB4  A B 4 A i 

aB'4A'  B'  4 A'  (B'  4 A')  ( aB'  4 A7)  ’ - 
3B  4 A aB  -f-  A 1 

311' 4 A'  — ïïlT'4~V  — (aB'4  A')  (3B'  4 A')  ’ 

C 3B  4 A 1 

C 3B'4  A'  — ( 3B'  4 A'  ) C '' 


d’où  l’on  voit  d’abord  que  les  fractions 


A_ 

A' 


B4A 

B'  4 A'  ’ 


etc. 


vont  en  augmentant , puisque  leurs  différences  sont  toutes  posi- 
tives ; ensuite  , comme  ces  différences  sont  égales  à l’unité  di- 
visée par  le  produit  des  deux  dénominateurs  , il  est  impossible 
qu’entre  deux  fractions  consécutives  de  la  série  précédente  , 


il  puisse  tomber  une  fraction  quelconque  ~ , si  le  dénomi- 
nateur m'  tombe  entre  les  dénominateurs  de  ces  fractions  , 
ou , en  général , s’il  est  plus  petit  que  le  plus  grand  des  deux 
dénominateurs,  comme  nous  l’avons  démontré  précédemment. 
De  plus,  les  fractions  dont  il  s’agit  sont  toutes  plus  petites 
que  la  vraie  valeur  de  a : en  effet , ( Ire  sect. , chap.  XXXI  ) 


B 


* 


1 
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la  valeur  de  y étant  définie  ( idem ) : en  divisant  B ■+  A 
par  B'  -f-  A!,  on  trouve 


B + A B 1 

B'+A'  B'  B' (B'  + A')  ’ 

d’où 

B B+A  _ x 
B'  B' A'  — B'  (B' 4-  A')* 

donc 

B ^ B B 4-  A 

B'  a<B'  B'+A" 


et  comme  ces  différences  sont  de  même  signe  , On  doit  con- 

, B y . . B + A x 

dure  que  =7  étant  >o,  on  a,  au  contraire  , r^-: — ^ < a , 
D D -f-  A 

• . , r • 2B  “f*  A , 

ce  qui  est  vrai  des  autres  tractions  — 7-7  , etc.  : donc 

* 2jD  -f-  A 

, , r . B -f*  A sB  -f-  A 3B  -f-  A 

chacune  des  fractxons  gq^,  , etc. , 

g 

d’ailleurs  croissantes  , approchera  plus  de  a que  de  — . Or 
on  trouve  - , 


A B — j_ 

A'  B'  “ A'B'  ’ 

B + A B —i 

B'+  A'  B'  — ( B'  + A'  ) B'  ’ 


aB  ■+■  A B - — 1 

aB'+  A'  B'  ~ (aB'-f-  A'  ) B'  ’ 
3B  4”  A B — i 

3B'+  A'  ~ B7  ~ (3B'+À'  ) B'  * 
C _ B _ — t . 

C b'  ~ C'B'  * 


donc  , puisque  ces  différences  sont  aussi  égales  à l’unité  divisée 
par  le  produit  des  dénominateurs , on  pourra  prouver  de  la 

même  manière  que  ci-dessus,  qu’aucune  fraction  ^ ne  pourra 

3.. 


\ 
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A B A 

tomber  entre  l'une  quelconque  des  fractions  , 

j etc.  et  la  fraction  5-  , si  le  dénominateur  m'  est 
aB  4~A  B 

plus  petit  que  Celui  de  la  même  fraction;  d'où  il  suit  que 
chacune  de  ces  fractions  approche  plus  de  la  valeur  a que  ne 
pourrait  en  approcher  toute  autre  fraction  moindre  que  a , et 
qui  aurait  un  dénominateur  plus  petit , cest-à-dire , qui  serait 
conçue  en  termes  plus  simples. 

Nous  u’avons  considéré  que  les  fractions  intermédiaires  entre 

.A.  C g 

77  et  -,  : il  en  sera  de  même  des  fractions  intermédiaires  entre 
A (j  i 

C E E G . ' , , 

et  — , , entre  et  —, , si  « , v , etc.  sont  des  nombres  plus 
L h h 

grands  que  l’unité. 

13  D K 

On  peut  aussi  appliquer  à l’autre  série  57 , tt;  , =; , etc.  tout 

15  JL)  r 

ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  à la  première  série 

AC 

-j-,,  etc. , de  sorte  que  si  les  nombres  f , £,  etc.  sont  plus 
A L 

grands  que  l’unité , on  pourra  insérer  entre  ^ et  , entre 
DF 

=7;  et  -rr, , etc.  , différentes  fractions  intermédiaires , toutes 

plus  grandes  que  a , mais  qui  iront  continuellement  en  dimi* 
nuant  , et  qui  seront  telles  qu’elles  exprimeront  la  quan- 
tité a plus  exactement  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  frac- 
tion plus  grande  que  a , et  qui  serait  conçue  en  termes  plus 
simples. 

De  plus,  si  fi  est  aussi  un  nombre  plus  grand  que  l’unité, 

1» 

on  pourra  pareillement  placer  avant  la  fraction  , les  fractions 

D 


B „ 

= , et  ce* 


A-f-i  2A-f-i  5A  + i . CA-f-i 

~ ' ~1T“»  "T-’  etC’  >us(*ua  —J—  ~ B' 
fraction*  auront  le*  mêmes  propriétés  que  les  autres  fractions 
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intermédiaires.  De  cette  manière,  on  aura  ces  deux  suites 
complètes  de  fractions  convergentes  vers  la  quantité  a : 

f I 

Fractions  croissantes  et  plus  petites  que  a. 


A 

B + A sB  + A 

( v — 0 B 4-  A 

A" 

B'+A"  aB'+A' 

(y— 0B'4-A'  ’ 

C 

D + C aD  4 C 

( , — :)  D 4 C 

C'  ’ 
E 

E'  * 

D'-fC"  aD'-}-  C 

F -f-  E 
F'  + E" 

(,_,)D'4-C/  * 

Fractions  décroissantes  et  plus 

grandes  que  a. 

A + i 

aA-fr 1 3A  -f-  î 

(f_  i)A+i 

i * 

a ’ 3 

» — î 

B 

C 4-  B aC  + B 

(<E_,)C  + B 

B'  ’ 

D 

D" 

C'  + B'  * aC'-f-B' 

E 4-  D 

E'+D'  * etC' 

' (J'—  î ) C'4  B'  * 

Si  la  quantité  a est  irrationnelle , les  deux  séries  précé- 
dentes iront  à l’infini , puisque  la  série  des  fractions  principales 

AB  , • 

V7  ; îw , etc.  va  d’elle-même  à l’infini. 

A B „ . . o. 

Les  fractions  intermédiaires  sont  appelées  fractions  secon- 
daires. 


i5.  Mais  le  nombre  a étant  rationnel  et  égal  à une  fraction 
y 

quelconque  —, , on  sait  que  la  série  des  fractions  principales 

est  terminée  , et  que  la  dernière  fraction  de  cette  série , est 
y 

la  fraction  —,  -.  donc  cette  fraction  terminera  nécessairement 
V • 

aussi  l’une  des  deux  séries  ci-dessus , Amis  l’autre  série  pourra 
toujours  aller  à l’infini. 
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En  effet , supposons  que  «T  soit  le  dernier  dénominateur  de  la 

fraction  continue , ^ sera  la  dernière  des  fractions  principales, 
et  la  série  des  fractions  plus  grandes  que  a , se  trouvera  terminée 
. par  cette  même  fraction  j or  l’antre  série  des  fractions  plus 
petites  que  a , se  trouvera  naturellement  arrêtée  à la  fraction 
^7  qui  précède  ^ ; mais  pour  la  continuer , il  n’y  aura  qu’à 
prendre  l’infini  pour  le  dénominateur  i qui  doit  suivre  ^(E'sect.), 

de  sorte  que  la  fraction  qui  suivrait  dans  la  série  des 

11»  , i-l 

fractions  principales , serait 


E _ ooD+C  _ D 
E'  — ooD'+C'  ~ D'  ’ 

or  par  la  loi  des  fractions  intermédiaires , il  est  clair  qu’à 

C E 

cause  de  i = oo  , on  pourra  entre  les  fractions  —, , =r,  , 

L 11. 

insérer  les  fractions  intermédiaires 

n + c an  4-  c 3D-fc 
D'+C"  zD'+C"  ZD'+C"  etC,: 

• C 

ainsi  on  pourra  , à la  suite  de  la  fraction  r~, , placer  les  frac- 

VI 

tions  dont  nous  parlons. 

îG.  On  peut  donc  résoudre  cette  question  : Une  fraction 
exprimée  par  rie  trés-^rands  nombres  , étant  donnée,  trouver 
toutes  tes  fractions  en  moindres  termes , qui  approchent  si  près 
de  la  vérité  , qud  soit  impossible  d'en  approcher  davantage 
par  des  fractions  plus  simples. 

D’après  la  théorie  précédente  , le  problème  sera  résolu  en 
réduisant  la  fraction  proposée  en  fraction  continue , puis  for- 
mant les  fractions  convergentes  , et  intercalant  les  fractions 
secondaires  (Voyez  les  additions  par  l’illustre  Lagrange,  au 
second  volume  de  l’Algèbre  d'Euler). 
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17.  Représentons,  pour  plus  de  commodité,  par  p ",  p’ , 
p" , etc.  les  numérateurs , et  par  q",  q',  q" , etc.  les  dénomi- 
nateurs des  fractions  principales  convergentes  vers  la  quantité 
a résolue  dans  cette  fraction  continue , 


. 1 

*'+- 

. 1 

a" 

H a*  + etc: 

nous 

avons  démontré  cette  loi 

de  formationtdes 

fractions 

convergentes 

1! 

V 

q'  = 1 , 

• 

(0- 

....  P * = a y + P\ 

9'  = *V  + 9°. 

..■•(a). 

(3)., 

....  P’  = *"<?"+  P, 

q"  = *V  + 9'- 

• • • ■ (4)  , 

(5)., 

..*•  />"  = A>«+  p\ 

9‘v  = aV+  q"- 

....(6)  , 

etc. 

etc.  , 

où  p°—  1 et  qe  = o.  Si  l’on  multiplie  (2)  par  a , et  qu’on 
retranche  (1)  de  ce  produit , on  trouvera 


on  aura 


P*  — «9° 

P"  — a(l"  . 

aq'—p' 

aq’  — p ’ 

léme  manière 

sur  (3)  et  (4) 

P'  — aq’ 

p” — a<f 

aq"  — p" 

U > 

aq  —p 

, p"  aq" 

p,v — aq ,v 

ciq’—p 


etc. 

Mais  on  a vu  (Iresect.)  que  la  différence  entre  la  fraction  totale  a 
et  une  fraction  quelconque , est  moindre  que  la  différence 
entre  a et  la  fraction  qui  précède  immédiatement  celle-là 
d’où  il  résulte  que  les  quantités 

p°  p'  p“  p® 

t'-a*  ï~a>  ï'-a‘  f-a’ 


etc-* 
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pe—aq°,  p'—aq',  p"  — aq" , pm—aqm,  etc.  ' 

forment  une  suite  de  termes  qui  vont  en  diminuant,  et  qui 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs  : donc 


? > 0 et  < 


P ~nq 
oq'—p’ 
p" — aq"  _ 

aq“ — ■ pm  >»°  et  < 1 » 
et  conséquemment. 


k^'>°  61  <’’ 

fç., 


ou  bien 


^ ^ P°  — a9°  ^ P°~  aq° 

< - « . 


*'< 


aq—p 
■ aq 
aq"—p 


[il  ^ Il 


P — aq 

aq“  p“ 


r'—acl“  ^ P—aq'' 

< aq'-p-  > aq" — p"  ~ 1 
etc., 

a < O, 

v < < _L_ 

aq  — p ^ a A * 

aq  — P 


A*< 

P — aq'" 

A’< 

<aq'-p°’ 

v»c 

p” — cqw  1 
etc. 


H En  effet,  ayant,  par  exemple,  les  inégalités  p' — aq'  <£p°—aq*  «t 
> ?*>  ®n  aura  aussi  , c’est-à-dire , p—  _ a < 1 _ „ 

" il  O fl* 
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où  le  signe  < dénote  le  nombre  entier  immédiatement 
moindre  que  la  valeur  de  la  quantité  placée  à la  droite  de 
ce  signe. 

On  observera  que  q°  étant  = o , il  est  indifférent  d’écrire 
— aq°  ou  — q°. 

Ainsi  connaissant  déjà  p°—  i , q°  = o,  p'=A,  nombre 
entier  immédiatement  au-dessous  de  a,  i , et  conséquem- 
ment a'  quotient  de  i par  a — A , on  déduira  des  relations 
(i)  et  (a)  p"  et  o",  et  des  relations  (?)  et  (4)  les  valeurs  de 
p"  et  q“  ; puis  Irquotient  de  p“  aq“  par  aq“ — p*  donnera 
A*,  et  au  moyen  de  (5)  et  (6),  on  connaîtra  plv  et  q"',  et  ainsi 
de  suite. 


Qu’on  ait  a < 1 , toutes  les  relations  précédentes  ont  encore 
lieu  , ainsi  qu’il  est  facile  de  s’eu  assurer  : car  d’abord  A=o> 
et  conséquemment , 

A < a; 

d’autre  part , dans  ce  cas  , 


p°=i,  q°  — o,  p'  — o,  q'~  l , p"=  i,  q‘=x’-, 

donc 

d’où  «<£ 
aq  “P  d a 

La  troisième  inégalité  devient 


A"  < - — . d’où  a>— î— : 

l — CA  . I 


*'  + 


La  quatrième  donne 


doù  a <-4 
9 T x 9 *+  — 


et  ainsi  de  suite. 


/ 
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18.  Mais  on  peut  avoir  la  fraction  continue 


a = * 21 


S ±. 


y 


<T  ± etc.  ’ 

ces  sortes  de  fractions  qui  procèdent  ainsi  par  addition  et 
par  soustraction , peuvent  toujours  se  changer  en  d’autres  qui 
ne  soient  formées  que  par  addition. 

Supposons  , en  e(Tet , ^jjp 

p-Ï=p  + ±, 

p et  P devant  être  des  nombres  entiers , et  t et  T des  nombres 
plus  grands  que  l'unité  : on  aura  donc 


p-p=7+  * 


T * 


donc , à cause  de  p < t , i < î , on  aura 

( i-  Y <.  2, 

conséquemment  on  ne  pourra  faire  que  l'hypothèse 
p — P = î , d’où  . P ~ p — i ; 


donc 
de  là 


1 1 
P t ~ P 1 


1 ^1 
T 1 t 


T = -i-=i+  1 


t — î 


t—  i* 


et  cette  transformation 
1 


P ~ ï =P  — 1 + 


i + 


t — î * 
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qui  servira  à faire  disparaître  les  signes  moins  dans  une  frac- 
tion continue  quelconque. 

Soit , par  exemple , la  fraction 


C + 


y -f-  etc. 


en  faisant  p = « , t = C ■ 


j cette  fraction  devient 


v+ 


<L— J—  etc. 
1 


P — 1 —P  “ 1 + . 

i + 


t—i* 

et  substituant  pour  t sa  valeur  , on  a cette  transformée 


a — 


— « — 1 + 


.(i). 


y -f-  etc. 

La  fraction  continue 


i + 


C-i  + 


v + 


î -f-  etc. 


c-i- 


■ + 


ï — etc. 


se  change  d’abord  en 


» + 


C—  !■ 


y ■+•  etc.  * 


et  celle-ci  devient 

«—  1 H — 


i + 


— - ■ . ■ . 

' .+  ■ 


y — î +etc. 


(a); 
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^)ue  la  fraction  à transformer  soit 


i + 


y -f-  etc.  * 
on  trouvera,  en  faisant  C=  i dans  (1), 

* 1 “J  "T 


i + 


° + 


si  l’on  désigne  par  y le  resta  de  la  fraction  continue  qui  suit  y,  et 
qu’on  multiplie  par  y + y les  deux  termes  de  la  dernière  frac- 


tion 


o 4 


— , on  aura  pour  transformée  de  la  précédente. 


Y+y 


* — i-4- 


» +v4 -y 

La  fraction 


- i + 


(3). 


= *— •>  + 


y + etc. 


i + 


o + 


>4 


y — î-f-etc.* 

en  faisant  dans  (a)  le  quotient  C = a ; mais  d'après  la  trans- 
formée ( 3 ) , en  y faisant  y = î , y — î , cette  dernière 
fraction  devient 


i — i + 


a + 


■ î ~f~  etc. 

on  voit  donc  que , dans  ce  cas  , la  fraction  est  simpli- 
fiée. 
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Cette  égalité  identique 


P + 


■+r 


= P + i — 


t -f-  i * 


fait  voir  qu’une  fraction  continue  dont  tous  les  termes  ont  le 
signe  -f-,  peut  quelquefois  être  simplifiée,  en  y introduisant 
les  signes  — : c’est  ce  qui  a lieu  lorsque  quelques  dénomina- 
teurs sont  égaux  à l’unité  : car , par  exemple , la  fraction 

. + -i-  • 


1 y ~t~  etc. 

pourra  se  réduire  par  la  formule  précédente , à celle-ci 

« + î 1 • 

y -f-  1 etc. 

qui  comporte  un  terme  de  moins  : ainsi  la  fraction 

1 


« + 


1 + 


i + 


ï -f-  etc. 


se  réduirait  à 


+ 1 


a-4- 


•n  observant  que  y = î . 
Et  la  suivante. 


J' 4-  etc.  ’ 


- + 


» + 


i+' 


1 + 


t -f-  etc. 


se  réduira  d’abord  à 
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+ i _ 


a-f 


1 4-  etc.  ’ 


et  ensuite  à 


« + 1 — 


5 1 


c 4- 1 etc.' 


La  fraction  continue  qui  exprime  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre  étant,  comme  on  l’a  vu  (Iresect.  ), 

3 + -i- 


7 + ' 


i5+ 


aga 


1 + 


> + 


a + etc.  , 

peut  se  réduire  à une  autre  qui  ait  trois  termes  de  moins  , 
et  qui  sera 

3-1 — — 


7 + 


)6  — 


394- 


3 -f-  etc." 


19.  Pour  pouvoir  comprendre  sous  une  même  formule  générale 
les  fractions  où  les  signes  sont  tous  positifs , et  celles  qui 
renferment  des  signes  négatifs  , il  est  bon  de  transformer  ces 
dernières , de  telle  manière  que  les  signes  négatifs  n’alfectent 
que  les  dénominateurs , ce  qui  est  facile  ; car  ayant , par 
exemple,  la  fraction 
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1 

e+L 


«f  + etc. , 

on  pourra  d’abord  la  changer  en 
1 


+ 


J'  -j-  etc. , 


et  ensuite  en  celle-ci 


« + 


— C -f- 


— y + 


^ -f-  etc. , 


et  ainsi  de  suite. 


20.  Nous  avons  trouvé  ( Irt  sect. , chap.  XXXI  ) 


£_A 
B'  A' 


A'B' 

C B _ i 

c'  b'  ~ wrr 

P __C  _ _j_ 

U C"~  C'D' 1 
etc. 


d’où 


' B_  __  A , 

B'  A'  **  A'B'  ’ 

)£_  B ! 

(C'  — F B'C'  ’ 

[iy  c'  ^ c'd" 

etc.  ; 


47 


et , à cause  de  A'  = î , on  aura , en  désignant  par  ^ une 
des  fractions  convergentes 

R — A 1 1 1 , 1 ! 

R'  ' B'  B'C'  C'D' - Qlï7  * 

et  on  sait  que  l’erreur  sera  moindre  que  À-  f Ir*  sect  ). 

K * 7 
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Pour  la  fraction  continue 


3 + 


7 + 


16  -f- 


— 294  H - 

3 “‘"  — 3+  etc.’ 

qui  exprime  le  ra^ort  de  la  circonférence  au  diamètre,  on  a 


A = 3,  A'=i,  B'  — y , C'=  7. 16  -f-  i = 1 i3, 
D'  = 1 i3  X — 294  + 7 = — 33ai5, 

E'  — — 33a  1 5 X 3 -f- 1 13  = — 9953a , 

F'  = — 99^3a  x — 3 — 33a  1 5 = 26538 1 ; 


de  sorte  que  la  série  cherchée  sera 


! V 

7 7.113  n3.33ai5  33ai5. 99532 


9953a. a6538i 


etc. 


91.  Lorsqu'on  développe  une  quantité  en  fraction  continue, 
il  arrive  quelquefois  que  les  mêmes  dénominateurs  reviennent 
toujours  dans  le  même  ordre  : dans  ce  cas  , la  fonction  continue 
est  dite  périodique , et  elle  peut  toujours  être  considérée 
comme  la  racine  d’une  équation  du  second  degré.  Soit  la 
fraction  périodique 


P + 


P + 


, 1 . 

^ ‘ p etc.  ‘ 


puisque  le  nombre  des  fractions  intégrantes  est  illimité,  il 
est  clair  qu’on  peut  substituer  x à l'ensemble  des  fractions 


« 
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intégrantes  qui  suivent  la  première , ensorte  qu'on  aura 


d’où 


p + x’ 


x*  + px  = i et  x = ~P  + VV+  4 

a 

La  fraction- continue  ci-dessus  servira  donc  à trouver  la  ra- 
cine carrée  du  nombre  Vp‘  -h  4 


a • , puisqu  on  a 

V^jPl ±J_g,  » 

p + i— 


2 Û ~ 


En  faisant  p = a , on  obtient 
V/â  r=  i -f  i 


p + etc. 


as- 


soit encore  là  fraction 


a -f-  etc. 


x-p-i 

* <7  + 


P + 


9 + etc., 

dont  le,  dénominateurs  reviennent  périodiquement  de  deux  en 
deux  : on  aura 


— P + 


d'où  résulte  l’équation  du  second  degré 
qx*  — pqX  — p = o. 

Il  en  serait  de  même,  si  la  période  était  composée  d’un  plus 
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grand  nombre  de  termes  ; c’est-à-dire , qu’on  serait  toujours 
conduit,  pour  la  détermination  de  x,  à une  équation  du  second 
degré. 

Il  peut  arriver  aussi  que  la  fraction  continue  soit  irrégu- 
lière dans  ses  premiers  termes , et  qu’elle  ne  devienne  pério- 
dique qu'à  une  certaine  distance  du  commencement.  Soit , 
par  exemple  , la  fraction 


x = p + 


<7  + 


r + 


* + 


r + 


s -f-  etc. , 


et  posons» 


y — r + 


.s-f- 


r + 


ou  aura 

x = p - f- 


d’où 


mais 


s + etc. , 

x — p 

y ~~  I — </(x— p)  ’ 


y = r + 


s + ÿ 


d'où  sy * — rsy  — 


o ; 


et  remplaçant  y par  sa  valeur  , il  viendra 

5 (x— p)2—  rs (x— p)  [i  — q(x -p)'J  — r [ i — q (x— p)]'=  o , 

équation  qui , développée  et  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances de  x , montera  au  second  degré.  En  la  résolvant  et 
égalant  la  valeur  de  x à la  fraction  continue  qu’elle  représente  , 
on  aura  le  développement  en  fraction  continue  de  la  racine 
carrée  des  nombres  représentés  par  la  formule  qui  se  trouvera 
sous  le  radical. 
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Soit  la  fraction  périodique 

P 


x = a -j- 


9 + 


9 + 


d'où 


q -fr  etc.  * 


— u — — — 


on  en  déduira 


donc 


q -f-  etc. 

P 

q -j-x  — a' 

2a  — g ± vV-H  4p 


X a = 


et  conséquemment 

— g +\/q:+/n> 

2 

ou , faisant  q = 2a  , 

i/«“ + p = “ + 


9 + 


q etc.  * 


fia-f- 


5i 


aa  -f-  etc.. 

Si  on  réduit  en  fraction  ordinaire  la  portion  de  ' fraction 
continue  correspondante  à sept  périodes , on  trouvera  . 

~a  I ( aa)?P  + 5 (ao)V4-  7 (ag)y  + 3(pa)p< 
(2G/-f-S(aa)t,/)-f-i  t <.au)-p24-7(20)  p'4-pf 

Proposons-nous  d'extraire , par  approximation  , la  racine 
carrée  de  a : nous  ferons  dans  la  formule  précédente  , a = 1 , 
p — î , ce  qui  donnera 

ia8  + 5.3a-f-7.8-f  3. a , 70 

= 1 + & i 


^ a56 -j-  6.64-+- 11. 16 + 7. 4+  1 

/ 

résultat  exact,  à moins  d’un  cent-millième  près. 


b9 


4.- 
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Qu’il  s’agisse  d'extraire  la  racine  carrée  de  97  : on  fera 
dans  la  formule, 

a — 10  et  p — 97  — 100  = — 3. 

A l'effet  d’extraire  la  racine  carrée  de  m2  + n',  on  fera  dans 
la  formule  , 

a = m -f-  n , P — — 2 ntn. 


22.  Examinons  maintenant  dans  quel  cas  une  des  racines 
réelles  d’une  équation , développée  en  fraction  continue , 
sera  donnée  par  une  fraction  continue  périodique.  On  sait 
( Ire  sect. , chap.  XXX)  que  chaque  racine  réelle  sera  de  la 
forme 


x 


~ P + 


q + 


r + 


s + 


t -f-  etc.  ’ 


q,  r , t,  t,  etc.  étant  les  valeurs  entières  approchées  de  la 
racine  réelle  de  chacune  des  transformées  (N) , (P) , (Q) , etc. 
Or,  pour  que  cette  fraction  soit  périodique,  il  faut  qu'à  partir 
d’un  certain  terme , les  mêmes  dénominateurs  déjà  trouvés  , 
‘reviennent  dans  le  même  ordre  à l’infini,  ou  qu’il  jr  ait  deux 
termes  à partir  desquels  les  mêmes  dénominateurs  se  repro- 
duisent , et  dans  le  même  ordre.  Donc , pour  que  la  fraction 
soit  périodique , il  faut  que,  parmi  les  transformées,  il  s’en 
trouve  deux  qui  aient  les  mêmes  racines  ; ainsi , lorsqu’on  verra , 
dans  une  fraction  continue,  reparaître  un  des  nombres  déjà 
trouvés , il  n’y  aura  qu’à  examiner  si  les  racines  des  transformées 
qui  ont  ce  nombre  pour  valeur  entière  approchée , sont  les 
mêmes , c’est-à-dire  , si  ces  deux  transformées  ont  une  racine 
commune  , ce  qu’on  reconnaîtra  aisément  en  cherchant  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux  premiers  membres , 
lequel  doit  nécessairement  contenir  toutes  les  racines  com- 
mune» aux  deux  équations  , s’il  y en  a.  Or , comme  nous  avons 
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vu  précédemment  que  toute  fraction  périodique  se  réduit  à la 
racine  d’une  équation  du  second  degré  i il  s’ensuit  que  le 

commun  diviseur  sera  nécessairement  du  second  degré.  On 
pourra  donc  , lorsque  cette  condition  sera  satisfaite , prolonger 
la  fraction  continue  aussi  loin  qu’on  voudra  , en  répétant  seu- 
lement les  mêmes  nombres,  sans  être  obligé  de  calculer  de 
nouvelles  transformées. 

a3.  Nous  terminerons  ' ce  chapitre  par  une  méthode  très- 
simple  pour  réduire  en  fractions  continues , les  racines  des 
équations  du  second  degré. 

Prenons  l’équation 

Ax1  -f-  Bjc  + C = o , 


dans  laquelle  A , B , C soient  des  nombres  entiers  : on  sait 
que  sous  la  relation 

B»  — 4AC  > o , 

les  deux  racines  sont  réelles  : cette  équation  étant  résolue 
donne 


x 


_ — B + y/Ba  — 4AÇ 


aA 


où  le  radical  peut  être  pris  positivement  ou  négativement  : 
si  A est  le  nombre  entier  immédiatement  plus  petit  que  X , 
on  fera 

* = A + i » 

et  on  aura  la  transformée 

AV?  + BV  + A s=  o,  t 

dans  laquelle 

A'  = Aa*  -f-  Ba  + C,  B'  = bAa  + B;  ’ ' 

et  on  aura  pour  racine 


A ! 


, — B'  -t-  V'B'*—  4AA'  ni 

* — “S r_* 


? 
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Si  a'  est  la  valeur  entière  la  plus  approchée  de  X1,  on  fera 


a/  = *'  + -»> 

X 

et  ainsi  de  suite.  On  observera  que 

B2  — 4AC  = B'3  — 4 AA'  = B"*  — %A! A"  = etc.  ; 

donc  la  quantité  radicale  sera  la  meme  dans  toutes  les  valeurs 
de  x , x',  x",  etc.  Ainsi , désignant  B1 — 4 AC  par  D,  on  aura 
les  transformées  successives 

AV*  4 BV  4 A = o , 

AV"*  4 BV"  4 A'  = o , 

AV"3  + BV  -f-  A*  = o , 
etc.  , 

et  ce  tableau  des  valeurs  de  A',  A",  A",  etc. , B',  B",  B",  etc. , 
et  a,  a',  a",  etc. 

B+v/n 
aA  * 

. — B'-t-v/D 

2 À''  » 

-B"  + l/D 
a A"  * 

, — fl-’+y/D 
aA* 
etc. , 

où  A , a'<,  etc.  indiquent  qu’on  doit  prendre  pour  A le 

....  . w B -f-  yTÏ 

plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  — , etc.  ; 

mais  parce  que 

B'*  — 4 A A'  = D=  B''3  — 4 A' A"  = B"*—  4A"A"  = etc. , 
on  voit  que  les  valeurs  de  A',  A",  A“,  etc.  peuvent  se  déduire 


A < 

A'  = Aa.3  + Ba  + C 

B#—  qAà  -j-  B 

i 

>< 

A'=  A'a'4-  B'a'4  A 

B"  =2  AV  4*  B' 

*'< 

f 

A*=A*a"*4B*a"4A' 

B*=aAV+  B¥ 

i 

A*< 

etc. 

etc. 
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beaucoup  plus  facilement  de  ces  formules 
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A': 


B'1—  D 
: 4A  ’ 


A'  = 


B"a — D 


A”: 


B*’ — D 
: 4A"  ’ 


etc. 


Nous  supposerons  que  la  proposée  n’ait  qu’une  seule  racine 
réelle  positive , auquel  cas  chacune  des  transformées  en  x', 
x",  etc.  n’aura  qu’une  seule  racine  réelle  plus  grande  quo 
l’unité  : considérons  la  transformée 


-AO)  (xtm) )•  4-  BWrW  + A(m-,)  = o. . . . . (i)  , 

et  soit  x la  partie  entière  de  la  racine  plus  grande  que  l'unité  : 
la  transformée  suivante  sera 

• A<"h_1>  (xt,n+0)’  + 4 AC’Otrro (2), 

et  on  aura,  entre  les  coeiïiciens  et  le  nombre  x,  la  relation 

A("H-0  _ AC™V4  BC”1^  4 ACm“0 (3). 

Mais  la  transformée  (1)  ayant  une  seule  racine  plus  grande 
que  x,  si  dans  cette  transformée  on  écrit  successivement  x et 
la  limite  des  racines  supérieures  positives , on  aura  deux  ré- 
sultats de  difTérens  signes  (lre  sect. , chap.  XXVIII)  ; or  la 
limite  supérieure  donne  un  résultat  de  même  signe  que  A^m), 
et  la  substitution  de  x donne , d’après  (3)  , 

AWt'  4 Bt-Ox  4 A<m-0  = AO-*-1)  ; 

donc  AW  et  A^”"*"1)  auront  des  signes  difTérens , et  Ton  dé- 
montrera de  la  même  manière  que  , dans  les  transformées 
suivantes  , les  signes  changeront  en  passant  de  A ("*■*■')  à 
de  Atm-K0  à A(m+3)J  etc.  Cela  posé  , parce  que 

D = BO+l)  B(";+,>  — 4AC-")  At"4-1) 

_ Bt"4'*)  — 4A^4'OAt"+*J  = etc. , . 

et  que  les  produits  At|n)ACm+l>,  A^OAt"14"*)  sont  tous  négatifs, 
nécessairement  . • 


BC™+0  < j/D,  BC-+0  < y/D,.  etc.. 
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et  d’ailletfrs  les  nombres  AM,  A(""M),  etc.  étant  tons  entiers , 
on  aura  encore  ' 

AC”)  < D , A(m+0  < D , etc.  ; 


et  comme  il  ne  peut  y avoir  qu’un  nombre  déterminé  et  Uni 
de  nombres  entiers  et  moindres  que  D et  que  J/D  , les  coefiï- 
ciens  B^1"4'1),  etc.  , A^*),  A(m"H>,  etc.  ne  pourront  avoir 

qu’un  certain  nombre  de  valeurs  différentes  , ensorte  que  si 
l’on  pousse  ces  séries  à l’inGni , il  faudra  nécessairement  que 
les  mêmes  termes  reviennent  une  infinité  de  fois  ; et  par  la 
même  raison  , il  faudra  qu’une  même  combinaison  des  mêmes 
termes , se  reproduise  une  infinité  de  fois  ; d’où  il  suit  qu’oa 
aura  , par  exemple , 

BO-+-")  B<”0 , = A(m-,)  : 

mais 


a*"1)  = 


— BW  + i/D 
aA(m) 


xC",4‘">  = 


_ bc«+»)  -f  i/D 
3A(n+") 


et  d’ailleurs  , 


D = B(",)a— 4A{M_,îAC")=  4AC">+»-0A(M4-")  = etc.  ; 

donc  , à cause  des  deux  égalités  ci-dessus , on  aura 

AC")  = A(m4"i  et  x»)  = x<m4"). 


et  dès-lors  la  fraction  continue  sera  périodique. 

Nous  appliquerons  ce  qui  vient  d’être  dit  au  développe- 
ment en  fraction  continue  de  la  racine  carrée  de  -y- , pour 
laquelle  on  a 

x = et  3x*  — il  = o; 

conséquemment 

A = 3,  C = — il,  B = o; 
pn  trouvera  * . 
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(>•)•  A=3,  a<J^|L.=1>  b'=6, 

(a0).  A'=3 — 1 1 = — 8 , a'  <-V/5ft5=i>  B"=—  i6+G=- 

O 

(3*).  A"= — 8-(-G-f-3=i , ^ <C  V^=ro,  B*=2o — io=io 

^(4°).  A"=  .oo—i oo—8=— 8,  a* < =i , B”=— iG+.o=- 

(5°).AIT= — 8+io+i=3,  >'*<  a,  g’  =ia — 6=6. 

â . k 

' V J..  « . * 

en  observant  que  les  nombres  a , a',  a",  etc.  doivent  être 
positifs.  On  s’arrête  ici  à cause  de 

B'  = B',  A1’  = A,  d’où  A*  = A', 


ensorte  que  n = 4 , A’  = a'  et  par  conséquent  la  fraction  conti- 
nue périodique , racine  carrée  de  , est 


x = î + 


i + 


10  + 


» + 


2 + 


1 + 


io  + etc.  ; 


on  déduit  de  là  les  fractions  convergentes 


a ii.  .n  £i 

» > IA>  J » J J j > 


vers  la  racine  carrée  de 


jo  56»  '«S.7  „tc 

TV  > ss»  > 


On  fera  bien  de  consulter  sur  cette  matière  , le  para- 
graphe Ier  des  Additions  à F Algèbre  FF  Euler , par  Lagrange, 
le  chapitre  VI  de  la  Résolution  des  Équations  numériques , par 
lç  même,  et  la  Théorie  des  Nombres,  par  M.  Legendre. 
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CHAPITRE  IV. 


Suite  de  l’analjse  indéterminée. 


24  J’AI  déjà  fait  remarquer  ( P'  sect. , ehap.  XVIII)  qu’il 
suffisait  de  connaître  deux  valeurs  quelconques  p et  q de  x 
et  y,  pour  obtenir  tous  les  systèmes  de  solution  en  nombres 
entiers  et  positifs  de  l’équation 

ax  — by  = ±:  c (1), 

et  que  ces  solutions  étaient  généralement  exprimées  par  ces 
formules 

x — p -f-  mb  , y = q -f-  ma. 

Mais  la  recherche  des  nombres  p et  q est  laborieuse,  si  ce 
n’est  dans  le  cas  de  c = 1 , ou  de  l’équation 

ax  — by  — rfc  1 (2). 

Or  si  l’on  convertit  la  fraction  - en  fraction  continue  par  la  ’ 

a 

méthode  connue , et  qu’on  forme  la  série  des  fractions  prin- 
cipales convergentes  .vers  - , $a  dernière  de  ces  fractions  sera 

^ , et  si  on  désigne  l’avant-dernière  par  ^ , on  aura,  d’après 
la  loi  connue  de  ces  fractions  , 

bq  — ap  — ±.  ] , 

le  signe  supérieur  correspondant  ail  cas  où  - est  de  rang 


u 
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impair  , et  l’inférieur  ayant  lieu  , si  ^ est  de  rang  pair , 
en  observant  qu’ici  nous  ne  tenons  pas  compte  de  la 
fraction  hypothétique  i.  Si  on  veut  repasser  à la  différence 
ap — bq  , il  faut  écrire 

ap  — bq  = + : 1 (3), 

et  alors  on  prendra  le  signe  supérieur  , si  le  quantième  de  la 
fraction  - est  impair  , et  l’inférieur , si  ce  quantième  est  pair. 
On  repasse  de  l’équation  (i)  à l’équation  (2),  en  posant 
x = + pc  , y = + qc, 
d’où  résulte,  après  la  division  par  c, 

. ap  -~bq  = ± 1: 

ensorte  que  les  formules  des  solutions  de  l’équation  ( 1 ) , 
seront  plus  généralement 

(4). . x = pc  -f  mb,  y — qc  + ma (5); 

* 

et  le  rang  de  la  fraction  - fera  connaître  les  signes  des.  quan- 
tités pc , qc , comme  on  va  le  voir  sur  des  exemples. 

Faisons  une  première  application  à l'équation 

3gx  = 5S_y  -{-  1 1 , 


pour  laquelle  on  a 

a — 3g,  b — 56  , c =u. 

56  * 

On  réduira  donc  la  fraction  =-  en  fraction  continue  : et , à cet 

3 g 

effet , on  cherchera  les  quotiens  successifs  qui  sont  t,  2,  3, 
2,  2,  à l’aide  desquels  on  formera  les  fractions  convergentes 


1 , 2 . 

3 j 

a , 

2, 

1 3 

10 

23 

56 

1*  5* 

y* 

16  * 

39  1 

/ 


» 
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la  pénultième  qui  est  de  rang  pair , c’est-à-dire , ^ , sera  - ; 

io  q 

d’où  l’on  conclut p = a3  , q = 16,  et  x = + np,  y = -f- 1 \q± 
Ainsi  les  formules  (4)  et  (5)  deviennent 

x — a3. 1 1 + 56m , _y  = 16. 1 1 + 3gm  : 

les  plus  petites  valeurs  entières  et  positives  de  x et  y , cor- 
respondent à m r=  — 4,  et  sont  x — ag  , y — 20.  On  trouve 
les  autres  en  faisant  m = — 3,  = — a , =—  î , = o , etc. 

Quelqu'un  achète  des  chevaux  et  des  bœufs  ; il  paie  les 
premiers  3i  pièces  de  5 francs  chaque , et  les  autres  ao  : il 
se  trouve  que  le  prix  total  des  bœufs  surpasse  de  7 pièces 
celui  des  chevaux  ; on  demande  le  nombre  des  bœufs  et  celui 
des  chevaux  ? 

En  désignant  par  x le  nombre  des  bceufs , et  par  y celui 
des  chevaux  , on  trouvera 

aox  — 3i_y  = 7. 

3i 

La  fraction  irréductible  — . réduite  en  fraction  continue  , 
donne  les  quotiens  i,  1 , 1 ,4,3,  ensorte  qu’on  a les  frao- 


tions  élémentaires 

* > 1 > • » 

1 a 3 

>4  3i 

1 ' 1 * a ’ 

T * 20  5 

d’où  résulte  - = — , ensorte  • que 
q g 

p =14,  q = 9\  consé- 

quemment , 

* = 7- 4 = 98  = Pc>  y 

= 7-9  =63  — qc  , 

et 

a:  = 58  -f-  m.3i  , y = 63  -f-  m ao  ; 

ensorte  que  les  valeur*  entières  et  positives  de  x et  de  y, 


* 


1 
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Dans  les  deux  exemples  précédens,  la  fraction  ^ était  de 
rang  pair  ; supposons  maintenant  qu’on  ait  à traiter  l’équation 
îar  — ag_y  = i3  : 


les  fractions  convergentes  vers  — , sont 


a, 

3» 

a . 

a. 

a 

5 

ta 

^9  . 

T’ 

a’ 

ü » 

îa  " 

la  fraction  - est  de  rang  impair  ; et  alors 

q * 
ap  — bq  — — î , ou  i o.p  — agq  = — 1 : 

on  doit  donc  faire , dans  la  proposée , ces  hypothèses 

x — — 1 3 p , y — — 1 Zq  \ 

pour  en  revenir  à iap--  aqq  = — i ; et  à cause  dep=  ta, 
q = 5 , on  aura  les  formules 

x — — 12.  i3  + m.29  , y = — 5.  i3  -f-  *a  , 

et  les  plus  petites  valeurs  de  x et  y sont  données  par 

m = + 6. 

En  supposant  toujours  le  terme  en  y , positif  dans  le  second 
membre,  prenons  le  cas  où  le  terme  tout  connu  est  négatif , et 
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considérons , par  exemple , l’équation 

3gx  — 56^  = — 1 1 : 

en  se  reportant  au  premier  exemple,  on  a toujours,  à cause 
de  - de  rang  pair , 

ap  — bq  = + i , ou  3c )p  — 56 q = -f-  î. 

Mais  pour  en  revenir  à cette  réduite  , il  faut  faire  dans 
la  proposée  , 

x = — p X ii,  y — — { X il, 

en  observant  que  le  terme  tout  connu  a été  pris  absolument 
dans  les  formules  (4)  et  (5)  : or  on  a 

p — a3  , q = 16  , 

et  conséquemment , 

x ■=  — n3. 1 1 + 56. m , y = — 16.  î x -f-  3g m : 

les  moindres  valeurs  de  x et  y correspondent  àm  = 5. 

Pour  l'équation 

îsx  — 2g_y  — — i3  , 

l’équation  auxiliaire  , savoir  , 

ap  — bq  = — i , ou  is.p  — 29 q ~ — 1 , 

est  donnée  par  les  substitutions  x — ~h  >3p,  y — -f"  l^Ç 
dans  la  proposée,  et  l’avant-dernière  fraction  convergente  qui 

est  -j.- , donne  p r=  1 2 , q —5  , d’où 

x = 12.  i3  + m.39  i y = 5.  i3  -f-  m.  12  : 

les  moindres  valeurs  de  x et  y correspondent  à m =2  — 4- 
Examinons  maintenant  le  cas  où  le  ternie  de  y est  négatif 
dan#  le  second  membre  : nous  observerons  avant  tout,  qu'une 
telle  équation  ne  peut  être  jatisfajte  en  nombres  entiers  et 
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positifs,  qu'autant  que  le  terme  tout  connu  n’est  pas  moindre 
que  la  somme  des  coefficiens  des  inconnues  x ef  y.  Soit 
donc  l’équation 

ax  4 - = 4*  i3  ; 

par  le  changement  de  y en  — y,  on  aura  la  transformée 

• 2x  — 5 y — + i3, 

qui  donne 

x = — i3 .p  , y = — 1 3 . <7  ; 
d’ailleurs  p = a,  q — i -,  donc 

x — — i3.a  + ui.5,  y — — i3.i  4-  m. a , 
et  pour  la  proposée  , 

' x — — i3. a 4“  5 , y — i3.  î — m.  a : 

on  n’obtient  qu’une  solution  donnée  par  m — 6,  valeur  à 
laquelle  correspondent 

, x = 4,  y = i. 

Supposons  enfin  l'équation 

nx  4*  5y  = a54, 

déjà  traitée  (Ire  sect.  , chap.  XVIII)  et  que  nous  écrirons 
comme  il  suit  : » 

5 y 4-  i ix  = a54  : 

* 

changeant  x en  — x',  d’après  ce  qu’on  a vu  dans  l’exemple 
précédent,  nous  aurons  à résoudre  l’équation 

5^  — î ix'  = a54  , 

pour  laquelle  ou  a ces  formules  générales  de  solutions 

y — — a . a54  4-  m.  1 1 , x = — î X a54  4-  m . 5 : 

pour  repasser  à celles  qui  conviennent  à la  proposée  , il 
suffira  de  changer  le  signe  de  x , ensorte  qu’on  aura  celles-ci 

y — — a.a54  4"  m- 1 1 > x — 4"  1 -354  — m.5: 

•fï\ 
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les  plus  petites  valeurs  de  y et  x correspondent  à m = 

et  sont  y~  Cf , x ~ 19. 

Supposons  qu’on  soit  conduit  à une  seule  équation  du  pre-i 
mier  degré  entre  trois  inconnues  , telle  que 

. ax  + b y -f-  yz  = d : 

on  en  déduira 

ax  by  = d — yz  = c , 

et  alors  supposant  le  nombre  c déjà  connu , les  formules 
générales  (4)  et  (5)  deviennent 

x = p ( d — yz)  -f-  mb (6), 

— 7 = 9 (^  — yz)  + ma (7). 

Soit  l’équation  particulière 

5x  + 8y  + 7Z  •=  5o,  d'où  5x  + = 5o  — 

ou 

5x  — 8y  = 5o  — 7z  = c , 
en  changeant  y en  — y' . Si  l’on  opère  sur  la  fraction  g , 

on  trouvera  ces  quotiens  successifs  1 , 1 , 1 , a,  au  moyen 
desquels  on  formera  ces  fractions  convergentes  , 

1 > * . > , a , . 

1 a 3 8 

* 1 ’ x ’ a’  5’ 

ensorte  qu’il  faudra  prendre 

' Bp  — Sq  — — i, 

ce  qui  exige  qu’on  fasse  dans  la  proposée  les  substitutions 
x = — pc,  y = — qc , 
et  parce  que  p = 3 et  <7=2,  on  aura  les  formules 

x = — 3c  -f-  mb  , y = — ac  •+•  ma , 
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ou 

x— — 3.5o+3.7.z  + 8m,  — ' y— — 2. 50+2.7.  z+5m, 

ou  enfin  , 


x = 21a  — i5o  + 8m  , y — 100  — ijz  — 5 m, 

expressions  dans  lesquelles  on  pourra  prendre  a et  m arbi- 
trairement , mais  de  manière  cependant  à n'avoir  pour  x et  y 
que  des  nombres  entiers  et  positifs.  , 

En  cherchant  de  combien  de  manières  on  peut  couvrir  la 
surface  d’une  sphère  avec  des  polygones  égaux  et  réguliers  , 
M.  Laplace  a été  conduit  à cette  équation 

ya(x—  2)  + 4y=  suez, 

x désignant  le  nombre  des  côtés  de  l’un  des  polygones  régu- 
liers qui  recouvrent  la  sphère , y le  nombre  de*  angles  qui 
s'assemblent  autour  d’un  même  point , et  a le  nombre  des 
polygones.  On  déduit  de  la  précédente  , 


z 


4. y 

ay— x(y  — a) 


(0: 


cette  expression  devant  être  positive , il  faut  que  le  dénomi- 
nateur soit  positif , ou  qu’on  ait 


d’où 


x < 


y— a 


x(y  — 3)  <2y, 

X<2  + 


ou 


/ 2 


Mais  la  plus  petite  valeur  de  y est  3 , d'où  il  suit  que  la  plus 

grande  valeur  de  2 -f , ou  de  x , est  2 + 4 ou  6. 

Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  a et  y qui  correspondent 
aux  nombres  3,  4>  5 , 6 , qui  sont  les  valeurs  possibles  dex: 
l’équation  (1)  donne,  pour  x=  3, 

a = 

6-y 


* 
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on-  voit  par  cette  équation  qu’on  ne  peut  prendre  pour  y , 
que  l’un  des  nombres  3 , 4 > 5 , 6 , et  que  les  valeurs  de  s 
correspondantes  à ces  nombres , sont  4 » 8 , ao  et  l’infini. 
Pour  x = 4,  on  ne  peut  prendre  pour  y que  l’nn  des  deux 
nombres  3 et  4 , auxquelles  répondent  pour  z , les  valeurs  G 
et  l’infini.  Pour  x=5,  on  trouve  3 jmur  y et  îa  pour  z. 
Enfin  pour  x = 6,  on  trouve  y = 3 et  z = oo. 

Terminons  ces  applications  par  la  «recherche  des  solutions 
des  deux  équations 

x — ay  z = 5 , ax  y — z = 7 ; 

multipliant  la  première  par  n , et  du  produit  retranchant  la 
seconde , on  a la  suivants 


3z  — 5y  = 3. 


En  appliquant  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur  à 

5 

la  fraotion  g , on  trouve  les  quotiens  1 , 1 , a , et  les  fractions 


5 

3* 


ensorte  que 
donc 


P — a 1 


z = a.3  -f-  5m.  = G -j-  5m , y = 3 -f-  3m. 

Mais  de  la  première  des  deux  équations  proposées , on  déduit 
x = 5 + ay  — e. 


et  par  les  substitutions  des  valeurs  précédentes  de  y et  de  z, 

elle  devient  * 

x = 5 + m- 

Ainsi  toutes  les  valeurs  entières  et  positivés  de  x , y et  z , 
correspondront 
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1 


aux  hypothèses 


mr=o 

M - rr 

771 /j 

x = 4 

= 5 

= G 

— 7 

= 8 

= . 9 

y - 0 

= 3 

= G 

= 9 

= 12 

= i5 

z — 1 

6 

= „ 

= .6 

= 2\ 

= 2 G 

etc. 


25.  Nous  allons  résoudre  ce  problème  général  de  l’analyse 
indéterminée  : Étant  données , entre  des  inconnues , des  équa- 
tions en  moindre  nombre  que  ces  inconnues , sans  radicaux  ni 
dénominateurs , trouver  pour  ces  inconnues  , les  valeurs  entières 
et  rationnelles  les  plus  générales  qui  puissent  satisfaire  aux 
proposées. 


Pour  que  les  valeurs  qu’on  attribuera  aux  inconnues , soient 
réputées  exactes  , il  suffit  évidemment  que  ces  valeurs  , substi- 
tuées dàP3  Ie»  équations  proposées  , rendent  ces  équations 
identifpœ  : pour  que  ces  mêmes  valeurs  soient  réputée*  com- 
plètes , il  est  nécessaire  qu’elles  soient  fonctions  d'autant  de 
nouvelles  indéterminées  , au  moins  , qu'il  y a d'inconnues  au- 
delà  du  nombre  des  équations  à résoudre.  En  effet , les  équa- 
tions proposées  doivent  être  considérées  comme  le  résultat  de 
l’élimination  , entre  les  valeurs  des  inconnues  , des  indéter- 
minées dont  ces  valeurs  sont  fonctions  : on  observera  que  rien 
ne  s'oppose  à ce  que  ces  indéterminées  soient  en  plus  grand 
nombre  ; car  l’essentiel  étant  que  les  indéterminées  puissent 
être  éliminées  entre  les  valeurs  des  inconnues  , et  que  de  leur 
élimination  résultent  les  équations  proposées  et  point  d’autres , 
on  conçoit  que  ces  indéterminées,  quelque  nombreuses  qu’elles 
soient  d’ailleurs , peuvent  être  tellement  combinées  dans  les 
valeurs  des  inconnues  , que  l’élimination  d’un  certain  nombre 
d’entr’elles  , fasse  disparaître  toutes  les  autres. 

Soient  les  équations 
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at  4-  bu  4*  cv  + de  -f-  etc. 
a't  -f-  b'u  + c'v+  d'x  etc. 
û°t4-  b cf*,x4"  etc. 

. etc. 

en  nombre  n et  entre  les  m inconnues  t , u , v , x , etc. , m 
étant  supposé  plus  grand  que  n , et  tous  les  coefficiens  a , 

b étant  supposés  entiers.  * 

D’après  ce  qui  a été  dit  ci-dessus , ces  équations  seraient 
complètement  résolues,  si  Ton  trouvait  pour  les  inconnues 
qu'elles  renferment,  des  valeurs  de  cette  forme 

t = T -f-  A«  4-  A'î-+-  A*y  + A7+ etc. 
u = U +B«  +B'C+B"y  -f-  BV  -f  etc. 
v=V  + C.+C'f+  CV  + CV  + etc. 
i=X  + D«+ D'b  + D'V  4-  DV+  etc. 
etc. 

« , f , y étant  des  indéterminées  au  nombre  d — n, 

au  moins,  et  T,  ü , V , X,  etc  -,  A,  B,  C , D,  e<®|  A',  B', 
C',  etc.;  A",  B",  C*,  etc.  ; A'",  B"',  C'",  etc.  étant  des  fonc- 
tions entières  des  coefficiens  des  équations  (î).  La  substitution 
de  ces  valeurs  (n)  dans  les  équations  (i),  donne  celles-ci  : 

aT  -f-  MJ  -f  cY  dX  + etc. 

4- (a  A -f-  bB  + cC  + dD  + etc.)  « 

(+  (a  A'  4 bB'  4-  cC’  + dD’  + etc.)  f 

4"  (“A"  -f-  bB"  -f”  cC"  ■+  dD"  4”  etc.)  y 

4-frzA'"4-  bü'”+  cC'"+  dD"'+  etc.)  J' 

4~  e<c. 

a'T’  4-  b'U  + c'V  4-/X  4-  etc. 

4"(a'A  4-  b' B 4“  c'C  4-  iï D 4"  etc.)  «I 

4-  (a' A'  4-  b'B'  4-  c'C'  4-  d' D'  + etc.)  c! 

4-  (a' A"  ■+■  b’B"  -f-  c'C" 4-  d'D"  + etc.)  y)  = 1 

4-  (u'A'"4-  b'B'" 4.  c'C'"+  d'DT'Jf.  etc.) 

4* etc*  1 

5.. 
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a’T  + i'U  + c"\  + d'X  + etc. 

4-(a"A  + b" B 4-  f"C  4-  d”D  4-  etc.)  «J 

4- (a" A'  4-  b" B'  4-  CC  4-  d"V  4-  etc.) 

4-(û"A"  4-  b" B"  4-  c*C"  4-  d" D"  4-  etc.)  yî 

4-  (a*A'"4-  i"B'"4-  c"G'"4-  ^D"'4-  etc.)  /I 
4-  etc. 


= *\ 


Afin  donc  que  *,  C,  y,  etc.  demeurent  indéterminées,  on 
devra  égaler  à zéro  , dans  chacune  des  équations  ci-dessus. , 
le  coefficient  de  chacune  des  indéterminées  « , C,  y,  etc., 
ce  qui  donnera  ces  groupes  d’équations  : 


aT  4-  bV  4-  cV  4-  dX  + etc.  = k 

a' T 4-  i'U  4.  c'y  4-  d!X  4-  etc.  = k' 

a“ T 4-  6"U  -f-  c'V+  d“X  4-  etc.  = A"  | 

etc. 


aA  4"  4“  cU  4"  dT)  4"  etc. 

a'A  4-  b‘ B 4-  c'C  4-  d'D  4-  etc. 
a"  A 4-  b" B 4-  c'C  4-  d*D4-  etc. 
etc. 

cA'  4-  iB'  4-  cC  4-  dlV  4-  etc. 
a'A'  4-  b'  B'  4-  CC  4-  d'n'  4-  etc. 
a" A'  + b"B'  4-  c’C  4-  d*D'  4-  etc. 

• etc. 

aA*  4-  6B“  4 cC*  + dD“  + etc.  = 
a'A*  -f-  i'B*  4-  c'C*  4- 
a"A*  4~  i"B"4-  c*C*4- 
etc. 


JD"  4-  etc. 
d"D"  4-  etc. 


aA*  4-  bVT  4-  cC*  4- 
a'A*4-  i'B*  4-  c'C*  4- 
a"A*4-  6"B*-i-  c'C*  4- 
etc. 


dD*  4-  etc. 
d'D*  4*  etc. 
d"D*  4*  etc. 


1 -(3)» 


•(4), 

# 


(5), 


>....(6), 


/•  ••  *(7i* 
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En  effet , si  dans  la  première  équation  dont  le  second  memhre 
est  k,  on  suppose  aux  indéterminées  «,  C,  y....  d’autres 
valeurs  <*',  £',  y , etc. , et  qu’on  retranche  cette  équation  de  la 
précédente , on  obtiendra 


(a A -f-  é>B  -J*  etc.)  (a  > — «') 
•+-  (aA'4-  6B'+  etc.)  (C  — £”) 
etc. 


) 


o. 


or  « — • , C — C , etc.  étant  de  nouvelles  indéterminées,  leurs 
coefficiens  doivent  être  séparément  nuis  ; d’où  on  conclut  les 
équations  du  groupe  (4)  , et  l’équation  dont  le  second  membre 
est  A^donne  comme  conséquence,  la  première  du  groupe  (3). 

Réciproquement,  si  T,  U,  V,  X,  etc.  ; A,  B,  C , D , etc.  ; 
A',  B',  (T,  D',  etc.  ; A",  B',  C",  D',  etc.  ; A"',  B'",  C",  D'",  etc. 
sopt  tels  que  ces  équations  aient  lieu,  les  valeurs  (a)  seront  la 
solution  complète  des  équations  (i). 

Le  groupe  (3)  prouve  que  T,  U,  Y,  X,  etc.  peuvent  et 
doivent  être  des  nombres  quelconques  satisfaisant  aux  équa- 
tions|i).  Les  groupes  suivans  prouvent  que  A , B , C,  D,  etc. 
A',  W,  C',  D'  ,‘etc.  ; A",  B",  C",  D",  etc.  ; A"‘,  B'",  C",  D'",  etc. 


doivent  satisfaire  aux  mêmes  équations  privées  de  leurs  derniers 
termes  , et  ne  doivent  conséquemment  renfermer  aucune  des 
quantités  k , k',  k",  etc.  Nous  ne  nous  occuperons  que  de  la 
formation  des  valeurs  de  A , B , C , D , etc.  ; A',  B',  C',  Tf,  etc.  ; 
A",  B",  C",  etc.  ; A'",  B"',  C"',  etc. , d’autant  que  la  détermi- 
nation de  T , U , Y , X , etc.  suppose  des  équations  en 
nombres , et  que  la  manière  de  les  obtenir  est  connue? 

La  recherche  des  quantités  A , B , C,  D , etc.  ; A',  B',  C', 
D',  etc.;  A*,  B',  C',  Ï)",  etc.;  A'",  B"',  C'",  D'",  etc.  se 
réduit  évidemment  à celle  d’une  suite  de  fonctions  des  coefli- 
ciens  des  premiers  membres  des  équations  (î)  , qui  soient  toutes 
nulles  d’el les-mêmes  , et  qui,  en  outre,  puissent  être  mises 
successivement  sous  les  diverses  formes  qu’affectent  les  premiers 
membres  des  équations  (4),  (5),  (6),  (7),  etc.  Cest  à quoi 
on  peut  parvenir  facilement , 4 l’aide  des  observations  faites 


» 
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par  Bezout , dans  sa  Théorie  des  Équations  algébriques , 
page  1 8 1 , et  développées  postérieurement  d’une  manière  plus 
générale  et  plus  lumineuse,  par  M.  Laplace  , • dans  les  Mé- 
moires de  f Académie  des  Sciences  de  Paris,  pour  177a, 
page  294. 

Dans  le  cas  d’une  équation  unique 

at  -f-  bu  -f-  cv  -f-  dx  4*  «te.  = k 


on  ne  doit  prendre  que  la  première  équation  de  chacun  des 
groupes  (4)  , (5)  , (fi) , (7) , etc. , et  alors  les  fonctions  milles 

et  sous  les  mêmes  formes  que  ces  équations , sont 

• . 

ba  — ba  oc  od  etc.  = o, 

uc  + oé  — ca  -f-  od  -f-  etc.  = 0, 

00  4 • bc  — ri  -f  cd  + etc.  = o,  *£ 

ad  4-  oi  .-+•  oc  — du  - f-  etc.  =0, 

oa  + bd  + oc  — db  -{-  etc.  = o , 

oa  -j-  ob  -f-  cd  — de  -f-  etc.  = o, 

t etc. 

Aiqsi  on  pourra  poser 


A = 

h. 

B 

— - 

- a , 

C 

=s 

0, 

D = 

0, 

•te. 

A'  s 

«*» 

B' 

= 

0 , 

C' 

= — 

a. 

D'  = 

0, 

etc. 

A"  = 

0» 

B' 

— 

Ç , 

C* 

=.  — 

b, 

D*  ~ 

0, 

etc. 

A"'= 

d, 

B"' 

’= 

0 , 

C"' 

= 

0 > 

D"'=  — 

a, 

etc. 

A"  — 

0, 

B" 

= 

d, 

C" 

= - 

0, 

B,T  = — 

b. 

etc. 

AT  = 

0, 

B’ 

= 

0, 

o 

= 

d , 

D’  = — 

c. 

etc. 

etc.  » 

La  proposé*  étaot  donc 


ou  a 


at  -f-  bu  = h , 
c = 0 , d — o , etc. , 


( 


conséquemment  A = i , B = — a,  et  tous  les  coeffieims  A 
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et  B accentués  sont  nuis  ; d'ailleurs  les  suivans  C , D , etc. 
n’entrent  pas  , parce  qu’on  n’a  que  deux  inconnues  ; ainsi  les 
formules  résolvantes 

t — T -f-  A*  -1-  A'i  4 A"y  -f-  etc. , 

u = U 4.  B«  + B'*  -f-  B"y  4-  etc. , 

se  réduisent  à 

t — T -1-  A«  = T 4“  b*  » 
u = II  -f-  B«  = U — au  : 

l’élimination  de  « entre  ces  deux  équations  , donne  la  pro- 
posée , après  avoir  remplacé  aT  -f*  èU  par  k.  , * 

Soit  l’équation 

al  -f-  bu  4*  cv  = k : 

les  forantes  résolvantes,  au  nombre  de  trois,  sont 

t = T -f-  A«  + A'*  -f-  A"y, 

U SI  II  -J-  Bec  4 B b 4.  BUy  , 

V = V 4 Cec  4-  C'ff  4-  C"y  : 

on  a ici  A:s=  b,  A'  = c,  A'  = o;  B= — a,  B'=  9 , B'  = c; 
C = o , C'=  — a,  C — — b \ d’ailleurs  , comme  d = o , 
e — o,  etc.,  les  coefficiens  A,  B,  C qui  ont  plus  de  deux 
accens , sont  nuis , ensorte  que  les  formules  ci-dessus  de- 
viennent 

t = T 4-  bm  -f-  cC , 

U — ü — a*  + cy, 

V ==  V — a£  — by\ 

éliminant  « entre  les  djux  premières  équations , on  trouva 

at  bu  = aT  4“  MJ  4*  4"  bey’, 

remplaçant  dans  cette  dernière  S par  sa  valeur  tirée  de  la 
troisième  des  équations  ci-dessus , les  termes  en  y se  détruisent, 
et  après  avoir  écrit  k en  place  de  aT  4"  éU-j-cV,  on  retombe 
' lur  la  proposée.  , 
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Pour  l’équanon  déjà  traitée  , 

5x  + 4"  7*  = 5o , 

on  a * * 

a — 5,*  £ = 8,  c==7,  /:  = 5o; 

donc  - 

x = X + 8*  + it, 
y — Y — 5*  + 7y  , 
a = Z — 5S  — 8y  ; 

or  d'après  les  formules 

x = 212  — i5o  4“  8m  , y = îoo  — 14a  + 5 m , 
trouvées  (24)  , on  obtient  pour  2=1  et  m = 17  > 

X = 7 , Y = 1 , Z = 1 -, 

* 

x = 7 + 8«  + 7? , 

_y  = 1 — 5*  + 7y , 

_y  = î — 5C  — 8y  ; 

pour  «=  1 , C = — 2 , y = 1 , on  trouve 

x=i,  y — 3 , a = 3. 

Soit  enfin  l’équation 

al  4-  bu  -f-  cv  + dx  — /{ : 
les  formules  résolvantes 

t = T -f  A*  -f-  A'£  + A "y  -f  A'"l  -f  A‘T.  + A’£  ; 

u = U + B«  + B'C  + B"y  + B'"/1  + B1’.  4-  B’£  , 

v = V + C*  + C'î  + C'y  -f-  (TV1  -f-  C"«  4-  C’Ç  , 

x1=  X 4 D«  4-  D'f  4-  D"y  4-  D'"ï  4-  D-*«  4-  D*Ç , 

perdent  les  termes  en  A,  B,  C,  D qui  ont  au-delà  de  cinq 
accens , et  elles  deviennent  . * 


dônc  * 
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t = X -f-  b*  -f*  cC  -f-  dJ~  , 

u = U — a»  -f-  cy  -f-  dt  , 

v é=  \ — aZ  — îy  -f - dZ, , 

x = X at  — bi  — cÇ  ; 

»i  entre  les  deux  premières  équations,  on  éfimine  «,  on  obtient 

al  + bu  — aT  -f-  MJ  -f-  aeC  -f-  odi~  bcy  -}-  bdt  : 

si  de  la  troisième  éqnation  on  tireff,  et  de  la  quatrième  i',  pour 
en  substituer  les  valeur*  dans  la  précédente  , les  termes  qui 
renferment  les  indéterminées  y , i et  Ç se  détruisent , et  on 
retombe  sur  la  proposée  , en  observant  toujours  que 

flT  + bV  -f  cV  + dX  = k 

et  ainsi  de  suite.  On  observera  qu’il  ne  faut  supposer  dans 
les  formules  résolvantes  , que  le  nombre  des  indéterminées  qui 
peuvent  être  éliminées  au  moyen  de  ces  mêmes  formules,  ainsi 
qu’on  l’a  observé  dans  l'exposition  de  la  méthode , ce  qui 
exige  qu’après  avoir  déduit  des  m — î premières  formules 
résolvantes,  les  valeurs  d’autant  d’indéterminées  pour  les  subs- 
tituer dans  la  dernière  , les  termes  qui  contiennent  les  indé- 
terminées restantes  disparaissent  d’eux-mêmes  ; en  procédant 
ainsi  sur  le  dernier  exemple , on  déduira  des  trois  premières 
équations 

t — T — bu  — rff 


<t  = 


d 1 

u — TJ  -f-  a»  — cy 


ç = 


/ — Y -4-  a?  -1-  by 


valeurs  qui  , substituées  dans  la  troisième , donnent  une  équa- 
tion dans  laquelle  les  termes  en  « , C et  y s’ entredétruisent  , 
ensorte  qu'on  retrouve  la  proposée. 

‘Passons  au  cas  de  deux  équations  : on  ne  doit  prendre  alors 
que  les  deux  premières  équations  de  chacun  des  groupes  (4)  » 
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(5)  » (6) , (7) , etc. , c’est-à-dire , 

aA  s-f-  bB  4 cC  4*  dD  “4"  etc.  — o , 

«A'  -f-  bB'  4 cC'  4 dD'  4 etc.  = o , 

a A"  4-  JB"  4-  eC"4-  dD"4  etc.  = o, 

etc. 

a' A 4"  b'B  4*  c'C  4™  4"  etc.  — o , 

/ a' A' -f-  b'B' c C'  4“  *4-  etc.  — o , 

a'A"4  A'B"4-  c'C" 4 d!D"+  etc.  = o , 
etc.  ; 

et  il  s’agit  de  trouver  des  valeurs  des  coefliciens  A , B , C , 
• D , etc.  ; A' , B',  C , D',  etc.  ; A",  B",  C*  D",  etc. , telles  que 
ces  équations  soient  satisfaites  : mais  nous  nous  bornerons 
à les  relater  ici , parce  qu’il  sera  facile  de  lire  dans  les  résultat» 
la  loi  de  leur  formation  : on  a 

( bc—cb")a  — (ac — ca!)b-\~(ab’ — ba')c  4 o.d4etc.  =°> 
{bd' — db')  a — ( ad ' — da!) b 4 o . c 4 (a.b' — bd)  d 4 etc.  •=  o , 
(cd! — de)  a-\-o.b  — (a  d! — da!)  c -j-  (ac — ca')  d 4 etc.  = o , 
o.a4K — de')  b — (bd! — db')  c -f-(bc — cb')d-\-  etc.  =o, 
etc. 

(bc — cb')a! — (ac — ca')b'-j-(ab' — ba')c  4 o.d'  4 etc.  = o, 
(beü—db')  a!—  (ad!- — da!)  b'+  o . c'  4 (ab’-ba!)  d! 4 etc.  %p  , • 
(cd! — de  )a  o.b' — (ad! — da')  c'4 (ac' — ca')  d! 4etc.  =0, 

o . a!  4 (cd!  —de)  b'—(  bd! —db')  c'4*  (bc'—^tb')  d! 4 etc.  = o , 

. etc. 

ensorte  que 

A —(bc — cb'),  B= — (ac — ca')  , ,C  —(ab’ — ba'),  D=o,  etc. 
A'  =(bd! — db'),  B'= — (ad! — da'),  C'=o,  D '=(ab' — b a'),  etc. 
A"  =(cd! — de),  B'=o, C"= — (ad! — du'), D"=(od—  ca'), etc. 
A"=o,  Bm=(cd!—dc'),  C“=—(bd!—db'),  D’—(bc'—  cb'),  etc. 
etc. 
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Les  équations  proposées  étant' 

• at  -(-  bu  -f-  cv  = k , 
a't  -f-  b'  u -f-  c'v  = k 

les  formules  résolvantes  sont 

* 

t = T -f  A«  + A'b  + etc. 

u = U -f-  B*  -f-  B'C  -f-  etc. 

v = V -f  C«  + C'C  -f  etc. 

Mais  à cause  de  rf  = o , d'  = o,  etc. , on  a 

A'  = o,  < A"  = o,  etc.  ; B'  = o,  B"  = o,  etc..; 

d’ailleurs  les  inconnues  n’étant  qu’au  nombre  de  trois  , les 
coefliciens  D,  D',  etc.  n’ entrent  pas  : ainsi  les  formules  ci- 
dessus  se  réduisent  à 

t = T -f  A«  = T + ( bc'  — cb')  « , 

u =,  U -f-  B«  = U — ( ac'  — ca')  * , 

v = V + Cm  = .V  + ( ab'—ba ')  «. 

En  effet , si  l’on  multiplie  la  première  équation  par  a , la 
seconde  par  b,  la  troisième  par  c;  si  l’on  ajoute  les  trois 
produits  , et  qu’on  observe  que  oT  + BU  -f-  CY  — k , on 
retombera  sur  la  première  des  deux  proposées  : on  obtiendrait 
la  sAonde  d’une  manière  analogue. 

Nous  avons  résolu  (t/f)  les  deux  équations 
♦ 

x — ay  -f  j = 5,  2 x y — si  — 7, 

pour  lesquelles  on  a 


et  conséquemment , 

x = X-f-«,  y ~ Y -j-  3*,  s = Z -f-  5»  ; 


y 
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or  en  partantes  valeurs  X = 4>Y=o,Z=riJon  trouve 

^ = 4 + “ > y > z — 1 4 5«  , 

et  faisant  successivement  mzs  1 , = 2 , = 3 , etc. , on  obtient 
les  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs  trouvés  plus  haut. 
Dans  le  cas  de  deux  équations,  si  les  proposées  sont 


al  -f-  bu  4 cv  4 dx  .=  k , 
a't  -(-  b' u -f-  c'v  4 d'x  = k ' , 

on  aura 

e = o , / = o , efc.  , 

* 1 

et  les  formules  résolvantes 

t = T 4 Au  -f-  A'î  -f"  A"y  4 A"'<J'4  A,v(  -f-  etc. 

#s  = U + B«+B'î  + B "y  4 B7"^  + B‘v.  4 etc. 

V = V 4 C-+  C'ff+  C"y+  0'"^+  C".  4 etc. 
x — X 4 D«  + D'C  4 D"y  4 D'"^  4 Dlvi  4-  etc. 

/ 

deviendront  , 

t = T 4 (bc'—eb'.)*  4.  (bd'—db')  Z 4.  (cd'-dc')y,  • 
u = U — ( ac  — ca')m  — (ad' — dd)  C 4 (cd — de)  J' , 
v = V — (ab'—ba')  » — (ad—da')  y — (bd—db')  l, 
x = X 4"  i.a^' — bd)C  4 (, ac  — ca')  y 4 (Ac7 — cb')  i', 
et  ainsi  de  suite. 

jîous  terminerons  par  le  cas  de  trois  équations  ; niais  nous  ne 
composerons  que  les  coelîïciens  A , B , C , D , etc. , parce  qu’il 
sera  facile  de  former  les  coefliciens  accentués  A7,  B7,  C7, 
D7,  etc.  ; A",  B",  C",  D ",  etc. ,,  ensorte  que  nous  n’écrirons 
que  les  équalions  du  groupe  (4)  : 


(bc'd"—  bdc" 4 db'c"—  cb'd" 4 cdb"—  de  b')  d 
— (ae'd" — ad  e" 4 dde" — cad"-\-  eda" — de  a")  bj 
4 (ab'd“—  adb"+  da'b" — bd  d"  4 bd  a"—  db'a ')  c 
~(ab'c"—  ae'b" 4 ca'b"—  bdc" 4 bed—  cb'd)  d 
etc. 

♦ 


0 » 


# 
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(bc'cT—  bJc"+  db'c"—  cb'd“+  cib"—  dcV)  a'  \ 

— (ac'dT—  adc“+  da'c"—  cad"+  cda"—  de’ a")  b'  / 

+ (ab'd"—ad'b"+  da'b"—ba'd"+bd’a"—db'a"Jc'  > = o t 

— (i ab'c" — oe'4‘4"  ca'b" — bac“-j-  bc'a“—  cb'a")  d’ l 

etc.  ' 

(be'cï'—bd'c"+  db'c"—  cb'd"+cdb"—  dc'b") 

— (ac’dT—  adfc“+  dac"—  ca'd" -f  cd’cf—  de' a")  b"  I 

4 (ab'd’—ad'b'f  da'b" — ba'd’+btta"—  db'a")  c*>  = o, 

— ( ab'c "—  ac'b"+  ca'b"—  bdc"+  bc'a"—  ch' a")  d"\ 

etc.  J , 

Ainsi  pour  les  trois  équations 

at  4 bu  -J-  cv  4-  dx  = k , » 

a't  4*  b'u  4 cV  4"  dx  = h', 
a"(  4-  b" u + c*V  + d-x  = k’, 

les  résolvantes  seront 
, t = T 4 A« , 

U = U 4 B- , 
v = V + (*, 
x = X 4 D*  » 

car  les  coefliciens  A , B,  C,  D accentués , renfermant  en 
facteurs  e , e , e ",  etc.  sont  nuis  : on  a 'donc  • 

. t = T 4 (bc'd"—  bdc"+  db'c"—  cb'd"  4 cd'b"—  dc'b")  « , 
U — U — {ac  d' — adc'+  da'c" — ca'd‘-\-cda“ — de  a")  « , 
v = V 4 (ab'd’—adb"+  da'b"—bdd‘+  bd' a"  — db'a")  « ; 
x = X — (ab'c"—ac'b"+  ca'b"— bac"  + bc’a"— cb'a")  * , 

et  ainsi  de  suite. 

Il  est  aisé  de  déduire  de  cette  théorie,  qu’en  général  m 
étant  le  nombre  des  inconnues , et  n le  nombre  des  équa- 
tions , le  nombre  des  indéterminées  dont  les  fleurs  de  ces 
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inconnues  devront  être  fonctions  , sera 

m m — î 77i — a 771  — n-t-i  771 — 71 

J a 3 n 71  -j—  1 * 

et  que  , dans  la  valeur  de  chacune  des  inconnues , il  n’en 
entrera  qu'un  nombre 

771 — 1 771 — a 771 — n 

»••••••  » 

1 a 71 

ensorte  que  chacune  de  ces  indéterminées  n’entrera,  à son 
tour , que  dans  les  fleurs  de  n -f-  1 inconnues  seulement. 

Si  les  termes  connus  k , k',  etc.  sont  nuis , on  pourra  sup- 
poser T , U , V , etc.  nuis , et  alors  les  équations  seront  sus- 
ceptibles d’une  résolution  générale. 

m 

a6.  On  propose  de  trouver  pour  x et  pour  y , tous  les 
nombres  entiers  qui  peuvent  satisfaire  à l’équation 

a y*  -f-  byx  + ex2  -)-ïfy-f-ex-j-y=o, 

ou  à la  suivante  , 

I 

a y 1 -f  ( [bx  -f-  d)  y ==  — ex*  — ex  — f. ...  .(pi). 

A cet  effet , qu’on  multiplie  de  part  et  d’autre  par  4a  , puis- 
qu’on ajoute  aux  deux  membres  (bx  -f-  d )*,  et  on  aura 

1 er+/), 

dont  le  premier  membre  est  un  carré  parfait.  En  extrayant  la 
racine  carrée  de  part  et  d’autre , il  viendra 

aay  4-  bx  -f  d = ±.  \Z[(bx  , d)'—  4a  (cr*-f  ex  -f  /)] (3), 

c’est-à-dire  , 

aay  + 6x  + ^=  :±V/(mx*  + nx-f-p), 

•n  posant 

b' — 4ac=m,  a bd  — 4ae  = n , d * — 4af~  p. 
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La  question  se  réduit  donc  à trouver  les  valeurs  rationnelle* 
de  x , qui  rendront  rationnel  lfe  radical  l/ mx*  -f-  nx  -4-  p , 
parce  que  ces  valeurs  reportées  dans  (3)  , donneront  une  équa- 
tion dont  on  tirera  des  valeurs  de  y,  pareillement  ration- 
nelles. Soit 

{/  7nar“-f-  nx-f-p  = u , 

on  aura 


nx  = u7 — p,  fyrfx*- 4-4tf»«x+n*=4mu’ — 4mP  + n%> 
d'où  l'on  déduit- 


ami  -f-  n = ± \/  /pnu'  — J[mp  -(-  n*  ; 
et  il  ne  s'agira  plus  , en  posant 

h — 4m , i = n*  — 4mp  1 

que  de  rendre  rationnelle  la  quantité  radicale  \/ hu 1 -f-  i.  Si 
le  binôme  hu'-\-i  peut  être  décomposé  en  facteurs  qu  r , 
su  ■+•  t , tels  que 


h = qs  , i = rt , qt  + rs  = o , 

on  fera 

(<7“+  r)  (su+  t)  = (çu  + ryz’,  . 
d’où  résultent 


u 


rz2—t 
s — qz*  ’ 


vq  + r= 


rs — qt 
s — qz‘  * 


su+t=  z*X 


rs  — qt 
s — qz * 


par  conséquent , 

(qu  + r ) (su-+-  f)  = z*  1 

donc 

vtâ+i  = z x , 

quantité  rationnelle , si  r , q , s et  t soat  pareillement  des 
quantités  rationnelles.  * 
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Si  m étant  positif,  on  a 

n%  > 4mp  , 

les  deux  facteurs  de  hu2  + i deviennent  imaginaires;  mais 
dans  ce  cas,  ceux  de  mx*+  «x  + p sont  réels,  et  si  on  les 
représente  par  q'x  + ri,  rix+ri,  on  aura,  comme  ci-dessus, 

(ç'x  + ri)  (s'x  + t')  — (q'x  4 . /)V, 
d’où  l'on  tire 


x — 


ri z »—  ri 

7 — q'  z*> 


et  comme  précédemment, 

V/mx2+  nx+p  = z x 

s — qV  ‘ 

• 

Supposons  que  le  trinôme  sous  le  radical , soit6x*4.  3ix4-35 
dont  ks  deux  facteur,  sont  3r  + 5 , ax  -f-  7 ; la  comparaison 

<7' = 3,  ri  = 5 , / = 2 , ri  = 7; 
conséquemment , 

l/^+3ix.+  35  = =iÜ_. 

3z* — 2 

Si  le  trinôme  était  9^ + 3ox  + 74,  dont  les  deux  facteurs 
sont  imaginaires , on  aurait 


d’où 


771  = 9,  7i  = 3o  , p — 74; 
h = 36  , t = — 1764  = — (4a)» 


Les  deux  facteurs  de  36«*—  (4a)*  seraient  6u— 4 a et  6u  +42  ; 
q = s = 6,  r = — 4a , t = 4a, 

“ = 7-£~7»  /36u‘~(4a)«  = , - • 
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i&x  -f-  3o  = — 


84z 


142 


•*  — 3(*«  — 1)  3' 

$x'  -f-  3ox  -4-  74  = 49  ( a„  ) • 

, . 2*  + 1 

dont  la  racine  carree  serait  7 X ~z “• 

Z»  - 1 1 

27.  Proposons-nous  de  trouver  pour  x tous  lés  nombres 
entiers,  tels  que  le  trinôme  mx'-f-nx  -f-  p devienne  un  carré 
parfait  : on  peut  supposer 

mx*  + nx  + p — 22 (0  ; 

et  si  on  représente  l’un  des  nombres  en  question  par  f,  on 
aura  aussi 

mf*  + nf  + p = gg (a). 

Retranchant  la  seconde  équation  de  la  première , il  vient 
m (x*  — /*)  + n (x—  f)  = 2a  — gg. 


d’où 


Soit 


on  aura 


partant 


m (x+/)  -f  n _ 2 —g 
z + g X— /’ 

m (x  -f-f)  -h  n B 

2 + g ~ A* 


Z~S  — B • 

A ’ 


= + Z~ë~A 

ôtant  la  seconde  équation  de  la  première  , on  trouve  pour 
différence 

ag AB  = ( mA‘—  B5  ) x 4-  ( mA’  -f-  B’)/  + «A*, 
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et  conséquemment, 

_ affAB  ~ B11)/—  nA* 

mA2  — B1  • 

* = — AB  (amf+n) 

/nA1  — fi*  • 

Pour  avoir  les  valeurs  de  æ et  de  z en  nombres  entiers  , la 
supposition  la  plus  simple  est,  t“.  mA*  — B2  = i,  à laquelle 
répondent 

x = agAB  — ( mA“  4-  B“  ) /_  „A“, 
z — g ( mA*  B2  ) — AB  ( imf  -J-  n ) j 
a*.  mA2 — B2  = — t , pour  laquelle  on  a 

x = nA»  + ( mA2  4-  B3  ) / — a?AB  , 
z = AB  ( am/  + »)-g  (mA2+  B2). 

La  question  est  donc  ramenée  *à  celle  de  trouver  pour  A deux 
nombres  entiers  propres  à rendre  mA2  — i et  mA2  4-  i des 
carres  parfaits  , parce  que  les  conditions  (i°.)  et  (a*.)  donnent 

mA*  — i = B2 , mA2  -J-  i = B2. 

« ' 

Prenons  pour  exemple,  le  trinôme  • 

5x*  4-  7x  — 8 , 

qu'il  s’agit  de  rendre  un  carré  parfait  par  des  nombres  entiers 
pour  x : on  aura 

m = ^ n — 1 , P — — 8 , 

et  les  deux  conditions 

5A*  — î = B2 , 5A2  4-  i = B2, 

auxquelles  il  faut  satisfaire  en  nombres  entiers.  Pour  la  seconde 
A = 4 donne 

• 5 A2  4*  t 8t. 

Ainsi 

B = g,  mA* -f  B*  = x6t,  nA*  = na,  AB  = 36  : 

t..à 
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de  ces  valeurs  résultent 

(3)...*=  na-f  161/— 73g,  z = 36(io/+7)— iGig-...(4); 

. mais  à l’égard  du  trinôme  proposé , on  reconnaît , après  avoir 
essayé  quelques  nombres  sous  les  deux  signes  , que  la  substi-  * 
tution  4 pour  x,  donne 

5-r1  y x — 8 = 1 00  •, 

* • * w 

on  prendra  donc  4 pour  y et  10  pour  g,  d'après  (a),  et  on 
aura 

x = 36  , z = 82. 

Ces  valeurs  de  x et  de  z , substituées  pour  f et  g dans  les 
formules  (3)  et  (4) , donneront 

, x = 4 > z = 1. 

Nous  ne  trouvons  jusqu’ici  que  les  nombres  4 et  36  qui , substi- 
tués pour  x,  rendent  le  trinôme  proposé  un  carré  parfait. 
Mais  il  est  permis  de  prendre  g négativement,  et  de  poser 

x = iia+  161/4- 73g,  z = 36(io/+7) -f  161g, 

formules  dans  lesquelles  on  écrira  d’abord  pour  f et  g les 

fkombres  4 et  10 , qui  donnent 

% 

x = 1476  , z — 33c a. 

' Ces  valeurs  de  x et  s , écrites  pour  f et  g dans  les  formules 
précédentes , conduiront  à 

x = 475493  > 2 = 1068334. 

En  continuant  de  la  même  manière , on  trouvera  une  infinité 
de  nombres  entiers  propres  à rendre  le  trinôme  un  carré 
parfait. 

On  rendra  5A*—  1 un  carré,  en  prenant  A = 1 , ce  qui 
donne 

B = a , m A*  -f-  B*  = 9 , nA*  = 7 , AB  = a , 


# 
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valeurs  auxquelles  répondent  les  formules 

* = 4g  — 9f~  7.  » = 9g  — aO°/+7)» 

, ✓ 

dans  lesquelles  on  écrira  d’abord,  pour  f et  g , les  nombres  * 
4 et  10,  et  on  aura  * 

x — — 3,  z — — 4- 

Ces  valeurs  de  x et  de  'z , reportées  pour  f et  g d^ns  les 
mêmes  formules,  fourniront 

x = 4,  z = i.o  ; 

mais  en  prenait  g avec  le  signe  — , on  a 

* = — 4g~  Sf—  7»  * = — % — a(«>/+7)  > 

qui , pour  /=— 3et  g = — 4>  donnent 
x = 36 , z = 8a  : 

ces  nombres  36  et  8a  , substitués  pour  y et  g dans  les  deux 
dernières  formules  , donnent 

x = — 65g  , z = — 147a  , 

et  on  trouve  de  cette  manière  une  autre  série  de  nombres  en- 
tiers qui  résolvent  la  question  proposée. 

a8.  Proposons-nous  encore  de  trouver  les  plus  petits  nombres 
entiers  qui , substitués  pour  x et  pour  y , rendront  la  quantité 

Ax"  + B yx"-1  + Cyx"-*  -+- -+■  Ny (1) , 

la  plus  petite  possible , A,  B , C,  etc.  étant  des  nombres  entiers 
positifs  ou  négatifs.  Si  l’on  fait  x—yz  , te  qui  change  le 
polynôme  (1)  dans  le  suivant 

y [ A*"  + B*"’-’  + Czm-*  + -f  N], 

et  qu’on  désigne  par  a , a',  a“,  etc.  les  racines  réellês  , et 
par  C \/ — 1 , fi'.  \/ — 1 , etc. , les  racines  imagi- 
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Ai”  4-  Bi"-‘  + Ci”-*  -f + N=  o (a) , 

le  polynôme  proposé  pourra  ( Ir*  seef.  ) se  mettre  sons  la 
forme  • 

A (x—ay)(x—a[y) . . . [(x— «y)î+C*_y*][(r— «'_y)’+C',_yî])  etc. 

La  question  se  réduit  donc  à faire  ensorte  que  le  produit  pré- 
cédent soit  le  plus  petit  possible.  Que  p et  4 -soient  des  valeurs 
de  x et  de  y correspondantes  au  minimum  , ou  à la  plus 
petite  valeur  du  produit , et  qu’on  prenne  pour  x et  pour  y 
des  valeurs  plus  petites,  il  faudra  que  le  produit  devienne 
plus  grand;  car  autrement,  pour  x—p  et  y—q  , il  ne  serait 
pas  le  plus  petit  possible  ; il  faudra  donc  que  quelqu’un  de 
ses  facteurs  augmente  de  valeur.  Or  si  a,  par  exemple , est 
une  quantité  négative,  le  facteur  p — aq  qui  devient  p-f-aq  , 
diminuera  par  p et  par  q;  et,  dans  le  même  cas,  le  facteur 
(p — «ql’-J-C’q3  diminuera  , si  « est  un  nombre  négatif.  Donc 
les  seuls  facteurs  qui  puissent  croître , lorsque  p et  q dimi- 
nuent , sont  ceux  qui  correspondent  aux  racines  réelles  posi- 
tives , ou  aux  racines  imaginaires  qui  ont  la  partie  réelle  posi- 
tive ; et , par  rapport  à ces  derniers  , il  est  clair  que  leur 
accroissement  ne  dépend  que  de  la  partie  p — «q  , puisque 
C ‘q2  diminue  avec  q.  Ainsi , . dans  le  cas  du  minimum  , les 
valeurs  de  p et  de  q doivent  être  telles  , que  p et  q venant  à 
diminuer , la  quantité  p — aq  augmente , en  prenant  pour  a 
une  des  racines  réelles  positives  de  l’équation  (a)  , ou  une 
des  parties  réelles  positives  des  racines  imaginaires  de  la 
même  équation  , si  elle  en  comporte. 

Soient  r et  s deux  nombres  entiers , positifs  et  premier» 
entr’eux,  moindres  que  p et  q ; il  faudra  donc  qu’on  ait 

• t —r  as  > p — ag  , 

abstraction  faite  des  signes  de  ces  quantités  : or  si  l’on  divise 
le  premier  membre  de  l’inégalité  pÿr  s et  le  second  par  q , 


G 


(*OQ 
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Ainsi  ( Ire  sect. , chap.  XXXI)  ~ » g seront  des  fractions  prin- 
cipales , consécutives  et  convergentes  vers  a , ensorte  que 
ps  — qr  = ±.  1 , 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  (Ir*  sect. , chap.  XXXI)  , lors- 
que la  fraction  ^ est  de  rang  impair  , ou  lorsque  -,est>  a\ 

ou  bien  encore  lorsque  p — aq  est  une  quantité  positive  , et 
l’inférieur,  lorsque  p — aq  est  une  quantité  négative  ; donc 
p — aq , r — as  seront  de  différens  signes.  . 

Il  faudra  donc  réduire  chacune  dès  quantités  a , a',  a",  etc. 
en  fraction  continue  par  les  méthodes  connues , et  en  déduire 
ensuite  Jet  fractions  convergentes  dont  il  s’agit  ; après  quoi 
on  fera  successivemeut  p égal  à tous  les  numérateurs  de  ces 
fractions , et  q égal  aux  dénominateurs  correspondans  , et  celle 
de  ces  suppositions  qui  donnera  la  moindre  valeur  de  la  fonc- 
tion proposée,  sera  nécessairement  aussi  celle  qui  répondra 
au  minimum  cherché. 

Nous  avons  supposé  que  les  nombres  p et  q devaient  être 
tous  deux  positifs  ; il  est  clair  que  si  on  les  prenait  tous  deux 
négatifs , il  n’en  résulterait  aucun  changement  dans  la  valeur 
absolue  de  la  formule  proposée  ; elle  ne  ferait  que  changer 
de  signe  dans  le  cas  de  m impair , puisque  la  proposée  re- 
vient à • à 

'•+»). 

et  elle  demeurerait  absolument  la  même  pour  m pair.  Ainsi 
il  n’importe  quels  signes  on  donne  aux  nombres  p et  q lors- 
qu’on les  suppose  de  même  signe. 

Mais  si  l’on  donne  à p et  q des  signes  différens  , les  termes 
alternatifs  de  la  proposée  changeront  de  signe , ce  qui  eu  fera 
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changer  aux  racines  a , a',  etc. , « ± — 1 , rfc  C'i/ — 1 ; 

de  sorte  que  celles  des  quantités  a , a\etc.  » , etc.  qui  étaient 
négatives  , et  par  conséquent  inutiles  dans  le  premier  cas  , 
devront  être  positives  dans  celui-ci , et  employées  à la  place 
des  autres. 

Donc , en  général , si  l’on  recherche  le  minimum  de  la  for- 
mule proposée , sans  autre  restriction  sinon  que  p et  q soient 
des  nombres  entiers , il  faudra  prendre  successivement  toutes 
les  racines  a , a , etc.,  et  toutes  les  parties  réelles  etc. 

des  racines  imaginaires  de  l’équation 

Ai"  + Bi"—  -f  Czm~3+ -f  N = o ^ 

en  faisait  abstraction  des  signes  de  ces  quantités  ; mais  ensuite 
il  faudra  donner  à p et  à q les  mêmes  signes  ou  des  signes 
difFérens  , suivant  que  la  quantité  qu’on  aura  prise  pour  a , 
aura  eu  originairement  le  signe  plus  (tu  le  signe  moins  , parte 
que,  dans  ce  dernier  cas,  les  substitutions  4-p  et  — q , ou 
— p , 4-  q pour  i et  y,  changent  chaque  racine  négative  en 
racine  positive  qu’on  doit  employer. 

Lorsque  parmi  les  racines  réelles  a , a',  etc. , if  y en  a de 
commensurablçs  , alors  il  est  clair  que  la  quantité  proposée 

deviendra  nulle , en  faisant  ^ égal  à une  de  ces  racines , de 

sorte  que  dans  ce  cas  il  n’y  aura  pas , à proprement  parler  , 
de  minimum;  dans  tous  les  autres,  il  sera  impossible  que  la 
quantité  dont  il  s’agit,  devienne  zéro,  tant  quep  et  q seront 
des  nombres  entiers. 

Fifciors  une  application  de  ces  principes  à la  recherche  du 
minimum  des  fonctions  du  second  degré , de  la  forme 

Ax*  4-  Byx  -f-  Cy* , 

question  qui  revient  à celle-ci  : Trouver  les  valeurs  de  p et 
qui  rendront  la  quantité 

Ap‘  4-  Bpq  -f  CqJ, 
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la  plus  petite  qu'il  est  possible  , dans  l'hypothèse  qu'on  n’ad- 
mette pour  p et  q que  des  nombres  entiers. 

Suivant  la  méthode , il  faut  chercher  les  racines  de  l’équation 

A za  -1"  Bz  ■ -j-  C = o , 

lesquelles  sont 

- ~ B — ^B‘— 4AG  __  — B ± y/p 

Z aA  aA 

% 

Or,  i°.  si  B1  — 4AC  est  un  carré,  les  deux  racines  seront 
commensurables , et  il  n’y  aura  pas  de  minimum,  parce  que, 

par  la  substitution  de  ^ pour  z , on  aura 

+B^  +C  = o=  Apa  + Bpq  4- Cq\ 

s°.  Si  Ba  — 4-^-C  n’est  pas  un  carré  , les  deux  racines  seront 
irrationnelles  ou  imaginaires , suivant  que  Ba — /ÇAC  sera  }> 
ou  < p , ce  qui  fait  deux  cas  qu’il  faut  considérer  séparé- 
ment. Nous  commencerons  par  le  dernier  qui  est  le  plus 
facile  à résoudre. 

Les  deux  racines  étant  imaginaires , on  aura  — pour 

la  partie  toute  réelle  de  ces  racines  , laquelle  devra,  par 
conséquent , être  prise  pour  a ; ainsi  il  n’y  aura  qu’à  réduire 

en  fraction  continue,  la  fraction  — — (prise  abstraction 

faite  du  signe  ) , et  en  déduire  la  série  des  fractions  conver- 
gentes, laquelle  sera  nécessairement  terminée  : cela  fait,  on 
essaiera  successivement  pour  p les.  numérateurs  de  ces  frac- 
tions , et  pour  q les  dénominateurs  correspondans , ayant  soin 
de  donner  à p et  à q les  mêmes  signes  ou  des  signes  diffé- 

rens , suivant  que  — — sera  un  nombre  positif  ou  négatif. 

On  trouvera  de  cette  manière  les  valeurs  de  p et  q,  propre^ 
à rendre  la  formule  proposée  un  minimum. 
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Soit  proposée  , pour  exemple , la  quantité 

4g  x*  — a38x_y  -f-  2go_y*  : 


on  a ici 


A = /(9  • B = — - a38  , C = ago  , 


B"  — 4AC 


B a38  17  . 

'96’  -5Â=l8-  = 7: 


opérant  donc  sur  cette  fraction  — , on  trouvera  les  quotiens 
a , 2 , 3,  à l’aide  desquels  on  formera  ces  fractions  , 


1 

ô' 


a, 

a 

T’ 


5 

a1 


3, 
1 7 . 

7’ 


de  sorte  qne  les  membres  à essayer  seront  1 , 3 , 5 , 17  pour 
p,  et  o , 1 , 2,  7 pour  q.  Si  donc  on  désigne  les  résultats  de 
ces  substitutions  par  R,  on  aura  ce  tableau  : 


P 

‘ <7 

R 

1 

0 

49 

3 

1 

10 

. 5 

3 

5 

>7 

7 

49 

d’où  l’on  voit  que  la  plus  petite  valeur  de  R est  = b,  valeur 
due  aux  suppositions  p = 5 , q~  2. 

' Qu’on  ait,  en  second  lieu,  à chercher  le  minimum  de 

■*  7*“  + aa.ry  -f-  aoy*  : • 

on  a , dans  ce  cas , . . 

A = 7 , B = aa  , C = ao , B*  — 4-Â.C  = — 76  ; 

B 1 

le  radical  est  donc  imaginaire.  La  fraction  — — = — - 
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donnera  ces  quotiens  >,1,1,3,  desquels  on  déduira  cette 
suite  de  fractions  convergentes  , 

# 

1 1 a 3 11 

O -’  1 ’ l’a*  7 ’ 

mais  comme  la  fraction  est  négative , on  devra  prendre  p 
et  q avec  des  signes  différens  ■ et,  par  exemjQe,  q négatif, 
ce  qui  est  indifférent  pour  la  résultat  : on  aura  donc  ce 
tableau  : 


P 

? 

R 

1 

0 

. 7 

1 

— 1 

5 

a 

— 1 

4 

‘3 

Q 

1 1 

1 1 

— 7 

i33 

le  minimum , qui  est  4 > répond  aux  suppositions  a , — 1 ; 
pour  ce  cas,  la  proposée,  en  remplaçant  x par  p,  et  y 
par  q , devient 

7 [(”  + 7 ,)’+  ï 

Soit , en  second  lieu , B“ — 4^C  > o ou  D > o : si  l’équa- 
tion a ses  deux  racines  positives , il  faudra  les  prendre  suc- 
cessivement pour  a , et  faire  la  même  opération  sur  chacune 
d’elles , comme  on  le  verra  dans  les  exemples  ci-dessous  ; 
mais  si  l'une  des  deux  racines , ou  toutes  deux  étaient  néga- 
tives , on  les  rendrait  positives  , en  changeant  seulement  le 
signe  de  B , puis  on  opérerait  comme  ci-dessus  , en  obser- 
vant de  prendre  les  valeurs  de  p et  q avec  des  signes  dif- 
férens. % • • 

Pour  faciliter  les  déterminations , nous  reprendrons  les 


ga  ANALYSE 

valeurs  de  a,  a',  a”,  etc. , trouvées  (17)  , savoir  , 
a < a , 

A(p°—a<f){bq'—p) 

A ( aq'—p ')  (bq'  —p)  ’ 
aq'—p’  ^ A (aq'—p')  (p"—bq") 
\p"-aq“  ^ A(p" — aq“)  (p-bq")  * 


A'< 


A'< 


P* — °9"  ^ A ( p“ — aq‘)(bqm—p" ) . 
a?*- P*  ^ A (acf-p^bq’-p*)  ' 
etc.  * 


...  . , . — 'B+^/D  —B — 

or , a et  b représentant  les  deux  racines — , ^ , 

si  l’on  considère  d’abord  les  dénominateurs , on  trouve  en  ef- 
fectuant les  opérations, 

A ( aq' — p'  ) ( bq'  — p')  = A p'* — A (a  -f-  i)  p'9'  -f-  Aabq'% 

= Ap''+Bq'p'+C<f\  , 

A ( p" — ( p’—  £9")  = Ap"* — A (a  + b)  p°q"+  Aabq’* 

= Ap”‘+BPy+  Cq“%. 

etc. 

Passant  ensuite  aux  numérateurs  , on  trouve 

A (p°  — A90)  {bq1 — p')  = — Aa  — gB  — | i/D , 
à cause  de 

*p°=i,  9°  = o,  p'=  a,  9'  = 1 , £ = ~B  ^ 

(17)  ; [ensuite  , en  tenant  compte  des  valeurs  de  a et  b , on  a ' 
A ( aq' — p)(p" — bq")  — — A p'p"  -\-Aap“q'-\-Abp'q" — Aabq  q" 
= — Ap'p"  — Cq'q’  — i B ( p'q"  4-  9'p") 
4-  ; l/D  (pV — q“p')> 

A ( p"—aq“)  (bq* — p“)  = — Ap"p*4-AapV +A£pV 
— A abq"p" 

= - ApY-CqY-  i B(  pY+q’pTy 

+ ï\/t>Cp’q’—qV) , 
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et  dînai  de  suite.  Qu’on  pose , pour  abréger , 

P°=  A 

F = V*  + BpV  + <V*, 

p*=  A p"‘+  BpY+  <Y*. 

P*=  Ap«“  + BpV+  <*•», 

etc.  ; 

puis 

Q°  = ï B „ 

Q'  = Aa  jB, 

Q"  = Vp"  + l B(pY  + <//)  + C9y, 

Q-  = Ap"p*  + i b (py  + <?>•)  + c9y, 
etc. , 

les  inégalités 

A < a , 

> ^ A(p*—  aq°)(bq'—  p') 

^ ac^-yhv-p')  ’ ' 

A W-p')  (P"~V) 

A (p'W')  (p'-iç")  ' 

A(p"  aq")  (V-p’) 

^ K{aq’-p-){bf-p*)  > 
etc. 

réduites  d’après  les  relations  connues 

P <7  — 7 P =>.  P 7—7  P =—  *»  P 7 “77  =ietc., 
se  transformeront  dans  celles-ci 

• 

* i ^ — Q°+i 

^ po  1 


*"< 


/ < 

A*  < 

A'"< 


— Qf  — I V^> 

p' 

-QM-jVD 

p» 

_<V',_iV/D 

— * — p 

etc. 


CM). 
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.(P). 


F- 

p-=2^! 

— P” 
etc. 


Si  Ton  se  reporte  aux  notations  et  à l'analyse  employées 
( n*.  a$)  , on  reconnaîtra  facilement  que  les  formule* 

B'  — sAa  + B, 

' B'  = sA'a  + B', 

B'"=  aA*X*  4-  B", 
etc. 

«t  "• 

B'*— D 


A'  = 
A*  = 

A'"= 


4A  ' 
B** — D 
4A'  ' 
B*»— D 
4A 


//  i 


rentrent  dans  (N)  et  (P). 

On  demande  quels  nombres  entiers  il  faudrait  prendre  pour 
T et  y , afin  que  la  quantité 

gx*  — i i8x_y  4-  378 y* 

devînt  un  minimum?  On  a 

A = 9,  B = —118,  C = 378  , D = 3i6,  * 
i^D  = K79.  » = 

9 

ainsi  les  deux  racines  sont  positives  , ensorte  qu’on  deyra  les 
employer  successivement. 
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Soit  donc  pris,  en  premier  lieu  , le  radical  avec  lé  signe 
plus  : on  fera  le  calcul  suivant , fondé  sur  les  formules  (M)  , 
(N)  et  (P). 


Comme  Qv"  = Q'  et  P’"  = P',  on  aura 

Q"“=Q',  Q‘*  = Q"7,  etc.  ; PT‘"  = P",  etc., 

de  sorte  qu’on  pourra  continuer  les  séri^  ci-dessus  à l'infini, 
en  ne  faisant  que  répéter  les  mêmes  termes. 

Prenant  le  radical  en  moins , on  aura  le  tableau  suivant. 


a 


: 

I 
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On  peut  s'arrêter  à Olx  = O"'  pt  P1* P'"  » 

. V V ei  r — P , parce  qu  on  ne 

retrouverait  plus  que  les  termes  déjà  obtenus. 

Or  , si  on  considère  les  valeurs  des  ternies  p®,  P'  etc. 
trouvées  dans  les  deux  cas  , et  qu’on  sait  être  celles  de  la 
fonction  proposée,  en  changeant  x en  p et  j eu  q , on  verra 
que  le  plus  petit  de  ces  termes  , est  —3  : dan,  le  premier  cas  , 
cest  le  terme  P , auquel  répondent  p'"  et  q'"  ; et  dans  le 
«coud  cas  >f  c’est  le  terme  P1',  auquel  répondent  p-  et  q'\ 
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Ainsi , dans  le  premier  cas , on  prendra  les  quotiens  x,  X , X , 
savoir , 7 , 1 , 1 , et  l’on  formera  les  fractions  principales  con- 
vergentes 7»  7.  Y’  k *r°isième  S6ra  r ’ eDSOrte  ^ l 0“ 


aura 


= >5,  q"  = 2. 


Dans  le  second  cas  , on  prendra  les  quotiens  X , x',  a",  A*, 
savoir,  5,  i,'i  ,3,  lesquels  donneront  7,  7.  J » de  SOrte 
nue  l'on  aura. 

p”  = 39 , r = 7- 

Mais,  dans  les  deux  cas,  le  terme  — 3 reviendra  au  bout  de 
chaque  intervalle  de  six  termes  : ainsi , dans  le  premier, 

Ÿ"  z=x 3,  P1*  = — 3,  *P,Y  = — 3 , etc.  ; 

dans  le  second , 

p>*  = — 3,  P*  = — 3 , PYY1  = - 3 , .etc.  ; 

conséquemment  on  aura  pour  les  valeurs  satisfaisantes  de  x 
et  y , ou  de  p et  q , 


M . 

P » 9 > 


P“.  9" 


p"  , ; etc.  ; 

p"',  q"'-,  etc.: 


a°.  p'\  q"’,  P',9* 
or  les  valeurs  de  x,  x',  x",  etc.  sont  dans  le  premier  cas , 

7,  1,  1,  5,  3,  a,  1,  1,  i>  5,  3,  2,  1,  1.  1,  5,  3,  etc. 
à l’infini  -,  il  n’y  aura  donc  qu’à  former  les  fractions 

7 8 1B  83  264  Gm  875  i486  a36i  i5a,qt 
7»  7’  "a"*  n’  35’  81  ’ 116*  197’  3i3  ’ 1762’ 

et  on  pourra  prendre  pour  p les  numérateurs  de  la  troisième  , 
de  la  neuvième,  etc.;  et  pour  q les  dénominateurs  corres- 
pondans  ; on  aura  donc 

p=i5,  q = 2,  ou  p = a36i , q=3i3,  ou  etc. 


d 
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Dans  le  second  cas , les  valeurs  de  A , A',  A",  a'",  etc.  seront 

5,  1,  i,  3,  5,  1 , îj  2,  3,  5,  1,  1,  1,  2,  etc. , 

1 

parce  que 

A1*  = A'",  A*  = A1». 

On  formera  donc  les  fractions 

5 6 1 1 3q  aoG  9.45  4^*  6q6  1843  Gaa5  3aqG8 

ï’  ï*  T’  ■7»  37’  ”44  ’ "ÎT’  >25’  33T'  1778’  ~5^T‘ 

et  les  fractions  quatrième , dixième  , etc.  donneront  les  valeurs 
de  p et  q , lesquelles  seront 

p = 3q  , q — 7,  ou  p = 6 2q5  , 9 = m8,  etc. 

De  cette  manière , on  pourra  trouver  par  ordre , toutes  les 
valeurs  de  p et  q qui  rendront  la  formule  proposée  = — 3 , 
valeur  qui  est  la  plus  petite  qu’elle  puisse  recevoir. 

On  pourrait  proposer  de  trouver  la  plus  petite  valeur  posi- 
tive de  la  même  formule;  elle  est  5 dans  lès  deux  cas,  et  on 
aura , par  les  fractions  ci-dessus  , » 

> 

p—  83,  9=11,  ou  p=i3aqi,  9=1762,  etc. 

p=  u,  9 = 2,  ou  p = 1 840 , 9 = 35i,  etc. 

Ceux  qui  désireraient  approfondir  cette  matière  , feront  bien 
de  consulter  la  Théorie  des  Nombres , par  M.  Legendre , les 
Mémoires  de  f Académie  de  Berlin,  années  1767  et  1768, 
<et  le  deuxième  volume  de  \' Algèbre  d'Euler , Additions  par 
M.  Lagrange. 
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CHAPITRE  V. 

Evaluation  des  sommes  des  puissances  entières  , 

positives  et  négatives  des  racines  d’une  équation. 

Application  de  ces  formules. 

2() . Ijes  sommes  des  puissances  d’un  même  exposant , tant 
positives  que  négatives  de  toutes  les  racines  d’une  équation', 
jouissent  de  la  propriété  de  pouvoir  toujours  être  traduites  en 
coefliciens  de  cette  équation:  nous  verrons  bientôt  qu’il  en  est 
de  même  de  toute  fonction  invariable  ou  symétrique  des  ra- 
cines , c’est-à-dire , de  toute  combinaison  de  ces  racines  dont 
la  valeur  numérique  reste  la  même  , en  faisant  dans  la  fonc- 
tion tous  les  ^changes  possibles  entre  les  racines.  On  trouvera 
dans  les  chapitres  suivans  l’emploi  des  formules  que  nous  allons 
faire  connaître. 

La  proposition  dont  il  s’agit,  peut  s’énoncer  ainsi  : il  existe 
entre  les  sommes  de  puissances  semblables  de  plusieurs  quan- 
tités et  leurs  sommes  de  produits  deux  à deux,  trois  à trois, 
quatre  à quatre , etc.  , des  relations  soumises  à une  loi  régu- 
lière , et  telles  que  les  premières  peuvent  toujours  être  exprimées 
en  fonctions  rationnelles  et  entières  des  dernières  , et  réci- 
proquement. 

Soit  donc  l’équation 

x”  — Axm~‘  + Bxm-*  — Cx”1- 3 + Y = o. . .„(M), 


a , b , c , d , etc.  étant  les  racines  : on  aura  l’identité 

xm  — Axm—  -f  Bx'"—  — — Tx  + V 

= (x — a ) (x — b)  (x — c)  (x — d)  etc (N)  , 


* 
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qui  sera  encore  vraie  en  écrivant  x 4 1 pour  x , x et  i étant 
quelconques , puisque  le  premier  membre  est  un  produit  effec- 
tué , et  le  second  un  produit  indiqué  ; ensorte  que  i 

(x-\-i)m — A (c+i)m-'+B (x+Q"-3— . . . T(x-fO-fV 
= [(x— fl)  4-  *]  [(x— b)  4-  i]  [(x— c)  4-  «3  [(x — c£)4- 1]  etc. 

On  aura  donc  entre  les  coefficiens  de  la  première  puissance 
de  i,  l’identité 


rnxm-‘ — A (m — i)  xm  a4~B  (m — a)  x"1-^  etc.  — T 
= (x — b)  (x — r)  (x — rî)  etc. 

4“  (x — a)  (x— c)  (x — d)  etc. 

4"  (x — a)  (x — b)  (x — d)  etc (P)  , 

etc. 

dont  le  second  membre  est  la  somme  des  quotiens  que  l’on 
obtient  en  divisant  le  produit  de  tous  les  facteurs  de  la  pro- 
posée , successivement  par  chacun  de  ces  facteurs.  Divisant 
(P)  par  (N) , il  viendra 

mxm~‘ — A (m — i)  xm— “4  B (m — a)  x"-3 — T 

x"—  Ax”-‘  4 Bxm~a ; . Tx4-  V 


x — a — x — b ~ x — c 
mais 


i . i 

4 rzi3  etc- 


— î—  = -4^  + 3 + etc., 
x — a x -x  x3 

_■=*  + *+*  + *>«■. 
X — b X X%  3? 

1 1 , C cft  1 

x — c X ~ X*  ' xs  ‘ 


•(Q)i 


etc. 


Posons  donc  , pour  abréger. 


t 


a 


Digitized  by  Google 


I 


103  ANALYSE 

a "f-  b c -j-  d -f-  etc.  S, 

c*  4 b%  4 o*  4 d*  4 etc.  = Sa , 

fl-1  + b3  4 c3  4-  iP  4-  etc.  = S3> 

etc. 

am4-  bm  + c"  + dm  + etc.  = S*  , 

S,,  S,,  S3 Sm  étant  des  fonctions  à évaluer;  l’identité 

((^)  deviendra 


mx"  1 — A (m — i)xm  — a)  xm  3 — T 

je*1  — Ax"1- 1 4 Bx"1- * — — Tx  4 V 


m S,  S,  S3 

7+T'Tï?  + *+- 


1 i 


-f-  etc. . . .(R). 


Multipliant  les  deux  membres  de  (R)  par  le  dénominateur 
du  premier  , on  obtiendra 


mx'**1 — A (m — 1)  x"*"s+B  (m — a)  x”1"3 — C (m — 3)x*"i-+-... — T 

xm-<+  etc. 


= mxn~  ' — m A I x™- *4  m B 

xm~3 — mC 

+ S,  I -AS, 

4 BS, 

4 s» 

—AS» 

+ s. 

De  la  comparaison  des  coefliciens  des  puissances  semblables 
de  x,  résulteront  les  égalités 


m — m , 

S,  — mA  ==  — (m  — 1 ) A, 
S»  — AS,  4 mB  ==  (m  — a ) B , 
S, — AS»  4 BS,  — mC  = — (m  — 3)  C, 
etc. 

desquelles  on  déduit  * 

S,—  A = o.:...(i), 

S,  — AS,  4 2B  =.  o. . . . . (a)  , 

S3—  AS»  + BS,  — 3C  = o (3), 

S«  — AS,  -f  BS»  — CS,  -f  4D  = o (/,)  , 

etc. , 


é 


* 
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résultats  dont  la  loi  est  facile  à saisir  ; mais  on  observera  qu'il» 
supposent  les  signes  de  l'équation  alternatifs. 

On  remarquera  qu’en  multipliant  le  second  membre  de  (R) 

g 

par  xm,  le  terme  multiplié  par  x*1,  donne  pour  produit 

♦ m ffi 

S,„x~‘  ) celui  de  V par  le 'premier  terme  — , est  mVx-1  ; 

rnsorte  que  le  coefficient  total  de  x~ ',  est 

S„ — AS«_,  -f-  BSm.j, — + mV  = o, 

ou  , en  observant  que  m = S0, 

Soi  ASm_,-f-  BSm — a CSm_j-4-  . , . .-4“  VS  = O.  . . (S)  , 

parce  que  le  terme  de  même  exposant  de  x dans  le  premier 
membre , est  o X V = o.  Les  sommes  S, , S»  , Sj....Sm  dé- 
pendent visiblement  du  premier , des  deux , trois , etc.  pre- 
miers coefliciens  de  l’équation , et  enfin  S„  dépend  de  la  totalité 
de  ces  coefliciens. 

g 

En  multipliant  le  terme  par  x1"  dans  (R) , on  trouve 

Sm+Ix~ 1 ; d’autre  part,  en  remontant  vers  la  gauche,  on  a le 
S 

produit  de  — j par  V,  qui  est'\S,x~ d’où  l’on  conclut  pour 

le  coefficient  total  de  x“*, 

S„+I  - AS„  + BS„_,  -....+  VS,  = a. ...  (T) , 

parce  que  celui  de  x~*  dans  le  premier  membre  de  (R) , est 
encore  nul. 

On  peut  comprendre  les  formules  (S) , (T)  , etc.  dans  une 
seule.  A cet  effet,  multiplions  l’équation  (M)  par  x",  et  nous 
aurons 

A.rm+»-,-f-Bx"+'— s— Cx"”t-,,-3-f-...— Tx'+’+Vx^o-, 
les  substitutions  x = a,  = h , = c , = etc.  dans  la  précédente,. 


* 
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am+n—\am+"~'-\-ü a’”*"'-1—. . . Tn"+1-fVn"  = o.  . . .(U)  ; 

, — Tbn-*-'+\bn=zo (V)  , 

etc. 

Ajoutant  toutes  ces  équations  , on  aura  , d’après  la  notation 
adoptée , 

Sm+n-*  ASm+B_,4-BSB+B_,— — TS„+,+VS„  = o. 

Faisant  dans  cette  formule  n =o , = 1 , = 2 , etc. , on  re- 
trouve les  formules  (S)  , (T)  , etc. 

On  observera  que  les  formules  (1),  (2),  (3)  , (4) , etc.  ne 
donnent  les  sommes  des  puissances  des  racines , que  jusqu’à 
celles  de  l’ordre  m — 1 inclusivement , et  qu’il  faut  ensuite  » 
pour  les  puissances  de  l’ordre  rn  et  celles  au-dessus  , recourir 
aux  formules  (S)  , (T)  , etc. 

Faisons  quelques  applications  numériques.  L'équation  du 
troisième  degré 

x3  — ax  — 5 = o. 

* s 

comparée  avec  la  proposée  , donne 

A = o , B = — 2,  C — -f-  5 j D = o , etc.  ; 

reportant  ces  valeurs  dans  les  formules  (1)  , (2),  (3)  , (S)  , 
(T) , etc. , on  en  déduit  les  suivantes  , 

S,=o,  Sa=4,  Ss=  îff,  S4  = 8,  Ss=  5o,  Ss  = gi,  etc. 

L’équation  du  quatrième. degré  4 

ar*  — x3  — igxa  -J-  49r  — 3o  = o , 

donne 

A — 1 , B = — ig,  C = — 4g,  D = — 3o. 

Ces  substitutions  faites  dans  les  formules  (1),  (2),  (3),  etc., 

(S)  , (T) , etc.  donnent 

# 

S,  = 1 , S,  = 3g  , S3  = — 8g , S*  = 723 , etc. 


i 
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3o.  ‘Les  formules  précédentes  servent  encore  à approcher 
de  la  plus  grande  des  racines  a,  b , c , etc.  de  la  proposée. 

En  effet , il  est  clair  que  si  toutes  les  racines  sont  réelles  , et 
si  la  racine  ô est , par  exemple  , la  plus  grande , abstraction  ■ 
faite  du  signe  , la  puissance  a ^ surpassera  d'autant  plus  la 
puissance  de  même  ordre  des  autres  racines  , et  même  la 
somme  de  ces  puissances , que  l'exposant  n sera  plus  grand  ; 

d’où  il  suit  que  , et  étant  deux  termes  consécutifs 

dans  la  suite  des  sommes  des  puissances  successives  des  ra- 
cines , on  aura  , à très-peu  près , 


en  observant  que 

= a?  + + c/*  + etc. , 

Su_,  = n/*-1  -f  bu~'  + c*-'  4-  etc.  : 

or  cette  valeur  de  la  racine  a sera  d’autant  plus  approchée  ; 
que  les  termes  S^_f  et  seront  plus  éloignés  de  la  naissance 

de  la  série  Sol  S, , S, L’illustre  Lagrange  observe  et 

démontre  ( Résol.  des  Êquat.  numer.  ) que  cette  méthode  ne 
sera  en  défaut , à cause  des  racines  imaginaires , qu’autant 
qu’il  s’en  trouvera  pour  lesquelles  le  produit  réel  des  deux 
racines  correspondantes  , sera  plus  grand  que  le  carré  de  la 
plus  grande  des  racines  réelles. 

Appliquons  cette  méthode  à la  recherche  de  la  plu» 
grande  racine  de  l’équation 

x3  — 3jt*  4*  4 ==  0 > 

pour  laquelle  on  a ’ . 

m = 3,  A = 3 , B = o,  C = — 4, 
et  cette  suite  de  valeurs  des  sommes  des  puissances  dei 


•t 

f 
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racines , savoir  : • 

S,  = 3 , S»  = 3 , Sj  = ^ , S4  = i5  , 

S5  = 33  , Se  = 63,  S,  = 129,  îjj=  255, 

S3  = 5i3,  S,0=  1023,  etc., 

dont  les  termes  sont  tels,  que  le  quotient  de  chacun  , divisa 
par  le  précédent , converge  rapidement  vers  la  racine  2 qui 
est  en  effet  la  plus  grande  des  trois  racines. 

3i.  Par  l’hypothèse  x = ~,  d’où  y = - , le  problème 

y x 

serait , quant  à la  transformée  , le  même  que  le  précédent  , 
sur  la  proposée.  Mais  on  pourra  calculer  directement  les 
formules  des  sommes  des  puissances  négatives.  Pour  cela  ^ 
on  développera  les  fractions 

1 1 1 

x — a*  x — b ’ x — c‘ 

qui  forment  le  second  membre  de  l’identité  (Q) , etc. , suivant 
les  puissances  positives  de  x , ce  qui  donnera  la  suivante , 

mi"-1 — (m — i)Axm-*+  (m — 2)  Bxm—! — . . . . — T 
x"‘—  Axm—  -f  Bxm~'1 — Tx  + V 

5=~G+ï+^+ etc-)  ~ (i + ? + r* + etc) x “ etc- 

= — ,S  — aSx  — 3Sx*  — etc.  , 

en  désignant  par  ,S , ,S  , 3S  , etc.  les  sommes  des  premières , 
secondes , etc.  puissances  négatives  de  la  proposée.  Les  termes 
de  la  fraction  qui  forme  le  premier  membre  , étant  écrits  dans 
un  ordre  inverse,  on  aura 

— T + aU  x — 5RX1  -f-  4QX3  — etc. 

V — Tx-f-  Ux* — Rx‘  -f-  etc. 

t = — ,S  — ,Sx  — 3Sx* — etc (R'). 
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Ensorte'  que  multipliant  les  deux  membres  de  (R')  par  le 
dénominateur,  et  comparant  ensuite  les  coefTiciens  des  puis- 
, aaaccs  semblables  de  x , ou  trouvera  ces  formules 


etc. , 


dont  les  seconds  membres  forment  une  série  récurrente  ayant 

T U 

pour  échelle  de  relation  (Ire  sect. , chap.  XX) , — , — — , 

+ v » e,c- 

On  trouve  dans  le  n°  8 du  tome  III  des  Annales  de  Ma- 
thématiques , une  démonstration  de  ce  théorème  , due  à 
M.  Gerganne , laquelle  ne  suppose  que  la  théorie  des  combi- 
naisons, et  qui , suivant  ce  géomètre,  est  plus  courte  et  plus 
simple  que  celles  que  l’on  déduit  de  la  théorie  des  équations. 
On  peut  encore  consulter  le  n°  1 du  tome  IV  des  mêmes  Annales. 


Sa.  Il  est  évident , à la  simple  inspection  des  valeurs 

,s  = i + T + 7 + etc- 

*s  = i + £ + ? + etc’  ' 

5S  = i + b + ? + etc- 


etc. , 

que  si  a est  la  plus  petite  racine  soit  positive,  soit  négative,  la 


< 
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puissance — surpassera  d’autant  plus  la  somme  des  puissance* 
af* 


semblables  des  autres  racines , que  cette  racine  sera  plus 
petite  que  chacune  des  autres , et  que  l'exposant  n sera  plus 
élevé.  Par  conséquent,  si  //_,S  et  sont  deux  termes 


consécutifs  de  la  série  ,S  , aS , jS  , etc.  , le  quotient 


»-.S 

„s 


approchera  d'autant  plus  de  la  valeur  de  la  plus  petite  racine 
réelle  de  l'équation  , que  ces  termes  seront  plus  éloignés  de 
l’origine  de  la  série.  Aiusi  cette  série  servira  à trouver  la  plus 
petite  racine.  Lagrange  observe  encore  que  les  racines  ima- 
ginaires n’empécheront  pas  l’approximation  vers  la  plus  petite 
racine  réelle  , pourvu  que  le  carré  de  cette  racine  soit  en 
même  temps  plus  petit  que  chacun  des  produits  réels  de» 
racines  imaginaires. 
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CHAPITRE  VI. 

Evaluation  des  coejficiens  de  ï équation  aux  carrés 
des  différences  des  racines , en  coejficiens  de 
l’équation  donnée. 

33.I-JA  formation  de  l’équation  qui  donne  les  carrés  des 
différences  entre  les  racines  d’une  équation  proposée , devient , 
dans  quelques  cas  , très-laborieuse , lorsqu’on  a recours  à 
l'élimination  (lr*  sect. , chap.  XXVIII).  Cette  équation  étant 
d’un  usage  fréquent  dans  la  résolution  des  équations  numé- 
riques , il  sera  bon  d’avoir  des  formules  qui  donuent  ses  coelfi- 
eiens  au  moyen  de  ceux  de  la  proposée. 

Soient,  à cet  effet,  l’équation 

xn  — Axm~'  + Bjc"-’  — Cx"— 3 + + V = o ; 

• 

a,  b,  c,  etc.  ses  racines,  A',  B',  C',  etc.  les  coeflïciens  de 
l’équation  aux  carrés  des  différences  : il  s’agit  donc  d’évaluer 
A',  B',  C' , etc.  en  A , B , C , etc.  On  est  parvenu  ( chap  V • ) 
aux  relations 

S,  — A = o 
Sa  — AS,  -f-  aB  — o , 

S3  — ASa  + BS,  — 3C  = o , 
etc. 

qui  donnent  les  sommes  des  puissances  des  racines  en  coeüi- 
ciens  , et  réciproquement  j ensorte  que  la  question  se  réduit 
à évaluer  en  A , B,  C , etc. , les  sommes  des  puissances  des 
racines  de  l’équation  aux  carrés  des  différences  ; car  rempla- 
çant dans  les  formules  précédentes,  S,,  S,,  S3,  etc.  par  ces 
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expressions  , les  valeurs  de  A , B , G , etc.  qu'on  en  déduira 
seront  celles  de  A',  B',  C',  etc.  Telle  est  la  marche  de  la 
solution. 

Considérons  donc  cette  suite  de  binômes  en  nombre  m , 

(x — a)“-f-  (x — (x— c)"-f-  (x — etc. , 

lesquels  développés  suivant  les  puissances  descendantes  de  x , 
donnent 

(x — a)"-f-  (x — (x — c)*-f-  (x — </)"-}-  etc. 

= mx” — n (a  b -f-  c -f-  d -f-  etc.  ) x1*-1 

-f-  -*  ‘ ” a * ( a*-f-  h“-f-  c«+  etc.  ) x*- * 


s 


_ V"  -ü(a^+y+e»+iP+etc.)g«-<i+etc. 

= mi* — nS,x"— — - S,x"-1 
1.2 


n.n — 1 .u — a 

î .a.  3 


Sjx*-3  + etc. , 


S,  , Sa  , Sj  , etc.  ayant  meme  acception  que  ci-dessus.  Si  , 
dans  cette  identité  , on  fait  successivement  x — a , ~b, 
~c , etc. , et  qu’on  ajoute  tous  les  résultats , le  premier  membre 
représentera  la  somme  du  degré  n des  différences  entre  le* 
racines  de  la  proposée  , et  on  aura* 

(« — i)"+  (a — c)"-{-etc.  -f-  (b — a)"+(i — c)"-4-  etc. 

-f-  (c — a)"-f-  (c — etc. 

= m(an-f-  bn-f-  c"-f-e te.)  — nS,  (a"— '•+-  i"-l+c"-,-|-etc.) 

-f-  -1'1  - ■■  S,  ( a"—*- f-  6*~*+  c~+  etc.)  + etc. 


= mS„ — nS,S„_t  -f- 


1 .2 


— — S„S0  J 


le  signe  -f-  ayant  lieu  pour  n pair  , et  le  signe  — pour 
n impair. 

Dans  l'hypothèse  de  n nombre  impair  , le  premier  membre 


I 
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se  réduit  à zéro  par  la  destruction  mutuelle  de  tous  les  ternies , 
puisque,  dans  ce  cas,  les  puissances  conservent  les  signes  des 
racines  qui  sont  égales  deux  à deux,  et  de  signes  diffé- 
rens  : le  second  membre  devient  nul  de  lui-même , en  obser- 
vant que  le  dernier  terme  — S„S0  détruit  le  premier , à cause 
de  S „ = m,  que  l’avant-dernier  détruit  le  second,  et  ainsi  de 
suite  ; ensorte  que  le  nombre  des  termes  étant  pair , il  ne  reste 
rien  du  second  membre.  Cette  analyse  ne  fournit  donc  aucune 
conclusion  dans  ce  cas.  Mais  lorsque  n est  un  nombre  pair 
= 0/*  , l'identité  précédente  donne  , en  désignant  son  premier 
membre  par  l<r,A , 

btm=  s,Sa/u_I-f  S-Aft-i 


H^SjS^+etc. 


Comme  les  termes  du  second  membre  sont  les  mêmes  à des 
distances  égales  de  celui  du  milieu  qui  contient  S .S  , en 
réunissant  ceux  qui  sont  égaux,  tous  les  termes  du  dévelop- 
pement , excepté  celui-là,  seront  multipliés  par  9 ; c’est 
d’après  cette  considération  qu’on  a adopté  la  notation  a «•  , 
qui  d'ailleurs  représente  le  double  de  la  somme  des  puissances 
des  racines  de  l’équation  aux  carrés  des  différences.  Divi- 
sant donc  de  part  et  d’autre  par  a , on  aura  cette  formule 
générale  , 


,rtA—  mS3jU  — a^S,S  , + 2ft. 


2 fit—  1 


sas, 


. 2^—1  9.(t 5.  ^ 

2-“  • — 3— S3  • SaA«-3  • 


2/u— a 

,P(S„)’ 


Pour  avoir  le  coefficient  P de  ce  terme  du  milieu , on  fera 
m = Qf  et  1»  = ft  dans  le  terme  général  des  cocfliciens  du 
binôme  (I”  sect. , chap.  XII) 

m . (m — 1 ) (m — 2)  (m — 3) [m  — (n — 1)3 

1 . a . 3 '.  4 re  ’ 
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Oifi  1 Ift 2 2/i  3 


A»  4-  « 


ensorte  que 

*>  = mS3/x 


= mS3„ — ^S,S3iU_,  + S.S 


— î-u 

±:  9^«. 


V—  • ■ ■ a 

2«  — i o.ft  — a 


i^ifx — a 

S3Sau-3"l 


a 3 a'“* 

a,K  — î Oft  — a • j“+»  (■%[)* 


a 


le  signe  -(-  correspondant  à fi  nombre  pair,  et  le  signe  — 
à fi  nombre  impair,  ayant  d'ailleurs  soin  d’observer  que  le 
terme  qui  , pour  une  valeur  de  fi , contiendra  le  produit  de 
deux  sommes  de  même  indice  , deviendra  le  dernier  terme 
et  devra  être  divisé  par  a.  Faisant  dans  cette  formule  fi=  î , 
= a , = 3 , etc. , on  aura  en  sommes  des  puissances  des 
racines  de  la  proposée , et  conséquemment  en  coefliciens  A , 
B , C , etc. , les  sommes  des  puissances  première , seconde  , 
troisième , etc.  des  racines  de  l’équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences , c’est-à-dire , 


(a — è)’-f-  (a — c)“  -f-  etc.  -f-  (b — r)*  -f-  etc.  = r, , 

(a — by  + (a — r)*  + etc.  -f-  (b — r)*  -f-  etc.  = tr„ , 

(a — b)6  -f-  (a — r)6  -f-  etc.  -f-  (b — r)6  -f-  etc.  = rj , 

* etc. 

On  remarquera  que  nous  avons  employé  la  notation  pour 
avoir,  par  «■,,«■»,  0-3 , etc. , les  représentations  des  premières 
puissances  et  des  puissances  successives  des  racines  en  ques- 
tion. Remplaçant  dans  les  formules  ( M ) , Sr , Sa  , S7  , etc. 
par  r, , ra  , r3 , etc.  qu’on  sait  maintenant  évaluer,  et  chan- 
geant A , B , C , etc.  en  A',  B',  C',  etc. , ou  obtiendra 
celles-ci. 
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A'  = r,  , 

■o,  AV,— r, 

B = — S-  * 

rv  _ BV,—  AV,-)-  r3 
C = 5 » ' 


1 15 


' I)'  = 
etc. 


C V,—  BV,-f-  AV3—  i 


4 

etc. 


Les  relations  précédentes  sont  en  nombre  L?  f 

parce  que  l’équation  aux  carrés  des  différences , est  du  degré 


m (m  — î ) 


= * : pour  en  déduire  les  coefliciens  A'  , B'  , 


C',  etc.,  il  faut  connaître  les  sommes  r,  , r».  ...r  , ce  qui 

exige  qu’on  connaisse  aussi  S,  , S, Saf , on  qu’on 

■Sait  traité  m (m  — i ) équations  entre  ces  dernières  somme* 

et  les  coefliciens  de  la  proposée  : cela  fait , on  aura  ^ — — 

quantités  r,  , <r , rf  à évaluer  ; et  enfin  ™ ^ î-2 

coefliciens  A',  B',  C',  etc.  à calculer , ce  qui  donne  en  tout 

m (m  — t)  -f-  ^ — ou  2m  (m  — i ) formules  à 

traiter. 

Soit , par  exemple  , l’équation  déjà  considérée  (6)  , savoir , 
r3  — as  — 5 = o : 

l’équation  aux  carrés  des  différences  sera  de  même  degré 
et  de  la  forme 

_y3  — A'y  ■+•  B^y  — C'  = o. 

On  a.  pour  la  proposée  , • » 

A—  o,  B = — a , C = 5 , 

8 
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H4 

d’où  résultent' 

S,  = o , S.  = 4,  Sj=i5,  S4=8,  Ss=5o,  S8=gtî 
donc 

^,=  13^  r,=  7 3,  »î  = — 1437; 

et  de  là, 

A'  = ta,  B' = 36,  C'=  — G43 , 

«nsoste  que  l’équation  cherchée  sera 

y3  — 1 33^  -j-  36 y + 643  = o. 

34.  Nous  donnerons  pour  les  second , troisième  et  quatrième 
degrés , les  coefficiens  de  l’équation  aux  carrés  des  différences  , 
exprimés  au  moyen  de  ceux  des  proposées. 

Pour  l’équation 

•»  x*  — Ai  +.  B = o , 

2.1  , ' 

l’équation  aux  carrés  des  différences , sera  du  degré  — = 1 , 
et  conséquemment  de  la  forme 

y — A'  = o, 

et  on  trouvera 

A'  = A*  — 4B, 

ensorte  que  . 

y = (a  — by  = A*  — 4B  , 

a et  b étant  les  deux  racines  : on  en  déduit 

a — b = |/A*—  4B  ; 

d’ailleurs , 

a 4*  ^ = 4"  à y 


donc 


formules  connues. 

Pour  l’équation  la  plus  générale  du  troisième  degré  , 

*5  — Ax*4-Ex  — €r=o. 


y 
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•telle  aux  carrés  des  différences  est  du  même  degré,  et  con- 
séquemment de  la  forme 

y2  — A'y*  -f-  B 'y  — C'  = o, 

et  on  a 

A'  = a(A’ — 3B) , 

B'  = ( A“  — 3B  )*, 

„ 4 (A* — 3B)  (B3 — 3AC)  — (9C — AB)* 

— 3 

donc  pour  que  les  racines  soient  toutes  réelles,  il  faudra  que 
l’équation  aux  carrés  des  différences  , n’ait  que  des  variations 
de  signes  (Ire  sect. , chap.  XXVIII  ) , ou  qu’on  ait 

A* — 3B  > o , 

4 (A3 — 3B)  (B*— 3AC)  — ÇgC— AB)3>o  : 

si  l’une  de  ces  conditions  manque , l’équation  aura  deux  racines 
imaginaires. 

Soit  maintenant  l’équation  générale  du  quatrième  degré 
xi  -j-  Bx3  — Cx  -f-  D = o , 
débarrassée  de  son  second  terme  : le  degré  de  l’équation  aux 
carrés  des  différences  , sera  — = 6 : ainsi  cette  équation 
sera  de  la  forme 

y—  a y + By — cy+  ny— e>  + r = o , 

et  l’on  trouvera  , par  la  même  méthode  , 

A'=— 8B, 

B'=?t22BH-8D, 

C = — 1 8B  ’+ 1 tBD+aGC*, 

D'=  i7B‘+24B*D— 7-  i6D*-f3.  iGBC*, 

E'  = — 4BS— n . 27C*B3— 8 . 27C*D+ 3 . 43BD*— a . 4*B,D , 

F'  ==  4«D3— a3 . 4»B*D*+4* . 3*C3BD+4».  B*D— 4C*B1— 3^; 

8.. 
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donc  si  la  quantité  exprimée  par  F'  est  négative , auquel  cas 
l'équation  aux  carrés  des  différences  aura  (Ir*  seet.  ) deux 
racines  réelles  , l'une  positive,  l’autre  négative,  la  proposée 
aura  nécessairement  deux  racines  réelles  et  deux  imaginaires  : 
mais  si  cette  quantité  F'  est  positive , la  proposée  aura  toutes 
sas  racines  réelles  ou  imaginaires  , parce  que  le  nombre  de* 
carrés  des  différences  , soit  positifs,  soit  négatifs  , dont  le  pro- 
duit est  F',  devant  être  pair , tous  ces  carrés  seront  positifs  , 
ou  le  nombre  des  négatifs  , sera  pair  : cela  posé,  toutes  les  racines 
seront  réelles  , si  tous  les  coeiliciens  A',  B',  C',  D',  E',  F'  sont 
, positifs , ou  si  l’équation  aux  carrés  des  différences  , n’a  que 
des  variations  de  signes  ; donc  elles  seront  toijtes  imaginaires , 
si  F'  étant  positif , un  seul  ou  quelques-uns  de  ces  coeiliciens 
sont  négatifs  , puisqu’alors  il  y aura  quelques  permanences  de 
signes  (ll'sect.,  chap.  II). 
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CHAPITRE  VIL 

Des  fonctions  symétriques  ou  invariables  des  racines  : 
elles  peuvent  toujours  être  exprimées  en  cocjficiens 
de  ï équation. 

t 

Sô.lN'ous  avons  déjà  vu  (Il'sect. , chap.  V)que  les  somme» 
des  puissances  de  même  ordre  , entières , tant  positives  que 
négatives , de  toutes  les  racines  d’une  équation , peuvent  être 
traduites  d’une  manière  rationnelle  eu  coelficiens  de  cette  équa- 
tion. Ces  sommes  de  racines  sont  des  fonctions  symétriques  et 
invariables , c’est-à-dire , des  fonctions  qui  ne  changent  pas 
en  faisant  entre  ces  racines  tels  échanges  que  l’on  voudra  : 
telles  sont  les  sommes  des  produits  différens  aàa,  3 à 3, 
4 à 4 , etc.  qu’on  peut  faire  avec  les  racines  d’une  équation. 

Qu’on  prenne  quatre  lettres  a ,b , c,  d,  et  qu’on  en  fasse  tous 
les  arrangemens  possibles  aàa,  lesquels  sont  au  nombre  de  a4 , 
puis  qu’on  donne  à la  première  lettre  à gauche  , l’exposant  p , 
et  à la  seconde  l’exposant  q , et  on  aura  une  fonction  inva- 
riable ou  symétrique  de  ces  quatre  lettres. 

Qu’on  arrange  ces  quatre  lettres  3 à 3,  ce  qui  donnera 
34  arrangemens , puis  qu’on  donne  l’exposant  p à la  première 
lettre  à gauche  de  chaque  arrangement , l’exposant  q à la 
lettre  du  milieu,  et  l’exposant  r à la  dernière.,  et  on  aura' 
une  fonction  symétrique  de  24  termes  entre  les  trois  racines 
affectées  chacune  d’un  exposant. 

Toutes  ces  fonctions  et  celles  qu’on  formerait  de  la  fuême 
manière  , resteront  invariables  par  toutes  les  permutations 
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qu’ort  pourra  faire  entre  les  lettres , ainsi  qu’entre  les  exposans 

de  ces  lettres. 

• • 

36.  Le  nombre  des  lettres  étant  m , et  celui  des  exposans 
étant  n , le  nombre  des  ternies  qui  composent  la  fonction 
symétrique , sera 

m (m — 1)  (m  — a) (m  — n+i): 

en  effet , le  nombre  des  lettres  étant  m,  on  fera  tous  les  pro- 
duits différent  de  m lettres  n à n , dont  le  nombre  sera 

\ 

m (m — t)  (m — a) (m — n-f-i) 

n (n — 1)  (n — a) ,3xaXi  ’ 

mais  les  exposans  en  nombre  n , devant  être  distribués  sui-. 
vant  tous  les  arrangemens  qu'ils  peuvent  donner  entre  les  n 
• lettres  de  chaque  produit , chacun  d’eux  donnera 

n(n — i)  (a. — a) 3 Xa  X t termes  : 

multipliant  ces  deux  dernières  formules  l’une  par  l’autre , on 
aura  le  produit  ci-dessus. 

La  fonction  invariable  formée  du  produit  des  quatre  lettres 
a,  b , c , d sous  les  exposans  p , q,  r , s,  aurait  a4  termes, 
puisque , dans  ce  cas , m = n = 4* 

Soit  encore  la  fonction  symétrique  dont  les  termes  sont  tous 
de  la  forme  c4èsc’d  , fonction  que  nous  désignerons  , pour 
abréger  , de  cette  manière  , T . a*Pc*d  : si  les  lettres  sont  au 
nombre  de  six , on  aura  m = 6 , n = 4 > et  pour  le  nombre 
des  termes,  6. 5. 4- 3 = 36p. 

Si  le  nombre  des  lettres  étant  7 , on  a pour  terme  général 
de  la  fonction,  T .à<b*c‘def,  comme  l’exposant  1 est  répété 
trois  fois , et  l'exposant  2 deux  fois , on  divisera  le  produit 
7. 6. 5. 4-3. a par  3. a.  1.9.1,  ce  qui  donnera  420  termes  de- 
là forme  supposée.  La  raison  de  cette  division  est  trop  facile 
à trouver  , pour  que  nous  nous  y arrêtions. 
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' S7.  Nous  rappellerons  d’abord  les  formules  obtenues  (ch.  Y), 
et  que  nous  écrirons  ainsi  : 

Sa  =r  A 

Sa3==  A.  Sa  — 2B 
Sa3  = A . Sa3 — B . Sa  +3C 
Sa*  = A . Sa3 — B . Sa*+C . Sa  — 4D 
Sa5  = A . Sa* — B . Sa3+C . Sa1 — D . Sa-j-5E 
etc. 

dans  lesquelles  les  coefliciens  A , B , C , etc.  sont  ceux  de 
l’équation 

x™  — Ax’"-1  + Bx"—3  — Cx*1-3 -f  Y = o, 

et  Sa , Sa3,  etc.  désignent  les  sommes  des  premières , se- 
condes , etc.  puissances  des  racines. 

Le  produit  de  Sa"1  par  chacun  des  coefliciens  A , B , C , etc. , 
est  la  somme  de  deux  fonctions  symétriques  , ensorte  que 
désignant  toujours  par  S la  somme  des  puissance»  des  racines , 
et  par  T le  terme  général  de  la  fonction  symétrique,  ou  la 
terme  de  la  forme  commune , on  aura 

ASam  = Sam+'  -f-  T amb 
BSa"  = Tam+,i  + T orbe 
CSa"  = T a^'bc  -f-  TaTbcd 
DSa"  = rTanJr'bcd  -J-  T ambcde 
etc. 

En  effet,  si  l’on  multiplie 

Sa"  = a"  -f-  bm  -f-  c"  -f-  etc. , 
par 

B = ai  -|-  ac  + ai  -f  etc.  -f-  bc  , 

on  ne  trouvera  que  deux  sortes  de  termes  , savoir , des  termes 
d’une  lettre  élevée  à la  puissance  m-f-  1 , multipliée  par  une 
autre  lettre,  comme  a^'b  , ou  a^'c,  etc.,  et  les  termes 
d’une  lettre  à la  puissance  m par  le  produit  de  deux  autre* 
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lettrej , comme  ambc , a" de , etc.  On  démontrera  de  la  mémo 
manière  les  autres  formules.  . 


On  a aussi 


Sam=ASam— 

Sam=ASam-1— BSa'"-*+Tam-,èc 

Sami=ASa”'—  •— BSa"- *-+-CSam— 3— Tam— s£cd  )(C). 

Sflm=ASara—— BSam—4-CSam-3— DSa^-H-Ta"-^ 

etc. 


En  effet , en  changeant  m + > en . m , et  conséquemment  m, 
en  m — 1 dans  la  première  des  formules  (B) , on  a 


1 Su”  = A Sa"—1  — Tam_'i , 

« • 

» 

*t  dans  la  seconde  , m -f-  i en  m — r , d’où  m en  m — fl  i 
Tan~'b  = BTa— * — Tam-Sic  ; 

donc 

Sam  = ASa"-'  — BSa"-*  + Ta*“*ic , 

et  ainsi  des  autres. 

• *•  •'  « , 

38.  On  saura  traduire  toute  fonction  symétrique  des  racines 
d’une  équation  en  coefficiens , si  on  sait  l’évaluer  en  sommes 
des  mêmes  puissances,  soit  positives,  soit  négatives  des  ra- 
cines , puisque , par  les  formules  (A) , on  sait  exprimer  celles- 
ci  en  coefficiens. 


Or,  on  trouve  aisément  que 

SamSbn  = Sam'¥n-^-Tambn 
SapTambn  =:  Xa"w"',è,,+Ta,’+'’6'n-}-Tamè’,cr , 

SatÏGmi*c*’  = Tam+ibacf+Ta'"bn+icr+Ta'nbaci’+i 

* Sa^ambHci’d*==Tam+,bnc’’di-\-Tambm-+'rcrdi+Tamb’,ci,+fdf 
+Tamb"cpdT*-'+Tan,b*cpdie'l 

• 1 o 

# 

et  ainsi  de  suite.  Au  moyen  de  ces  formules  , on  obtient  finale- 


* 


* 
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ment  les  fonctions  symétriques  Ta”‘6“,  Ta.mb"ct,  Tamb*c!’d‘'i  etc. 
au  moyen  des  sommes  des  puissances  m -f~  a,  m.-f-n-f'P» 
m-f-n-i-p  -f-  q , etc.  des  racines. 

t 

Le  produit  de  trois  sommes  des  racines  , telles  que  Sa™, 
Sa",  Sa?,  comprend  , 

i°.  La  fonction  ternaire 

T ambnd’; 

a0,  les  trois  fonctions  binaires 

Ta-n*»isj 
T am+’’bn, 

et  3°  la  somme  Sa""*"'4'*’. 

Le  produit  des  quatre  sommes  de  puissances  Sam,  Sa",  S af. 
Sa*  comprend  les  fonctions  symétriques  qui  suivent: 
i°.  La  fonction  quaternaire 

Tambnd'd1  \ 

2°.  Les  six  fonctions  ternaires 

Ta"+"iPc*, 

Ta"+'’b"c*> 

T a^b-c’’, 

Tan+r’bmc’, 

T an+ibmcr, 

T aP^bmcn-, 

3°.  les  trois  fonctions  binaires 

Ta«+»iP+*, 

T am+rbn+i, 

.*  Ta"’4^"4?  ; 

« 
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4°.  quatre  autre*  fonctions  binaires , 

T a^+o-Hb’’, 

. T ar^-r+ib', 

T an+r+ibm-, 

5°.  la  somme  des  puissances  Sam‘+'*+'>+-f. 

La  loi  de  ces  formules  est  trop  facile  à saisir , pour  qu’il 
soit  nécessaire  de  la  détailler. 

Qu’on  se  propose  , par  exemple , de  traduire  en  coefficiens 
de  l’équation 

x3  — Ax*  -f-  Bx  — C = o, 
cette  fonction  * 

(a  — by(a  — c)»(* — c)*: 

• 

on  la  trouve  égale  à 

Ta**»—  aTa**c  -b  aT  cffc  — nTa3*3  — Ga»*»c»  : 

I or , 


Taf*»=Sa4Sa* — Sas= — nA3C  + A*B*  + 4ABC — aB3 — 3C*. 

Comme  tous  les  termes  de  la  fonction  Sebbc  sont  divisibles 
par  abc  = C , cette  fonction  sera  CSa3,  et  on  aura 

Ta<*c  = A*C  — 3ABG  + 3C\ 

Ta’i'c  se  réduit  à 


CT a'b  = C ( AB  — 3C  ) , 

ensorte  que 

Ta3**e  = ABC  — 3C»,v 


, Ta3*3  = (Sa3)*  — Sa6  = B3  — 3 ABC  + 3C*  ; 

* • s 

enfin , 

a**V  = C», 

donc 

(a— *)*(a— c)»(6— c)*=— 4A3C+A*B*-f- 1 8 ABC— 4B3— 37C». 


m 

1 
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Ce  produit  égalé  à zéro  , est  la  condition  sons  laquelle  une 
équation  du  troisième  degré  acquiert  deux  racines  égales  , 
puisqu’elle  exprime  que  l’équation  aux  carrés  des  différences , 
perd  le  terme  tout  connu  C'  (34)  , ce  qui  n’a  lieu  que  dans 
le  cas  de  racines  égales  dans  la  proposée. 

• Proposons-nous  encore  d’évaluer  les  coefliciens  d’une  équa- 
tion qui  aurait  pour  racines  toutes  les  sommes  qu’on  peut 
former  avec  les  racines  d’une  équation  donnée , combinées 
deux  à deux  par  voie  d’addition. 

Soit  l’équation  du  troisième  degré 

x3  — Ax3  -f-  Bx  — C = o, 

dont  nous  désignerons  les  racines  par  a , b , * c ; ensorte 
que  celles  de  l’équation  cherchée , seront  a-\-b , a -f-  c , 
b + c.  Si  z est  l'inconnue  de  la  nouvelle  équation , elle  sera 
le  produit  des  facteurs 

[z  — (a+  b)J[z—(a  + c)J  [z—  (b  + c)]  = o. 

Comme  les  racines  a,  b,  c entrent  de  la  même  manière 
et  le  même  nombre  de  fois  dans  les  facteurs  , les  coefliciens 
du  produit  développé,  resteront  les  mêmes,  en  faisant  entre 
les  racines  tous  les  échanges  possibles  ; ces  coefliciens  seront 
donc  des  fonctions  invariables  de  a , b , c , et  ils  pour- 
ront être  Iraduits  en  A , B , C.  En  effectuant  les  produits , 
on  trouvera 

z3  — a (a  -f-è-f-c)  z*+  ( a3- f-  i’-j-  c*+  3 ab  -f-  Sac  -f-  3 bc  ) z 
— ( a‘b  -f-  ai*  -J-  a*c  -f-  ac*+  b*c  -f-  bc% ) = o : 

or, 

a -f"  b -f-  c — A , 

a‘+b'+  c*+  3 ( ab  + ac  + bc)  = A*  -f  B , 
a'b  -f-  ai*  -f-  aac  -f-  ac3  -f-  i3c  + bc%  — S a’ Sa  — Sa1, 

Sa*  = A»  — aB  , 

Sa3  = A3  — 3AB  + 3C  ; 
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donc  l’équation  cherchée  devient 

z*  — a As*  ■+■  (A*  B ) £ — AB  -1-  3C  — o. 

3g.  On  voit  par  ces  exemples,  que  pour  trouver  féqua- 
tion  (T où  dépend  une  fonction  assignée  des  racines  d'une 
équation  donnée  , il  faut  faire  dans  cette  fonction  connue 
de  forme , toutes  les  permutations  possibles  entre  les  racines 
a , b , c , etc.,  et  désignant  par  * , ff,  y , etc.  les  combi- 
naisons qui  en  résultent , on  égalera  à zéro  le  produit  des 
facteurs  ( z — «)  (z  — C)  (z  — y ) , etc.  : les  coefficiens  des 
puissances  de  z , étant  des  fonctions  symétriques  des  quan- 
tités * , C , y , etc.  qui  sont  elles-mêmes  des  fonctions  sy- 
métriques des  racines  a , b , c , etc. , pourront  être  énoncées 
rationnellement  au  moyen  des  coefficiens  de  f équation  donnée * 


i 


é 


{ 


{ 
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CHAPITRE  VIII. 

Du  degré  de  l’équation  finale  donnée  par  l’élimina- 
tion de  toutes  les  inconnues , moins  une , entre  un  • 
nombre  quelconque  d'équations  et  le  même  nombre 
d’inconnues. 

4°  .Dans  un  écrit  publié  à part  sur  l’élimination,  et  dont 
une  partie  trouvera  place  dans  une  nouvelle  édition  de  la. 
première  section  de  l'Algèbre  , nous  avons  démontré , d’après 
M.  Bret , màis  en  simplifiant  son  calcul , que  le  degré  de  l'équa- 
tion finale  résultant  de  l’élimination  d'une  inconnue  entre  deux 
équations  complètes  à deux  inconnues , l’une  du  degré  m et  l'autre 
du  degré  n , était  le  produit  mn  des  degrés  des  deux  équations  : 
nous  avons  aussi  donné  de  cette  importante  proposition  , une 
autre  démonstration  fort  simple  , due  à M.  Poisson  : ici  nous  - 
déduirons  ce  théorème  généralisé  par  le  même  géomètre,  de 
cette  propriété  des  fonctions  invariables  des  racines  d’une  équa- 
tion , d’étre  réductibles  en  coefficiens  de  cette  équation  : enfin , 
nous  terminerons  ce  chapitre  par  un  beau  mémoire  de  Lagrange 
«ur  l'élimination  , mémoire  trop  peu  connu , et  que  nous 
n’avons  vu  cité  dans  aucun  Traité  d’ Algèbre. 

I 

4>.  Soient  d’abord 

T 

xm-f-  Qr™- * + -f-  Tx  -h  V = o (M) , , 

x“ 4- P,x*-‘ 4-Q'x*— + 4-  T'x  4-V'=o (N), 

les  deux  équations  proposées  dans  lesquelles  les  coefficient  / 

P,  Q T,  V ; P',  Q' T'  et  V'  sont  des  fonctions  de 

y seulement , dont  les  compositions  ont  été  assignées  ( Ir*  sect.). 

’ Concevons  qu’on  ait  résolu  l’équation  (M)  par  rapport  à x , 

m 
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et  qu'on  ait  trouvé  les  racines  x = « , x =:  » , x = y , etc.  t 
»,  C,  y,  etc.  étant  des  fonctions  de  l’autre  inconnue  y \ il  est 
clair  qu’en  faisant  x = « dans  ( M ) , cette  équation  sera 
satisfaite , quelque  valeur  qu’on  suppose  à y ; mais  les  même# 
racines  doivent  convenir  en  même  temps  à l'équation  ( N ) , 
condition  qui  limite  les  nombres  des  valeurs  de  y ; on  doit 
donc  avoir 

Q'.— + + T*  + V'=s o (I), 

équation  qui  ne  renferme  plus  que  y , et  dont  les  racinea 
combinées  avec  x — » , satisfont  à la  fois  aux  équations  (M) 
et  (N)  ; donc  l’équation  finale  en  y doit  avoir  parmi  ses  racines 
toutes  celles  de  l’équation  ( 1 ).  On  prouverait  de  la  même 
manière  que  les  racines  des  équations 

C ■ + FC—  + <?>-  -I- + T'C  + Y'  = O (a) , 

y*  + Py-,  + QV-*+ + ry+V'  = o (3), 

• etc. 

combinées  avec  les  valeurs  x=C,  x=y,  etc.,  doivent  satis- 
faire aux  équations  (M)  et  (N),  et  que  les  valeurs  de  y , 
déduites  de  (a)  et  (3) , sont  des  racines  de  l’équation  finale  : 
en  obtiendrait  donc  celle-ci,  si  les  fonctions  «,  C,  y,  etc. 
de  y étaient  connues,  en  multipliant  entr’elles  les  équations 
(1) , (a),  (3)  , etc.  qui  doivent  concourir  de  la  même  manière 
à la  formation  de  l’équation  finale,  et  égalant  le  produit  à 
zéro;  mais,  dans  ce  produit,  toutes  les  racinés  «,  ff,  y,  etc. 
seront  combinées  de  la  même  manière  ; elles  pourront  donc 

être  évaluées  en  coefliciens  P,  Q T,  Y de  l’équation 

proposée  , d’après  l’analyse  exposée  précédemment , et  le  ré- 
sultat sera  l’équation  finale  en  y.  Examinons  maintenant  à 
qùel  degré  , au  plus  , peut  s'élever  cette  équation  Dans  le 
produit  des  équations  ( i ) , (a),  (3),  etc. , le  résultat  de 
la  multiplication  des  termes  de  la  première  ligne  verticale , 
sera 

. . ( «Cy  etc.)".—  Y"; 
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mais  le  plus  haut  exposant  de  y dans  V,  ne  peut  surpasser  m , 
ensorte  que  V*  ne  peut  renfermer  y avec  un  exposant  plus 
élevé  que  nui  : passons  au  produit  des  seconds  termes , savoir  J 

P'm  («Sy  etc.)—’  = P'mV"-‘: 

P'  étant  de  la  forme  a -\-by,  P'"  contient  au  plus  ym  ; d’une 
autre  part , Y"-1  ne  peut  être  que  la  dimension  mn  — m en  yt 
ensorte  que  P,"'V,_1  renfermera  au  plus  y"".  On  prouve- 
rait de  la  même  manière  que,  dans  le  produit  des  troisièmes 
termes,  ou  dans 

Q'm  ( «£y  etc.  )*-*  = Q^Y1—*, 

i 

l’inconnue  y ne  peut  être  affectée  d’un  exposant  plus  élevé 
que  mn , et  ainsi  des  produits  des  autres  termes  verticalement 
placés  dans  les  équations  (1),  (a),  (3),  etc.  : il  reste  donc 
maintenant  à démontrer  qu’en  prenant  un  terme  quelconque 
dans  chacune  de  ces  équations  , le  produit  ne  peut  contenir  y 
avec  un  exposant  plus  élevé  que  mn.  Soient  r l’exposant  de  « 
dans  le  terme  arbitraire  pris  dans  l’équation  (1),  et  h lecoeffi-, 
tient  ; r'  l’exposant  de  C dans  un  des  termes  de  (2)  , et  k'  là 
coefficient  ; r“  celui  de  y dans  un  terme  quelconque  de  (3) , et 
h.’  son  coefficient , et  ainsi  de  suite  ; ensorte  qu’on  ait  le  produit 
/u»'X  h’*''  X h"-/*,  etc.  On  observera  d’abord  que  chacune  des 
sommes  faites  de  r et  du  plus  haut  exposant  de  y dans  k,  de  / et 
du  plus  haut  exposant  de  y dans  k',  de  r"  etduplus  haut  exposant 
de  y dans  k",et  ainsi  de  suite , ne  peut  excéder  n ; d’où  il  est  aisé 
de  conclure , en  observant  d’ailleurs  que  les  équations  (1) , (a)  , 
(3  ) , etc.  sont  en  nombre  m , que  l’exposant  de  y dans  la 
produit  des  coefficiens  k , i',  k",  etc. , plus  le  nombre  r / 
-f-  T* , etc. , forment  une  somme  qui  ne  peut  surpasser  mn. 
La  proposition  sera  donc  établie,  si  l’on  démontre  que  Ja 
somme  des  termes  de  la  forme  etc.  qui , dans  le  produit 

des  équations  (1) , (2)  et  (3) , ont  le  même  coefficient  k . k ' . /t*  .etc., 
ne  contient  y qu’à  la  dimension  r -f-  / -f-  r",  etc.  En  faisant 
usage  du  théorème  sur  les  fonctions  invariables , démontré 
dans  le  chapitre  précédent , la  question  se  réduira , en  degiière 

m 
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analyse,  à prouver  que  S«r+r'-+'r")  etc.  qui  entre  dans  l’ expres- 
sion de  T «rCrV",  etc.  (38) , est  de  dimension  r- J-  etc. 

en  y,  ce  dont  on  se  convaincra  en  observant  que  la  somme 
des  puissances  r-j-/  + r",  etc.  des  racines  d'une  équation,  est 
donnée  au  ihoyen  de  r -f-  / 4-  f -f-  etc.  coeiliciens  de  cette 
équation  ( chap.  V)  , et  qu’ainsi , cette  somme  comprendra  un 
coefficient  dans  lequel  l'inconnue  y sera  , au  plus , élevée  à 
la  puissance  r -f-  r -f-  r"  -f-  etc. 

Appliquons  cette  propriété  des  fonctions  invariables  des 
racines  d'une  équation , d'être  traductibles  d’une  manière  ra- 
tionnelle en  coefficiens , à la  recherche  de  l’équation  finale  en_y, 
correspondante  au  système  d'équations 

x*  -J-  axy  + b y*  4"  cx  ~h  dy  -J-  ç = o. . . . . (1)  , 

x*  -f-  a'xy  + bry*- f-  c x -f-  et  y e = o (a)  , 

que  nous  réduirons  à la  forme 

xa  + px  + q = o , 
x*  + p'x  -f-  q'  = o, 

en  posant 

P = °y  + c>  <J  ~ by*  + dy  + e , 

P'  = a'y  + c',  q'  — by  + d'y  + e': 

désignons  par  « et  f les  deux  valeurs  de  x déduites  de  la 
première  , et  substituons-les  dans  la  seconde  qui  se  changera 
dans  les  deux  suivantes, 

(3) <**  4-  p'*  + q'  — o,  F 4-  p'fi  4-  q'  = o (4)  , 

qui  doivent  concourir  également  à la  formation  de  l'équation 
finale , laquelle  doit  les  comprendre  toutes  deux  et  exister  en 
même  temps  qu’elles. 

*Pour  remplir  ces  conditions  , on  multipliera  (3)  par  (4)  , et 
on  trouvera  pour  produit, 

«7>*  4-  pX*F  + *P)  4-  p**/2  4-  q' y 4-  /3‘) 

+ pY  ( * + fi  ) 4-  q'1  = o (5)  ; 

* 

r 
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mais 

«'A'  = q\ 

K*fl  + «/3'1  = Mfi  (*  4-  p)  =z  — pq , 

(«’  + P)  = ( « + Z3)*  — 3*0  = pa  — 3g; 

donc 

ga—  pp'g  -f-  p,Jg  ■+•  p’g'  — ngg'—  pp'g'  + g'1  = o. 

Or 

g1—  agg'  -f  g'*  = (g  — g')*, 

— pp'g  +p'a<7  4-  pV  — pp'q'  — (pq'—  p’q)(p  — «0 , 

^onc  on  a pour  équation  finale  en  y , 

( g — g')*  + (pq—pq)  (p  — p')  = o. 

4a.  M.  Poisson  a étendu  la  démonstration  précédente  à 
un  nombre  quelconque  d’équations  entre  pareil  nombre  d’in- 
connues : nous  la  donnerons  , à quelques  développemens  près  , 
telle  qu’on  la  trouve  dans  le  onzième  cahier  du  Journal 
de  r École  Polytechnique , où,  pour  simplifier  , ce  géomètre 
ne  considère  que  quatre  équations  , attendu  qu’il  est  facile 
d’appliquer  au  cas  le  plus  général , les  raisonnemens  faits  sur 
ce  cas  particulier. 

Représentons  donc  par  (a) , (b)  , (r)  et  (m)  quatre  équations, 
la  première  du  degré  a,  la  seconde  du  degré  b,  la  troisième  du 
degré  c , et  enfin  la  quatrième  du  degré  m , entre  le»  quatre  in- 
connuesx,^,  z et  u , et  supposons  Que  les  équaliocs  sont  com- 
plètes, c’est-à-dire,  que  (a)  représente  l’équation  la  plus  géné- 
rale du  degré  a,  et  ainsi  des  autres.  Si  l’on  élimine  succes- 
sivement entre  les  trois  premières , z et  y , z et  x , y et  x , 
on  obtiendra  trois  équations  du  même  degré , la  premièro 
entre  x et  u,  la  seconde  entre  y et  u , et  la  troisième  entre 
z et  u. 

En  effet , chacune  de  ces  équations  étant  complète , et  par 
conséquent  de  même  degré , soit  en  x , soit  en  v , en  z ou 
en  u,  si , après  avoir  éliminé  z et  ^ entre  les  trois  premières , 
et  obtenu  une  équation  du  degré  n entre  x et  u , on  élimina 
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soit  z et  x , y et  x , qui  entrent  de  la  même  manière  dan» 
les  mêmes  équations  , on  arrivera  nécessairement  à des  équa- 
tions du  degré  n entre  y et  u , z et  u.  Soient  a, , a1. ..  .an 

les  valeurs  de  x en  u;  b,,  b* bn  celles  de  y en  u •, 

c,,  c,. . . . r„  celles  de  z en  u ; si  l’on  prenait  au  hasard  une 
valeur  de  x , une  de  y et  une  de  z , ces  trois  valeurs  ne 
satisferaient  pas  ensemble  aux  équations  (a),  (i)  et  (c);  c’est- 
à-dire  que  les  résultats  ne  deviendraient  pas  nuis  d’eux- 
mêmes.  En  effet , si  l’on  élimine  d’abord  z entre  ( a ) 
et  (é),  on  aura  une  équation  finale  qui  peut  être  repré- 
sentée par 

(x,  y,  u)  = ô .(0- 

Si  entre  (6)  et  (c) , on  élimine  aussi  z , il  viendra  pour  équa- 
tion finale 

£x,  y,  u]  = o (a); 

entre  ces  deux  équations  éliminant  y , on  obtient 

[x,  u]  = o .(3), 

ensorte  que  les  valeurs  de  x , y et  z en  u qui  satisfont  ensembl» 
aux  équations  (a)  , (b)  et  (c)  , sont  données  par  (3)  , (2)  ou  (i), 
et  l’une  des  équations  (a) , (t)  ou  (c). 

Supposons  donc  que  a, , b, , c,;  at,  bt,  c%  , et,  en  général , 
op , br , Cp  soient  les  valeurs  de  x , y et  z qui  satisfont  en- 
semble à ces  équations , et  concevons  que  l’on  substitue  chacun 
de  ces  systèmes  de  valeurs  pour  x,  y ,z,  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (m) , le  second  étant  supposé  zéro  ; ce  premier 
membre  fournira  ainsi  un  nombre  m de  fonctions  irrationnelles 
de  u , et  il  résulte  de  là  , i°.  que  toute  quantité  qui  , mise  à la 
place  de  u dans  l’une  quelconque  de  ces  fonctions  , la  rendra 
nulle  , sera  une  des  valeurs  de  l’inconnue  u ; car  pour  chacune 
d’elles , combinée  avec  le  système  correspondant  des  valeurs 
de  x , y et  z , les  quatre  équations  sont  satisfaites  ; 2°.  que 
réciproquement  chacune  des  valeurs  que  peut  avoir  cette  in- 
connue , doit  rendre  nulle  une  de  ces  fonctions.  Donc , sr  Ton 
égale  à zéro  le  produit  de  toutes  ces  fonctions,  l’équation  qu’on 
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tAitiéndra , sera , sans  aucun  facteur  étranger  à la  question  , 
l'équation  finale  résultante  de  l'élimination  de  x , y et  s entre 
les  quatre  équations  données.  C’est  donc  de  cette  équation  qu’il 
s’agit  de  déterminer  le  degré. 

Or  le  premier  membre  de  l'équation  (m)  , étant  de  la  forme 

u"-f-  Au"—-*-  Bu"-4 -f + R , 

où  A,  B,  C.  ...K  représentent  des  polynômes  en  x , y , z, 
savoir  , A le  polynôme  le  plus  général  du  premier  degré  , 
B le  polynôme  le  plus  général  du  second , et  ainsi  de  suite , 
le  premier  terme  du  produit  des  fonctions  en  question  , sera 
u"1'1,  et  dans  tous  les  autres  termes,  la  somme  des  exposans 
de  u et  des  valeurs  ci-dessus  de  x , y , z , ne  sera  jamais  plus 
grande  que  mit.  De  plus  , sans  effectuer  le  produit  de  ces 
fonctions , on  voit  qu’il  doit  être  tel , qu’il  reste  le  même  lors- 
qu’on y change  ap  en  ap, , bp  en  bp, , cp  en  cp, , et  récipro- 
quement , quels  que  soient  les  indices  p et  p'  -,  car  si  l’on 
opérait  ces  changemens  dans  les  fonctions  elles-mêmes , on  no 
forait  autre  chose  qu’échanger  entr’elles  deux  de  ces  fonc- 
tions. Si  donc  ce  produit  doit  renfermer  un  terme  tel  que 

u‘akp  blp  cfa  p/  6^  c'^  etc.  (dans  lequel  s,  h,  l,r,  etc.  repré- 
sentent des  exposans  entiers  positifs , dont  la  somme  est  moindre 
que  mit  ou  égale  à ce  nombre  , et  où  p , p',  p",  etc.  sont  des 
indices  différons  entr’eux),  il  devra  aussi  contenir  tous  les 
tenues  que  l’on  peut  déduire  de  celui-là  , en  y mettant  suc- 
cessivement pour  p , p',  p",  etc. , tous  les  nombres  possibles  , 
depuis  i jusqu’à  n inclusivement , pourvu  que  l’on  ne  mette 
jamais  dans  un  même  terme  , le  même  nombre  pour  deux  de 
ces  indices.  La  somme  de  tous  ces  termes , est  une  certaine 
fonction  de  u , que  nous  désignerons  désormais  par 


h il  r A'  i rt 

u'i.abnca.br,cul  , 
? ? p pr  r r * 


et  dont  il  faut  déterminer  la  forme. 

Pour  cela,  soit  l'équation 

1 = x + gy.  H-  , 
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dans  laquelle  t ut  un»  nouvelle  inconnue  , et  g et  h sont  dès 
cqelliciens  arbitraires  : en  éliminant  x , y e't  z entre  cette 
équation  et  les  équations  Ça) , Çb)  et  (c)  , on  obtiendra  une 
équation  du  degré  n en  u et  t. 

En  effet , les  équations  Ça)  , Çb)  et  Çr)  ne  pouvant  devenir 
identiquement  nnlles  que  par  un  nombre  n de  systèmes  con- 
venables de  valeurs  de  i,  y et  z,  ainsi  qu’on  l’a  dit  plus 
haut , on  ne  doit  pas  avoir  plus  de  valeurs  de  t en  u , qu’on 
ne  peut  prendre  de  ces  systèmes  : partant , l’équation  finale 
entre  t et  u doit  être  du  degré  n , c'est-à-dire , de  la  forme 

t » -f  Mr-‘  + + S = o , 

M,  N. . . .S  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  u ; 
et  le  plus  haut  exposant  de  u étant  un  dans  M , deux  dans  N , 
et  ainsi  de  suite.  Les  n racines  de  cette  équation  seront 

a,  ■+•  gbt  + hct  , a3-)~  gba-\-hct,  o3-j-  gh  + hc3,  ‘etc. 

■ • . • • on  -j-  gbn  -f -hc„  , 

ensorte  que  S ( gbp  hcp)1  qui  désigne  la  somme  des 
puissances  i de  ces  racines  , sera,  t étant  un  nombre  entier 
et  positif,  une  fonction  rationnelle  et  entière  des  coelficiens 
M,  N etc.-,  ce  sera  donc  une  fonction  rationnelle  et  entière 
de  u;  et  il  résulte  des  formules  troüvées  précédemment,  que 
le  plus  haut  exposant  de  u,  dans  cette  fonction,  sera  égal 
à i.  Mais  le  terme  général  de  la  fonction  S ( ap  -f-  gbp  + hcp)‘, 
développée  suivant  les  puissances  et  les  produits  des  quantités 

g et  h , pouvant  être  représenté  par  Lg'àrTa*éJ,c' , k , l et  r 

étant  des  exposans  entiers  et  positifs  dont  la  somme  = i , et 
L une  certaine  fonction  de  ces  nombres,  on  peut  dire  que 

Ta*  blf  r'  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  u , dans  * 
laquelle  le  plus  haut  exposant  decette  inconnue,  est  i r=zk-\ -/-J-r  : 
donc  aussi  Ta*',  b1',  ry  est  une  pareille  fonction  de  u , dans 

laquéllele  plus  haut  exposant  de  cette  inconnue,  est  i,=/t'4-/'4-/; 
or  p et  p représentant  tous  les  nombres  depuis  x jusqu’à  n , ne 
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pourront  être  qu’égaux  ou  inégaux;  ensorte  qu’on  aura  la 
relation 


T a)bl/f  X T a^c\ 


T^i+i'jr+I'^r+r/ 
P P P 


I t"P  * r Jê  tl/  if  , 

+ Ta„V,vVv» 


de  laquelle  on  conclut  que  si  cette  proposition  est  démontrée 
pour  Ta*  b'p  cf , elle  le  sera  aussi  pour  T a*  b'p  crp  aÿ  bp/  c'f, , d'oùc 
il  suit  que  la  fonction  . 


t rp  A i / r A/  il?  i 

u‘La„b„  c.  a.  b.  c, 
P P P P r \ 


r ? 

y v 


est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  u , dans  laquelle  le 
plus  haut  exposant  de  u est  égal  à la  somme 

s + A 4-7  + f 4“  A'  + t + /,  etc.  , 
et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé  , on  a vu  que  le  premier  membre'  de  l’équation  , 
finale  en  u , le  second  étant  zéro , a pour  premier  terme  umm, 
et  que  le  reste  de  ce  premier  membre  ne  peut  être  autre 
chose  que  la  somme  d’un  nombre  fini  de  fonctions  pareilles 
à la  précédente,  multipliées  chacune  par  un  coefficient  connu  , 
et  dans  lesquelles  la  somme  des  exposans  s , k,  l , etc.  n’est 
jamais  plus  grande  que  mn  : ce  premier  membre  est  donc  une 
fonction  rationnelle  de  u , dans  laquelle  mn  est  le  plus  haut 
exposant  de  cette  inconnue , et  par  conséquent  ce  nombre  mn 
marque  le  degré  de  l’équation  finale. 

On  prouvera  de  même  , en  généralisant  les  raisonnemens 
ci-dessus  , et  les  appliquant  à u^  nombre  quelconque  d’équa- 
tions complètes,  que  si  n désigne  le  degré  de  l’équation  finale 
résultante  de  toutes  les  équations  moins  une , et  que  m soit  le 
degré  de  celle-ci,  le  degré  de  l’équation  finale  résultante  de 
toutes  les  équations , sera  égal  à mn  : d’où  il  est  facile^de  con- 
clure que  ce  degré  sera  égal  au  produit  des  exposans  des  equa- 
-tions  données , puisque  pour  trois  équations  complètes  entre 
trois  inconnues  , la  première  du  degré  a , la  seconde  du  degré  b% 
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et  enfin  la  troisième  du  degré  m , ou  a n—ab  , ainsi  qu’il  a été 
démontré  précédemment. 

Dans  tout  ce  qui  précède , on  a supposé  que  les  équations 
entre  lesquelles  il  s’agissait  d’éliminer  , étaient  les  plus  géné- 
rales de  leur  degré  ; mais  lorsque  cela  n’aura  pas  lieu  , on 
conçoit  que  le  degré  de  l’équation  finale  , pourra  être  moindre 
que  celui  qu’on  vient  de  déterminer  , c’est-à-dire  , que  les  coefli- 
ciens  des  plus  hautes  puissances  de  l’inconnue  dans  l’équation 
finale , pourront  se  trouver  nuis  en  vertu  des  valeurs  particu- 
lières des  coefficiens  des  inconnues  dans  les  équations  données. 
On  doit  donc  dire  , en  général  , que  le  degré  de  l’équation 
finale  résultante  d'un  nombre  quelconque  d’équations , ne  peut 
jamais  être  pins  grand  que  le  produit  des  exposons  de  ces 
équations. 

43.  Il  importe  cependant  de  faire  connaître  le  procédé  pour 
trouver  les  solutions  d’un  certain  nombre  d’équations  entre 
pareil  nombre  d’inconnues  : c’est  ce  que  nous  allons  faire  sur 
le  système  des  trois  équations 

A = x*  -f-  a yx  -j-  _y“  — 2zy  — 2,’  — 3 = 0, 

B = x*  — yx  -f-  y*  — z y — a*  -j-  1 = o , 

C — x’ — zx  -J-ay*  — zy  —4a* -f-  a -J-  a*=  o : 

si  on  élimine  x entre  les  deux  équations  A = o , B = o , 
on  trouvera  facilement  l’équation 

D = gy1—  t aay1 — aa”^’—  3 y7 — 4*?  y "1”  %zy 
-+-  — ^6a“-4-  iG=o, 

avec  celle  du  premier  degré  en  x , 

E ==  3yx  — a_y  + aa*  — 4 — 0 • 

ensort»  que  les  deux  équations  D = o , E = o peuvent  rem- 
placer A = o,  B = 0.  Maintenant  multiplions  C par  g_y“,  et 
divisons  le  produit  par  E : la  division  devant  s'effectuer , le 
reste  indépendant  de  x doit  être  nul  de  lqi-même  : ce  qui 
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n'aura  lien  que  sous  la  condition 

F = i8y* — gsy1  — 38j3  y*  -f-  92^*4-  i8y*  4* 

yr~  fay  -f-  4*4  — i6z*4“  16=0, 

qui  remplace  gCy*  = o : éliminant  y entre  les  équations. 
D = o , F = c , on  parvient  à une  équation  du  seizième  degré 
en  z , et  celle  qui  donne  les  valeurs  correspondantes  de  y • 
est  de  la  forme  * 

G y 4"  H — — o > 
où 

* 

G = — iao8z"  4-  247a*10  72872’  — 96062® 

— 1648327  4*  H70056  4-  i636az5 — 475as4 

— 57602’, 

II  = 8202“  — 19502"  — • 63a6z'°4- 1 i346294_1  95382® 

— 3371a z7 — 3oao8zs  4-2i°96z54-a3ao8z* — 69122’ 

— 6g  132*; 

l’équation  en  2 délivrée  de  ses  racines  étrangères , est 

5i4a8 — 119027 — 30232®  4"  3o370z54*  354 5 z* 

— 3aioz3 — 385i2*  4-  10802  4-  864  = o ; 

et  les  valeurs  correspondantes  de  y et  de  x , seront  fournies  par 

Gy  4-  II  = o , 

Zyx  — z y 4-  22*  — 4 = °. 

Ce  procédé  appliqué  aux  trois  équations  générales 

x"1  4-  etc.  = o , x""  4“  etc<  — 0 » x,n3  4-  etc.  —o, 
conduit  à celles-ci 

* t»i«>»4etC,  = o,  A.y-j-®30»  Cx  4-D  = o, 

A et  B étant  des  fonctions  entières  de  2 , et  C et  D des 
Fonctions  entières  de  y et  2 , et  ces  équations  fournissent  les 
seules  solutions  admissibles.  On  étendra  facilement  ce  mode 

« 


/ 
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de  résolution  à un  nombre  quelconque  d’équations  de  degrés 
quelconques  entre  pareil  nombre  d’inconnues  ; M.  Brvt  en 
conclut  que  le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  qui  satisfont 
aux  équations  ♦ 

xra'+etc.=o,  ar”1*  -$*etc.  = o,  xra:> -j-etc.=o. . . . 

. . . .x"‘«4-etc.=  oJ 

est  égal  «u  produit  des  degrés  de  toutes  les  équations , si  le 
théorème  a lieu  pour  n — 1 équations  entre  n — 1 inconnues 
( i5'  cahier  du  Journ.  de  t École  Polyt.  ). 

Nous  reproduirons  à cette  occasion , une  réflexion  judicieuse 
de  M.  Gergonne , rédacteur  des  Annales  Mathématiques  ,• 
l’élimination , de  quelque  manière  qu’on  y procède  , est  une 
opération  à peu  près  impraticable  , dès  que  les  équations  sont 
nombreuses  et  élevées  ; il  serait  donc  à desirer  qu’on  pût  dé- 
terminer tous  les  systèmes  de  valeurs  des  inconnues  , sans  être 
1 obligé  d’y  avoir  recours  : toute  la  difficulté  du  problème  se 
réduirait  évidemment  à savoir  déterminer,  sans  résoudre  aucune 
équation  , i°.  les  limites  extrêmes  des  valeurs  de  chaque  in- 
connue ; 2°.  une  limite  au-dessous  de  laquelle  ne  pût  tomber 
la  différence  entre  deux  valeurs  de  chacune  de  ces  mêmes 
inconnues  : ce  serait  , eu  effet , un  sujet  tout  à fait  digne  de 
l’attention  des  géomètres. 

44.  La  méthode  suivante,  dit  l’illustre  Lagrange,  a l’avan- 
tage de  réduire  l’élimination  des  inconnues  à des  formulés 
générales  et  très-simples  dont  les  analystes  pourront  faire 
usage  au  besoin. 

Soient 

1 -f-  Ax  -f-  Bx*  -f-  Cx1  -f-  D.t4  -f-  etc.  = o (A)  , 

* + £ + ? + ?+?  +«o.=o.....CB).  * 

les  deux  équations  proposées  dont  la  première  soit  du  degré 
n»,  et  la  seconde  du  degré  n.  11  est  évident  que,  quelles  que 
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soient  les  équations  données  , on  peut  toujours  les  ramener  à 
la  forme  des  deux  précédentes  ; car  pour  cela  , il  n’y  aura 
qu’à  diviser  l’une  par  le  terme  tout  connu  , et  l’autre  par  la 
plus  haute  puissance  de  x. 

Soient  1 — eux,  1 — Cx  , 1 — jx , 1 — i'x  les  facteurs  de 
l’équation  (A)  , ensorte  que  - ,.4,  -,  etc.  soient  les  racines 

et  y 

de  cette  équation  ; on  aura  l’identité 

/(i  4 Ax4Bx*4Cx’4Dx<4etc.  ) 

= /(i  — «x)4/(i  — £r)-f-/(i — yx)-\-i(_i—- £r)4etc. 


Or , à cause  de 

' j / i s a*  , z3  a* 

l(i  +z)  = a—  ---f-  g — + etc.’ 

série  donnée  ( Itesect.  ) , on  aura , en  remplaçant  a d’abord  par 
•dx  -f-  Bx%  -f-  etc. , puis  successivement  par  — aux , — Sx , 
— yx,  etc. 

* (A  -f-  Bx  -f"  Cx*  -f-  Dx3  4 etc.) 

— (A  4 Bx  4 Cx*  4 Dx*  4 etc.)* 

|p,  4 Ç (A  4 Bx  4 Cx*  4Dx*4  etc.)* 

4 etc. 

= — 1(4  4f  4y  4 / + etc.) 

-?(“*+  c* 4 y‘4^‘4  etc.) 

-^+£*4  ^4  ^4  etc.) (C) 

4 etc. 

Or  on  sait  que  le  carré  , le  cube , etc.  de  tout  polynôme , tel 
que  A 4 Bx  4 Gr*  4 etc.,  est  aussi  un  polynôme  de  la 
même  forme , mais  dont  le  nombre  des  tenues  est  double , 
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triple , etc»;  de  sorte  qu’on  peut  supposer 

. (A  + Bx  + Car*  4-  Dx3  + etc.)» 
= A'  + B'x  4-  CV-f-  Dr1  + etc. 


(A  + Bx  4-  Cx*  4-  Dx3  4-  etc.)3 
= A"  4-  B"x4-  C"x>+  DV  4-  etc. , 

et  ainsi  de  suite;  les  coefHctens  A',  B',  C',  etc.,  A",  B",  C*,  etc. 
étant  aisés  à trouver  par  la  formation  actuelle  de  ces  puis- 
sances , ou  par  la  formule  de  la  puissance  de  l’infinitinonie 
( I"  sect.  ). 

Donc  si  on  substitue  ces  valeurs  dans  ( C ) , et  que  , pour 
abréger , on  pose 

et  4"  ^ 4*  y 4~  & 4-  etc.  — — P ■ 

«*  + C»+>.a4-  ^4-etc.  = — aQ, 

<?+  £34.  y3  + p + etc.  _ _3B., 

etc. , 

on  aura , en  ordonnant  les  termes  par  rapport  aux  dimen- 
sions de  x , 

Ax4-(B-^)x*+(c-^4-f:)  ** 

+(D_T+T“'r)xt+e,c’  ® 

= Px  4-  Qx*  + R x3  -f-  Sx*  4-  etc (D)  ; 


et  comme  cette  équation  (D)  doit  être  identique , on  a 


* 
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Cela  posé,  on  substituera  successivement  dans  (B)  toute* 
les  racines  x de  (A);  savoir,  -,  —,  etc. , dont  le 

a b y & 

nombre  est  m , ce  qui  donnera  les  nj.  équations 


1 -f*  an  -|-  b et*  + ca ? 4-  du*  + etc.  = o V 

1 + aC  + bC*  + cC3  + dC*  + etc.  = o V (E); 

1 -j-  ay  by * -f-  cy 3 - f - dy4  -f-  etc.  = o ) 

et  comme  les  équations  ( A ) et  ( B ) doivent  avoir  lieu  en 

même  temps , il  faut  nécessairement  qu’une  quelconque  des 
m équations  (E)  ait  lieu,  puisque  chacune  d’elles  exprime 
que  (A)  et  (B)  ont  une  racine  x commune;  et  comme  l'uno 
des  équations  (E)  ne  doit  pas  avoir  lieu  plutôt  qu’une  autre  , 
il  faudra  que  l’on  ait  une  équation  équivalente  à toutes  les 
équations  ( E ) , et  qui  ne  puisse  être  vraie  qu’en  supposant  que 
l’une  quelconque  de  ces  dernières  le  soit  : d’où  il  résulte  que 
l’équation  dont  il  s’agit , ne  peut  être  que  le  produit  de  toutes 
les  équations  (E)  , laquelle  sera  , en  même  temps  , le  résultat 
de  l’élimination  de  x entre  (A)  et  (B).  Si  donc  on  représente 
cette  équation  par  n = o , on  aura 

n = (1  4 -<w  + 4*  ca3  + dal  4-’etc.) 

X 0 4*  oC  4-  bC*  4-  c£5  4-  d&  4-  etc.) 

X (1  4-  ay  4-  by'  4-  cy3  4-  dy*  4-  etc.) 

X (t  4“  eé'  4"  bf2  4”  cé*3  4“  ^ 4“  etc.) 

etc. 


le  nombre  des  facteurs  étant  m.  La  difficulté  se  réduit  donc 
à former  n , sans  connaître  les  racines  * , C,  y , etc. 

Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  , et  nous  aurons 


/n  = /(i  4-  an  + bS  4-  etc.) 

4"  1 (1  4“  u£  4"  4”  etc.) 

4-/(1  4-  °y  4-  ^>*4- etc.) 

4-  / (•  4~  + M*  4*  etc.)  : - 


Digitized  by  Google 


i4o  ANALYSE 

mais , d’après  ce  qu’on  a vu  plus  haut 

/ (1  4“  an  4-  6a*  + ch"  -f-  d + etc.) 

= a.  (a  + 6ec  4*  ca*  4"  d -j-  etc.) 

♦ 1 

— ^(a  4-  ba.  -f-  aa*  -f-  d* ? -f-  etc.)* 

4 %(a  + ba.  4-  ca“  -f-  dct?  + etc.)3 
6 . 
etc. 

Donc  si  on  suppose  que  a',  b',  c,  etc.  , a",  b",  c’,  etc.  soient 
des  quantités  formées  de  a , b , c,  etc.  , comme  les  quantités 
A',  B',  C',  etc..  A*,  B",  C*,  etc.  le  sont  de  A,  B,  C , etc.  , 
en  aura  r 

l ( i -f-  fl*4'  6**4  etc.)  = « (a  -f*  b»  -f-  c«*  -f-  d*s  -f-  etc.) 

— j(a'  + £'.  4-  c'»*  + <£V+  etc.  ) 

+ - (a'4-  b" » 4-  cV4-  etc.  ) 

3 * * 

— etc.  ; 

et  en  faisant  de  même  , pour  abréger  , 


etc. , 


on  aura 

/ (i  4“  a*  4*  6**4  etc.)  = pm  4"  <7**4  ™'+  **H“  etc. 
On  trouvera  de  la  même  manière  , 

/(i  4-  aC  bC*-\-  cG3  elc.)  = pC  4-qC*4-rC3  4- sC4-f-  etc. 
7(i  +ay  + by-^cy?-i-  etc.)  =/’>'4<7>r4  r}',4*}'14-etc» 
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«t  ainsi  des  autres.  Donc  , en  ajoutant  ensemble  toutes  les 
identités  , et  remplaçant  les  sommes  a.  + C -f-  y -j-  etc.  , 
a1  -f-  £“  -+-  y*  -j-  etc. , «.3  + £3  + >3 , etc.  par  — P , — aQ  , 
— 3R , etc.  qui  les  représentent , on  trouvera 


/ n = — pP  — 2qQ  — 3rR  — etc. 
Soit  encore , pour  abréger , 

ç — pP  -f-  2?Q  + 3rR  + etc.  : 

on  aura 

lu  — <p , d’où  , n = e~f. 


e étant  la  base  des  logarithmes  népériens  ; ensorte  que  ai  l’on 
résout  en  série  la  quantité  exponentielle  e~  * ( * ) , il  viendra 
«nEn 


n = 1 


F 


1 .3  1.2.3  1 .3. 3. 4 


— etc. 


Ainsi  le  problème  proposé  se  trouve  résolu. 

Comme  la  quantité  n est  le  produit  des  m facteur* 


.1  -f-  a*  -f-  b»'  -f-  c»3  -f-  etc. 
î -f-  aC  -f-  bC 1 + ~h  etc. 

1 -f-  ay  -|-  ey3  -j-  etc. , 

il*est  visible  qu’elle  ne  peut  contenir  d’autres  produits  des 
quantités  a,  b,  c,  etc.,  que  ceux  dont  les  dimensions  ne 
passent  pas  le  nombre  m ; d’où  il  suit , i°.  que  l’éqüatk  n 
n = o , savoir , 

*-<f-fi^-ro  + etc’  = 0 (F)> 


ne  doit  contenir  aucun  terme  dans  lequel  les  quantités  a , 
b , c , etc.  forment  ensemble  des  produits  de  plus  de  m di- 
mensions. 

Or  si  on  change  x en  ^_dans  les  équations  (B)  et  (A), 


a 


(*)  On  trouvera  (tara  la  mite  de  cet  ouvrage,  les  développement  en  teriet 
des  quantité*  tratuceadantei. 
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elles  deviennent  celles-ci  : 


i -\-ux-\-  ix'-f-cx’-f-dx'-t-  etc.  = o (G), 

*+“  + ?+  p+  ?+etc-  ~ ° C1*)  » 


lesquelles  ne  diffèrent  des  équations  (A)  et  (B)  qu’en  ce  que 
les  coelficiens  A , B , C , etc.  sont  changés  en  a , b , c , etc.  , 
et  l'exposant  m en  n , et  vice  versâ  : donc  si  on  fait  sur  ces 
équations  (G)  et  (H)  les  mêmes  raisonnemens  et  les  mêmes 
opérations  que  nous  avons  faits  sur  les  équations  (A)  et  (B)  , 
on  parviendra  à une  équation  finale  qui  sera  la  même  que 
l’équàtion  (F)  ci-dessus , à la  seultf  différence  près  que  a , b , 
c , etc.  seront  au  lieu  de  A , B , C , etc. , et  réciproquement , 
et,  par  rapport  à cette  équation , les  quantités  A,  B,  C,  etc. 
ne  sauraient  former  ensemble  des  produits  de  plus  de  n di- 
mensions. 

Or  en  changeant  A,  B,  C,  etc.  en  a , b,  c , etc.  , on  ne 
fait  que  changer  P , Q , R , etc.  en  p , q , r , etc.  , et  vice 
versâ  , comme  on  le  voit  par  les  expressions  de  ces  quantités  ; 
donc  comme 

<p  = pP  + açQ  -f-  3rR  + etc.  , 


il  s’ensuit  que  l’équation  dont  il  s’agit , sera  exactement  la  mtjjne 
que  l’équation  (F)  , d’où  on  conclut , 

2°.  Que  l’équation 

o"* 

1 = O, 

ne  doit  pas  non  plus  contenir  aucun  terme  où  les  quantités  A , 
B , C , etc.  se  trouvent  formant  ensemble  des  produits  de  plua 
de  n dimensions. 

Yoici  donc  à qnoi  se  réduit  cette  méthode  d’élimination. 
Étant  proposées  les  deux  équations 

î -f-  Ax  •+•  Bx*  -£■  Cx3  -f-  Dx*  -f-  etc.  = o , 

. a i ^ . c . d . 

» + - + + p + + etc.  = °, 


l 
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tîont  la  première  soit  du  degré  m , et  la  seconde  du  degré  n , 

on  commencera  par  former  les  quantités  A',  B',  C',  D',  etc.  , 
A",  B",  C",  D",  etc.  , A'",  B'",  C'",  D"',  etc.,  lesquelles  sont 
les  coefüciens  des  séries  qui  expriment  le  carré,  le  cube,  la 
quatrième  puissance,  etc.  du  polynôme  A-f-Bx-f-Cxa-}-  etc. , 
et  on  poussera  cette  opération  jusqu’à  la  puissance  de  l’ordre 
n : on  formera  ensuite  de  la  même  manière  les  quantités  a', 
Ab',  c,  etc.,  a",  b“,  c",  etc.  jusqu’à  la  puissance  m,  et  pour 
cela  , il  suffira  de  changer  dans  les  valeurs  correspondantes  de 
Ai,  B',  C',  etc. , A",  B",  C",  etc. , les  quantités  A , B , C , etc. 
en  a,  b , c , d,  etc. 

Ayant  ainsi  toutes  ces  quantités  , on  les  substituera  dans 
♦ = Aa+a(B-A)(*_l) 


etc. 


et  l’on  fera  ensuite  l’équation 


e3 

1 .a.3 


<P4 


1 .2.3.4 


— etc.  = o , 


en  observant  de  rejeter  tous  les  termes  qui  contiendraient  des 
produits  de  A , B , C , etc.  de  plus  de  n dimensions  , et  des 
produits  de  a , b , c , etc.  , et  de  plus  de  m dimensions  ; on  aura 
par  ce  moyen , l’équation  finale  dont  le  degré  ne  pourra 
excéder  mn.  ■ . . 

Au  reste , on  peut  èncore  trouver  la  valeur  de  tf> , sans 
calculer  les  quantités  A',  B',  C',  etc. , A",  B",  C",  etc.  En 
effet,  comme 


<P  — P/>  + 27Q  + 3rR  + etc.  , t 

la  question  se  réduit  à trouver  P,  Q,  R,  etc  .,p,  q,  r,  etc. 
en  A , B , C,  etc.,  a , b,  c,  etc. 


\ 
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Or  ayant  l’identité  '» 

/ (i  4"  Ax  4-  Bx1  + Cx3  4-  etc.) 

= Px  -f-  Qx*  -f-  Rx3  4~  etc. , 

ti  l'on  change  x en  x -f-  i dans  les  deux  membres  , et  qu’on 
ordonne  suivant  les  puissances  croissantes  de  i , on  aura  , en 
posant  X = i + Ax  4-  Cx1  -f-  etc. , 

/ [X  + (A  + aBx  -f-  3Cx*  + etc.)  i -f-  etc.] 

= ( Px  4 Q x’-j-  Rx3  4-  etc .)  + (P  -f-  aQx  + 3Rx*  + etc  $ i 
-f-  etc. 

„ , ,r  . A 4 aBx  4-3Cx»  4 etc.  . , ~l 
~IX  4 l\j  H X ^ *+etc.J; 

4 

supprimant  d’une  part  Px-f-Q^'+R^+etc.  , et  de  l'autre 
/X , on  aura 


(P  + aQx  4 3Rx*  4 — - 

,C~  . A -f-  nBx  + 3Cxa  4- etc.  . ~1 

= 'L'  + Vf  ^ + -+  J 

_ A4  aBx  + 3Cx*  4-  etc.  . , 

t 4- Ax-f- 15^-4  etc.  1 etc- » 


d’après  le  développement  de  / ( i 4 s)  : divisant  par  i , et 
faisant  l'indéterminée  i = o,  on  obtient  l'identité 


A + aBx  4 Cx34  etc. 
i 4~  Ax  4*  Bxa  4*  Ex3  “4  etc. 


= P + aQx  4-  3Rx"  4-  etc. 


Multipliant  en  croix , et  comparant  les  coefticiens  des'  mêmes 
puissances  de  x,  on  trouvera 

A — P» 

aB  = aQ  4.AP, 

3C  = 3R  +2AQ4-BP, 

4D  = 4S  4-  5AR  4-  aBQ  4-  CP, 
etc.  ; 


d'où  l’on  tire 
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✓ 


P = 

A, 

aB  — AP 

Q = 

a 

R = 

3C — aAQ  — BP 

3 

C -i. 

4D  — 3AR  — aBQ  — CP 

u 

etc. 

4 

Ayant  ainsi  déterminé  P , Q , R , etc.  en  A,  B,  C,  etc. , 
on  changera  ces  dernières  en  a , b , c , etc. , pour  avoir 
P,  q , r,  etc. 

On  se  souviendra  toujours  de  rejeter  dans  P , Q , R , etc.  ■ v 
les  termes  où  A,  B , C formeraient  des  produits  de  plus  de  n 
* dimensions  , et  dans  p , q,  r , etc. , ceux  où  a , b , c , etc. 
formeraient  des  produits  de  plus  de  m dimensions. 

Si,  pour  simplifier,  on  écrit  aQ , 3R,  4Sj  etc.  au  lieu  de 
9 Q,  R , S,  etS?,  et  a q,  3 r,  4$  , etc.  au  lieu  de  q , r,  s,  etc., 
la  valeur  de  <p  deviendra 

_ , Qq  , T\r  : Ss  È 

<P  — fy  + ~ + y + -j-  + etc. , 

et  l’on  aura  pour  la  détermination  de  P,  Q,  R,  S,  etc.,  les 
formules  suivantes  : 

P = A, 

Q = aB  — AP, 

R = 3C  — BP  — AQ , 

S = 4D  — CP  — BQ  — AR , 

T = 5E  — DP  — CQ  — BR  — AS , 
etc. 


Il  en  sera  de  même  pour  les  quantités  p , q , r,  etc. , en 
changeant  seulement  A en  a , B en  b,  C en  c etc. , et  l'équation 

10 


« 
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' S 

sera , comme  ci-dessus , 

i-?+-  -^3+etc.rro. 

Nous  prendrons  pour  premier  exemple , l’élimination  de  x 
entre  les  deux  équations 

1 -f- Ax -}-Bx*=o  , 1 + ^ ,-+•  p:  = o ; 

ici , comme  le  calcul  en  est  simple  , nous  formerons  les  quan- 
tités A',  B',  C',  a',  b',  c'  : on  trouvera , en  faisant  le  quarré 
de  A -f-  Bx , 

A'  = A»,  B'  = aAB,  C = B3; 
de  même , 

a!  = a*,  b'  <±=  zab , c'  = A3; 

donc 

9 = Aa  + a (b—  ~)(&  — J)  + 3ABû6  + B‘is 

=3  Aa+aBi— A»i— Ba3+ 3ABa&H-  BSA3  ; 

I 

donc,  en  négligeant  les  produits  de  A et  B,  aussi  bien  que 
ceux  de  a et  b qui  seraient  de  plus  de  deux  dimensions , on 
aura 

ç3  = A3a“  -f  4ABaZ>  -f  4B3A*  , 
ç3  = o , f*  — o,  etc.  ; 

substituant  ces  valeurs  dans 

©a  ©3 

1-9+—  - — y + etc.  =o, 

on  aura  pour  équation  finale , 

, î — A a — aBA -f- A3A Ba3 — ABaA  •+■  B“A*  ==  o. 

Ainsi  si  l’on  suppose 
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les  deux  équations  deviendront 

xa-f^x+y  = o , x*  — yx  -fi- 1 = o , 

et  elles  auront  pour  équation  finale 


3/4-1=  o. 

On  propose  , en  second  lieu,  deliminer  x entre  les  deux 
équation» 

r -fi-  Ax  -f-  Bx2  i-fi-  Cx3  =:  o , 


, a , b . c 

+ P = 


on  trouvera  d abord , en  employant  les  formules  données  pré- 
cédemment, 

P — A, 

Q = aB  — A*, 

R = 3C  — 3AB  + A3,  ■ 

s = — 4ac  — 2B24.4a»b  , 

T = — 5BC  -f  5A2C  + 5 AB*, 

U = — 30*  -fi-  i aABC  -fi-  aB3, 

V = 7AC*  + 7B*C  , 

w = Ibc». 

Donc  on  aura 

ç=Ao+i(2B—A*)(2è— «*)-+-.>  (3C— SAB+A’XSc— 

+ 5 (— 4AC— aB*+4A=B)(— 4ac— ib'+fa'b) 

+ 5 (—  5BC+5A*C+5AB*)(— Sbc+5a'c+bab') 

+ 1 ( — 3C*-f-iaABG+-2B3)( — 3c2-/- 1 aaéc-l-aZ)3) 

■+•  7 (7aC*+ 7B!C)(7cc*-+7i*c) 

-fi-  i 8BC*x8Ac*. 

Pour  former  ?*,  ç 5,  etc. , on  rejettera  de  <p  tous  les  termes 
où  A , B , C , etc . , a,  b,  c,  etc.  sont  des  produits  de  plus  de 
deux  dimensions,  et  ordonnant  les  autres  par  rapport  aux 

19.  . 


Digitized  by  Google 


148  ANALYSE 

dimensions  de  ces  mêmes  quantités  , on  aurait  - ' « 

q>  — Aa  4 2B b -f-  3C c 
— Ba*  — 3C<iô  — b A 2 — 3cAB 

4 ^ + 3ABai  -f*  (2 AC  + B1)  (aac-fi’) 

' + 5BCic  + i C V*  ; • 

d’où  l’on  tire  , en  ne  conservant  que  les  produits  de  trois  ou 
d’un  moindre  nombre  de  dimensions  , 

• $>*=  ( A a +2BM-30)“ 

-f-  2 (Au-f‘2b6+3Cf  ) £ — Baa — ZCub — iA1— 3cAB 

4.  43 ABab 

+ (aAC4B1)(2cc4-ùa)  + 5BCic+iCV} 

4 2 (Bca43Cnù)  (Jb A“  4 3c AB  ) , 

* <p3  — ( Aa,  + 2BÙ  4 3Cc)3, 

<p'  — o. 

De  sorte  que  l’équation  finale  sera 
, —Aa  — i (aB — Aa)  (a 6— a1) 

— j (3C — 3 AB-4-A3)  (3  cScb+o3) 

— i(— 4AC— 2Ba44A>B)  (— 400—2^44^) 

—l  (— 5BC+5AaC-f5AB*)  (-5ic+5aV45aù*) 

— È( — 3C1 4 1 2 ABC4ab3)  ( — 3c“4i2cùc42^!) 

— 7 (7'aCM-7B‘C)  (7acï47ÔV) 

— 8BCabc*+  (Aa-f-2Bi43Cc) 

X {^±^±^-B0»-3Cai-ÙA«-3cAB 

4-  — f-3AUab  4 (2AC4-B')  (2ac+ù“) 

4 5BCùc4i  CV}  4-  (Baa43Caù)  (iA*4-3cAB) 

♦ 

— -'g  (Aa4-2Bi+3Cc)"  =0. 


/ 
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En  supposant  que  C soit  un  polynôme  du  degré  — 3 en  y , 
et  que  c soit  un  polynôme  du  troisième  degré , l’équation  finale 
sera  du  degré  3x3,  ou  du  neuvième  degré  en  y. 

45.  On  doit  à M.  Kramp , doyen  de  la  faculté  des  Sciences 
de  l’Académie  de  Strasbourg , la  méthode  suiva^e , propre  à 
faciliter  l'élimination  dans  les  équations  des  degres  supérieurs, 
méthode  sur  laquelle  on  trouvera  plus  de  détails  dans  1?  on- 
zième numéro  dq,  tome  premier  des  Annales  de  Mathéma- 
tiques. 

Soit  l’équation 

ax"  = ax1""1  -|-  bxn~'-{-  ex*-3  + dxn~ * -f"  etc. . . . (N)  ; 

si  on  la  multiplie  de  part  et  d’autre  par  a x , *n  mettant  pour  ■>’’ 

Ax"  dans  le  second  membre  , sa  valeur  tirée  de  la  proposée , 
on  aura 

A\x'fI+l  = (aa-f-Ai)  x"-,-|-(ai-f-Ar)  x"_2-f-(ar-{-Arf)  xn_3-f-  etc., 

équation  que  nous  écrirons  ainsi  : 

A*x"’vi  = a'xn~ 1 -f-  à'x’’- * -J-  c'x"-3  -f-  etc,  ; 

multipliant  de  nouveau  par  Ax,  en  mettant  toujours  pour  Arn 
dans  le  second  membre , sa  valeur  donnée  par  la  proposée , on 
trouvera 

^xn4-3  __(aa'_ (_Ay)x»-,-)-(Ja'_(_At')l*‘ï-f-(fa'"l-Afl')x"'3-f-etC.  t 

équation  que  nous  écrirons  ainsi 

a3x“"3  = a“x*~'  -f-  b"x*~*  + c"xn~3  -f  etc.  , 

K 

et  ainsi  de  suite.  On  a * 

a'  = aa  -f-  xb  , 

a"  = aa’  -f-  A ba  -f-  aV  , 

am  — aa"  -f-  ?Su  -f-  A Va  -f-  aV  , 

fllirr=  aam  -f*  ^Hi':  A*ca  -f-^fada  -f-  A^e, 

etc.  ; 
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toutes  ces  valeurs  formant  des  séries  récurrentes.  . 

Si , outre  l’étfhation  (N)  du  degré  n , on  a une  équation  (M) 
du  degçé  m en  x , m étant  > n , en  mettant  dans  cette  der- 
nière , pour 

x",  x*+1,  a"4-*,  x*4"3,  etc. , 

les  valeurs  déduites  de  la  première , par  le  procédé  que  nous 
venons  d’exposer,  elle  ne  sera  plus  que  du  degré  n — i.  On 
aura  donc  , au  lieu  des  proposées  , des  équations  des  degrés 
n et  n — 1 , qui , en  leur  appliquant  le  même  procédé , en 
feront  trouver  une  nouvelle  du  degré  n — a.  En  poursuivant 
de  la  même  manière,  on  parviendra  enfin  à une  équation  du 
degré  zéro  ; ce  sera  l’équation  de  condition  qui  devra  exister 
entre  les  coelïicicns  des  deux  proposées , pour  qu’elles  puissent 
subsister  ensemble  , ou  pour  qu’il  y ait  un  facteur  commun 
entr’elles  : ce  sera  conséquemment  l’équation  finale , si  les  coefli- 
ciens  des  deux  proposées  sont  fonctions  d’une  autre  inconnue  y, 
par  exemple. 

La  question  se  trouvant  ainsi  réduite  à éliminer  l’inconnue  x 
entre  deux  équations  dont  les  degrés  ne  diffèrent  que  d’une 
unité  , nous  prendrons  , comme  type,  le  système  des  deux 
équations 

o = Ax"  -j-  Cx—£+.  etc., 

o = ax"_l+  bxn~a  ex"-3  -f-  etc. 
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b'  ss  ah  -{-  Ac  , 
b"  = ab'  + xbb  + X>d, 
b“  = ab"  -f-  xbb'  -f-  x*cb  -f-  x’e 
ilv=  ab"  + xbb"  + x\b’  -j-  x'db  -f  x*f, 
m etc.  ; 

c — ac  + xd , 

c"  — ac ' -f-  xbc  -f-  X‘e , 

c"  ~ ac"  -f-  xbc'  -f-  a’cc  -f-  xf , 

c,T  = ac * -f  xbc * -f-  AVc'  + x3dc  -j-  x<g, 

etc. , 


! 
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Appliquant  la  méthode  précédente  à ces  deux  équations  , on 
eu  déduira  une  du  degré  n — 2;  et  si  l’on  désigne  cette  der- 
nière par  * 

o = a'x"- * -f-  i'x"-3  4-  ex"-*  -f-  etc-  » 

on  aura 

a r=  b ( Ab  — B a)  — a (A  c — Ca) , 

b'  = c (Ai  — Ba)  — a (Ad  — Da), 

c'  — d (Ab  — B a)  — a ( Ae  *—  Ea) , 

d'  = e (Ab  — Ba)  — a (A/—  Fa), 

etc. 


Nous  nous  bornerons  â une  seule  application.  On  propose  de 
trouver  le  facteur  commun  aux  deux  polynômes 

5x*  — 27x1  -f-  aax3  4*  i7xs — 49x  -F-  34  > 

3x*  — aax?  + 46x“  — Six  + G : 


on  a donc  les  deux  équa|jpns 

o = ôx5  — 27x*  -f-  22X3  4~  — 49x  + 24  , 

o = 3x*  — aax^,4-  4&x*  — 3ix  4-  G. 


A = 5 

a—  3 

Ab — Ba  = — 29 

a — 146 

B = ^-27 

b— 23 

A c — Ca  = 1 64 

b'  = — 7 1 G 

C=  32 

c—  46 

Ad — Da= — 206 

c'—  3G8 

D=  17 

d— — 3l 

Ae — Ea  = 1 77 

d'—  4a 

K =-4.9 
F = 24 

c=  6 

Af — Fa  = — 7a 

3e  équat. . . . o = 73x3  — oBSx* 4-  »G4X  + 21  > 


après  la  division  par  £. 

, , f°—  3x* — *22x34-  4^x* — 3ix4-G» 

Equat.  données  • • • | Q ^.1  > 


A—  3 

a — 

73 

Ab — B a — 53a 

B = — 23 

bz=- 

-358 

A c — Ca  = — 2806 

c=  46 

t — 

184 

Ad — Da=;  a3a6 

D = — 3i 
E=—  6 

d— 

21 

% 

1 

? 

Il 

1 

ti 

Co 

■ 358X* 4-  t ?4x  4-  a»* 

a — 14083 
b'  — — 71910 

c = 43 14® 
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égales , n et  v étant  <m,  on  aurait 


a*  r = «’  , d’où  a*  ' = 1 ; 

or,  aucune  puissance  de  a , moindre  que  m , ne  peut  être  l’unité, 
lorsque  a.  n’est  pas  l’unité.  En  effet , puisque 

CLm  — j =o, 

si  l’on  avait  en  même  temps 

« • 

*r—  1=0, 

p étant  <m,  nécessairement  ces  deux  équations  auraient  uns 
racine  commune , et  en  cherchant  par  les  règles  ordinaires  , 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  ara — î et  a?  — i , on 
trouverait  a — 1 pour  résultat , parce  que  m est  un  nombre  pre- 
mier : de  sorte  que  la  racine  commune  aux  deux  équations  , 
ne  pourrait  être  que  l’unité,  conclusion  qui  ramènerait  à 
a = î , contre  l’hypothèse  faite  sur  a. 

11  résulte  de  là,  i°.  que  les  puissances  a,  et’,  a,....*.«’n 
représentent  toutes  les  racines  de  l'équation 

ym  — i=o, 

en  prenant  pour  a une  quelconque  des  racines  de  cette  équa- 
tion, autre  que  l’unité  ; car  puisque  «m=i , on  aura  aussi 

et*"  =ii,  a3m=i,  etc., 

de  sorte  que  les  puissances  a,  aa,  a3 a"  seront  aussi  des 

racines  de  la  même  équation , et  comme  elles  sont  en  nombre 
m,et  toutes  différentes  entr’elles,  elles  seront  nécessairement 
toutes  les  racines  de  l'équation 

ym — î =o. 

Il  résulte  encore,  de  là , a°.  que  si , dans  la  série  des  puissances 

a,  aa oLm~ 1 , on  substitue  pour  a une  qu<>lroncrue  de  ces 

puissances,  comme  a",  n étant  < m , la  nouvelle  série 

M » -a»  — 3n  -nm-n 

* > “ J a * j , 
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en  rabaissant  toutes  les  puissances  au-dessous  de  «m,  à cause 
«le  «m  = i , contiendra  encore  les  mêmes  puissances , mais 
dans  un  ordre  différent  ; car  il  est  visible  que  tous  les  expo- 
sans  n,  an  , 3 n,  etc.  sont  dÿTérens  , et  que  les  restes  de  la 
division  par  m le  sont  aussi , parce  que  m est  un  nombre 
premier  ; de  sorte  que  ces  restes  étant  au  nombre  de  m , et 
tous  différens  entr’eux , ne  peuvent  étge  que  les  nombres  1 , a , 


3.. 

. . .m.  Soient 

m — 

7 et  n =3  : on  a la  série  des  racines 

* 9 

«t,  «r5,  a6,  a7=  1, 

et 

m 

• «5  « «Vf1'-!: 

. Tv.  '-^1^  V , V 

-6, 

«9,  «>*,  *18,  «**, 

et  en  rabaissant  les  puissances  au-dessous  de  ce  qui 
revient  à diviser  par  7 chacun  des  exposans  de  la  ligne  in- 
férieure , on  trouve 


Considérons  maintenant  le  cas  où  m est  un  nonibr*  com- 
posé : si  n est  un  diviseur  de  m , toutes  les  racines  de  l’équa- 
tion y" — t = o,  seront  communes  à l’équation  ym — 1=0; 
parce  qu’en  supposant  que  r soit  racine  de  l'équation 


y — l=o, 

on  aura  r*  a 1 , et  par  conséquent  aussi  r"  = 1 ; d’où  il 
s’ensuit  que  r sera  aussi  racine  de  l’équation' 

Remplaçant  donc  r par  «,  on  aura  «"=  1 , et  si  m = np  , 
il  est  visible  que , dans  la  série  des  puissances 

«m,  «,m,  *-m,  etc.,  ou  M3"'',  etc., 

qui  devient,  à cause  de  1 = etc. , 


, *,p , a1  etc.,# 

chacune  des  racines  «*,  a1 se  trouvera  répétée  p fois  ", 


* 
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et  conséquemment  ces  puissances  ne  pourront  plus  représen- 
ter les  racines  de  l’équation  ym — 1 = o , puisque  cette  équa- 
tion ne  peut  avoir  de  racines  égales  (47)- 

Soit  m=pq , p et  q étant  dlùx  nombres  premiers,  et  soit 
C une  des  racines  de  l’équation 

y?  — 1=0, 

et  y une  des  racines  de  l’équation 

y — » = o: 

il  est  clair  que  C et  y seront  aussi  racines  ‘de  l’équation 
y — î = o , 

parce  que  et  y*  étant  t , on  aura  aussi 
JMfl,  y"  = I . 

Mais , d’après  ce  qui  vient  d’être  observé , toutes  les  racines 
de  l’équation 

* y — t=o 

ï 

ne  pourront  pas  être  représentées  pâr  les  puissances  succes- 
sives de  ces  racines  C et  y.  •* 

On  voit  aussi  que  le  produit  Sir  .sera  racine  de  la  même 
équation 

y — i = o ; 

mais  aucune  puissance  de  cette  racine , dont  l'exposant  v 
serait  inférieur  à m , ne  pourra  être  égale  à l'unité  , à moins 
que  C ou  y ne  soit  = 1.  Eu  effet , il  faudrait  que  m fut  un 
multiple  de  v , et  qu’ainsi  on  eût  > = p , ou  =n  q ; d’où  l'on 
concluait 

( ffy  = î ou  ( Cy  y = i : 

dans  le  premier  cas , on  aurait  y = 1 , à cause  de  Cp  = i > 
et  conséquemment , 

9 y — i = o, 
et  comme  on  a déjà 

y’  — i = o. 
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et  que  d’ailleurs  p et  q sont  des  nombres  premiers  entr’eux  , 
i 1 en  résulterait , comme  plus  haut , 

y — 1=0. 

Dans  le  second  cas , on  aurait 

G — 1=0. 

Ainsi , puisqu’aucune  puissance  de  Gy,  inférieure  à m , ne  peut 
être  l’unité  , à moins  que  G ou  que  y ne  soit  = i , et  que 
d'ailleurs  , 

W = 1, 

nécessairement,  d’après  ce  qui  précède,  la  racine  Gy  de 
l'équation  • . 

ym  — i=o, 

lorsque  m =pq  , jouit  de  la  même  propriété  que  la  racine  a , 
lorsque  m est  un  nombre  premier , savoir , que  toutes  les 
racines  de  cette  équation  , peuvent  être  représentées  par  les 
puissances  successives  de  Gy,  depuis  l’unité  jusqu’à  m. 

Comme  les  valeurs  de  G sont  au  nombre  de  p , et  celles  de  y 
au  nombre  de  q , les  valeurs  de  Gy  seront  au  nombre  de  pq  ~ nv, 
et  il  est  facile  de  prouver  que  ces  valeurs  seront  toutes  diffé- 
rentes entr’elles  , parce  que  les  premières  ne  sont  que  les  puis- 
sances de  l’une  des  raciites  G,  depuis  l'unité  jusqu’à  p,  et  que 
toutes  les# secondes  sont  celles  des  racines  y , depuis  l'unité 
jusqu’à  q , en  observant  que  les  nombres  p et  q sont  premiers  , 
proposition  démontrée  plus  haut.  D’où  il  suit  que  toutes  les 
racines  de  l'équation  • 

y*  — i = o. 

è 

m étant  = pq , peuvent  être  représentées  par  les  produits  Gy 
des  racines  des  équations 

y — i=o,  y — i=o, 

p et  q étant  des  nombres  premiers. 

On  prouvera  de  même  que  si  m — pqr , p , q , r étant 
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des  nombres  premiers , et  si  G , y , ï sont  respectivement 
des  racines  quelconques  des  trois  équations 

y — i=o,  y — t=o,  y — 1 = o, 

le  produit  GyJ1,  en  donnant  successivement  à C,  y,  / toutes 
leurs  valeurs , pourra  représenter  toutes  les  racines  de  l’équation 

y*  — i=o, 

et  que  celles  de  ces  racines  qui  seront  exprimées  par  CyS' , 
aucune  de  ces  racines  C,  y,  n’étant  l'unité,  auront  les 
mêmes  propriétés  que  les  racines  de  l'équation 

. y — i = o, 

m étant  un  nombre  premier. 

Et  ains^  de  suite. 

Mais  si  l’on  avait  m = p *,  p étant  un  nombre  premier  , 
en  prenant  G pour  une  quelconque  des  racines  de  l’équation 

y — i = o, 

il  est  clair  que  G serait  aussi  racine  de  l’équation 
• y — i = o ou  yfr  — i = o , 

./  .f  * 

et  que  y G le  serait  aussi , puisqu’à  cause  de  V = « , on  a 

(l/ff)"=^=  ,. 

* 

On  prendrait  donc , dans  ce  cas , pour  y , une  quelconque 
r _ 

des  valeurs  de  \/ G , ♦l’on  aurait  également  Gy  pour  l’ex- 
pression de  toutes  les  racines  de  ym  — î = o , parce  que 
ces  racines  Gy  sont  au  nombre  de  pp , et  toutes  differentes 
entr' elles. 

De  même,  si  m = p3,  en  conservant  les  valeurs  de  G et  y, 

r ' , r _ f’_ 

©n  ferait  de  plus  J'zs  {/C,  ensorte  que  G,  y=  y G,  S -=  y • , 
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feraient  des  freines  de 

ym  — i = ou  de  yfi  — 1 = o , 

en  observant  que  1 . On  aurait  donc  Gy i'  pour  l’expression 
de  toutes  les  racines  de  ym  — i = o , en  donnant  successi- 
vement à G,  y , i'  toutes  leurs  valeurs  (*) , et  ainsi  de  suite. 
Donc , en  général , si 

rn  = p/'qTrsr 

et  que  G,  y soient  respectivement  des  racines  quel- 

• conques*  des  équations 

yf  — 1=0,  y — 1=0,  yr  — 1=0,  etc. , 

p , q , t , etc.  étant  des  nombres  premiers  : si  l’on  fait  de 
plus  , 

C = \/G,  C = \/f,  etc.  ; y — \/y , y"  — y/ y , etc.  ; 
ï'=\/$,  r = S/J',  etc. , 

on  aura 

frr....x  yy  y . . . . X WT.... 


(*)  Pour  l'équation  y%  — i = o , on  i f=i;  rnsortc  que  les  valeurs  de 
C sont  i et  — i -,  celles  de  </  f , sont  y/  I et  </  — i ; enfin  celles  de 
4 i 4 

t — y'C  sont  •/  t et  ^ — I : ainsi  les  racines  Cy  t sont 

4 

• 4 

I v'i  • ✓— « 

4 

— !✓«.  y/l 

4 - 

— 1 /i . y/—l  , 

4 

1 y/—  I . 

4 


dont  chacune  satisfait 
tout  connu  — i. 

• 


— 1 yj — t.  y/x 

— \y/—\.  y/—l  ’ * 

il  la  proposée , et  dont  le  produit  en  est  le  terme 
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pour  l'expression  générale  des  racines  de  l'équation 

ym  1 = Ogk 

en  donnant  successivement  à S,  S',  etc y , y,  etc 

i , y t etc.  , toutes  les  valeurs  dont  ces  quantités  sont  suscep- 
tibles chacune  en  particulier. 

Oa  voit  par  là  que , pour  avoir  les  racines  de  l’équation 
à deux  termes 

ym  — i = o, 

lorsque  m n’est  pas  un  nombre  premier  , il  suffit  de  résoudre 

des  équations  semblables  de  degrés  dont  les  exposans  soient 

les  facteurs  nombres  premiers  du  nombre  m. 

Enfin  nous  remarquerons  que  comme  l’équation 

« 

y™  1=0 

manque  de  tous  les  termes  intermédiaires  , si  on  nomme 


, y , etc.  ses 

racines , 

on 

aura  ( i*r* 

sect.) 

1 + 

- 4- 

C + 

y 

+ 

S'  4"  etc. 

= 0 > 

1 4* 

4- 

C'  + 

y" 

+ 

4*  etc. 

= 0 , 

1 4- 

«3  4- 

4- 

y3 

+ 

ï3  4“  etc. 

= 0 , 

4-  «m~ 

■ 4-  e»-*  4- 

y-n 

4.  4. 

etc.  — 

ensuite  , à cause  de  *m  = i , Sm  = i , y”  = i , etc.  , on 
aura 

i -f-  «m  + Cm  + y"  -|-  etc.  = m>  • 

’ 1 -f-  + S"*'  + ym+‘  -f-  etc.  = O , 

I 4-  4 + ym-M  4-  etc.  = O , 

* etc. 

et  ainsi  de  suite. 

48.  Euler  le  premier,  et  après  lui  tous  ceux  qui  se  sont 
occupés  de  la  théorie  des  nombres  , ont  démontré  ce  fameux 
théorème  de  Fermât  : Si  p est  un  nombre  pQmier , et  a un 
'nombre  moindre  que  p,  le  nombre  a!’~  ' — 1 sePïz  nécessai- 
rement divisible  par  p , de  sorte  que  le  reste  ■ de  la  division 
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de  aP-"'  par  p , sera  l'unité.  C’est  cette  démonstration  que 
nous  allons  rapporter  avec  tous  les  détails  qu’exige  son  im- 
portance. 

Dans  la  suite  des  puissances 


' i,  a,  a *,  a3,  etc., 

il  existe  , outre  le  premier  terme  , un  terme  a'  qui , divisé  par 
un  nombre  p premier  avec  la  base  a,  laisse  l unité  pour  reste  , 
t étant  < p. 

Ainsi , E désignant  un  nombre  entier  quelconque , il  s'agit 
de  démontrer  que 

a’  = Ep  -f-  i. 

Soit 

am  = Ep  4-  « : 


en  donnant  à m un  nombre  de  valeurs , égal'  à p,  à partir 
de  m = 1 , on  doit  rencontrer  , au  moins  deux  fois , une 
même  valeur  de  ».  En  elTet,  le  nombre  des  divisions  étant  p, 
à partir  de  m = 1 , et  celui  des  restes  ne  pouvant  excéder 
p — i , il  faut  que  l'un  des  restes  se  reproduise  au  moins 
deux  fois,  en  observant  qu’on  ne  peut  rencontrer  le  reste 
zéro':  si  l’on  désigne  par  ml  et  E'  les  valeurs  de  m et  de  E, 
pour  lesquelles  on  a le  retour  du  même  reste  , on  posera 

am  = Ep  + «, 

a"'=  E'p+ 

d’où  l’on  déduit  • 

a"'—  am  = ( E'—  E)  p = — i)a"  ; 

mais  a n’étant  pas  divisible  par  p , am  ne  le  sera  pas  (Ire  sect. , 
chap.  VUI)  ; et  puisque  ( E'—  E)  p est  divisible  par  p , il 
faut  donc  que  am'~m — j le  sojt.  Donc  am'~m — i est  de  la 
forme  Ep  , et  am'~m  de  la  forme  Ep  -J-  î , m' — m étant  <p  , 
puisque  m'  et  m tombent  entre  o et  p.  Par  exemple  , dan» 
la  progression 

a®,  a’,  a*,  a’,  a*,  a5  , etc.  , 

le  nombre  a*=  16  divisé  par  5,  laisse  pour  reste  l'anit*, 

il 


\ 
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En  partant  de  l’égalité 


= Ep  + i 


et  multipliant  par  les  puissances  successives  de  a , on  a 
a'+l  = aEp  -}-  a, 
a'+*  = a3Ep  -j-  a*  , 
o,+3  = aTîp  + a3  , 
a'+*  = ri'Ep  -f-  af, 
etc. 


Ainsi  les  restes  des  divisions  de  a',  a,+l,  etc.  par p , sont  le* 
mêmes  que  ceux  des  divisions  de  a°,  a’,  a*. . . . a1- J par  p. 

Donc  tous  les  restes  que  peuvent  fournir  les  ternies  de  la 
suite  a’,  a14"1 ....  sont  compris  dans  l’intervalle 

I • 

a° , a',  a1.  ..  . a*~' , 

en  observant  toujours  que  t est  l’exposant  pour  lequel  1* 
reste  = 1. 

De  ce  que  a'  = Ep  -f-  1 , 

il  suit  qu’on  a 

an,  = (Ep  + i )"  = Ey  + nE"->p"-'-f- . + «Ep4-  t 

— P tEy-'  -f-  «E’—'p— *4-, . .4-  nE]  + I , 


expression  de  même  forme  que  celle  qui  représente  a'. 

Qu’on  ait  à chercher,  par  exemple,  le  reste  de  3"’°°  divisé  par 
i3  : il  faut  d’abord  découvrir  la  puissance  de  3 pour  laquelle  on 
a le  reste  î , ce  qui  fera  connaître  3'.  Cette  puissance  est  33 
ou  27  qui,  divisé  par  i3,  donne  en  effet  1 de  reste.  Ainsi 
tous  les  restes  sont  1 , 3 et  9 , les  mêmes  que  ceux  de 

3°,  3',  3*, 

par  i3.  Donc  de  trois  en  trois  , on  a pour  reste  l’unité;  mai* 
le  plus  grand  multiple  de  3 , conteitu  dans  1000 , est  333  X 3 , 
de  sorte  que  31,lx’ , divisé  par  i3  , laisse  1 de  reste,  «t 
5”,a  = 3‘hxj-h  occupe,  dans  la  période 

3111-1  ^ 3111-1+1  31111+.  ^ 
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le  même  rang  que  3‘  dans  la  sienne  : donc  les  restes  de  3* 
et  de  S”'0  par  i3  , sont  les  mêmes,  c’est-à-dire,  que  ce 
reste  =3.  v 

Ce  qui  précède  suppose  seulement  que  p soit  un  nombre 
premier  par  rapport  à a \ mais  le  théorème  suivant  ne  s’ap-  ' 
plique  qu’aux  nombres  premiers  , pris  individuellement. 

Si  p est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  a , et  a*  U 
tci  me  du  plus  petit  exposant  pour  lequel  on  ait 

a*  = Ep  -f  1 , 

r exposant  t sera  ou  p — î , ou  un  diviseur  de  p — i . 

D’abord  puisque  a et  p sont , comme  dans  le  théorème 
précédent,  des  nombres  premiers  entr!cux,  le  nombre  t ne  peut 
surpasser  p — i.  11  reste  donc  à démontrer  qu’il  doit  être  ou 
p — t , ou  un  diviseur  exact  de  p — t . 

Soient  i , »',  » , etc.  les  restes  -des  divisions  des  termes 
i , a , a • a,_‘ 

par  p : ces  restes  ne  pourront  généralement  comprendre  tous 
les  nombres 

1 > 2 , 3 P — 1 , 

puisqu’ils  ne  peuvent  être  qu’en  nombre  t.  Qu’on  divise  la 
suite  des  puissances 

3',  3*,  3S,  3* 
par  5 , on  aura  les  restes 

i 5 , 4 > ® » * • 

Ici  t = 4 » P = 5 , ensorte  que  t — p — î , et  les  nombres  i , 

» , elc.  sont  les  mêmes  que  t , a,  3. . .p—  t ; mais  c’est 
une  circonstance  qu’on  ne  doit  pas  supposer. 

Tous  ces  restes  î , » , »",  etc.  sont  difTérens  entr’eux  ; car 
s’il  en  existait  deux  qui  fussent  les  mêifaes , pour  deux  termes 
am,  a",  antérieurs  à a',  on  aurait 

a”  = Ep  + »’, 

.«•  = Kp  + »', 

ti.» 
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donc 

a»  — a"  = am  ( a"-"1—  1)  = ( E'  — E)  p 

«erait  divisible  par  p ; ou  bien  encore  , comme  am  n’est  pa» 
divisible  par  p , on  aurait 

an-m  — 1 — £"p  t d’où  an~m  = E"p  -+-  1 . 

donc , dans  l’intervalle  de  1 à a‘,  il  y aurait  le  terme  aa~m 
qui  laisserait  l’unité  pour  reste , ce  qui  est  contre  la  supposi- 
tion exprimée  dans  l’énoncé. 

Soit  Z un  des  nombres  de  la  série 

i , a , 3 p — i , 

non  compris  dans  la  série 

ru 

i > « > * 

■1  on  multiplie  chaque  terme  de  celle-ci  par  C , on  formera 
la  série 

z , «; , »: , *'£ , etc. , 

dont  la  division  par  p conduira  à une  nouvelle  série  de  reste* , 
que  je  représenterai  par 

c,  e,  C*.  C*.  etc., 

1*.  tous  différera  entr’eux , a°.  tous  autres  que  les  restes 
tt  f & y * j etc. 

Pour  démontrer  la  première  proposition  , multiplions  par  ff  , 
les  deux  égalités 

am  — Ep  -f-  * y am'  = E 'p  + * 

correspondantes  à deux  termes  de  la  période 
i , a',  a ’ a', 

et  nous  aurons 

Zam  = ZEp  + ff.' , fo"'  = ZEp  + Z»’: 
si  les  nombres  Z»,  Z*",  divisé*  par  p , pouvaient  laisser  un 


\ 
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même  reste  C”,  il  tiendrait 

• C>t  ep  + C', 

= ep  + e, 

d’où 

Gam  = CE p -(-  ep  + C, 

Cam'  = CE'p  -f-  e'p  -f-  C', 
et  conséquemment , 

C ( am' — a”1)  = p £ C ( E'  — E)  -f-  e'  — e]. 

Or  C étant  < p , il  faudrait  que  am' — am  fût  divisible  par  p, 
ce  qui  est  impossible  dans  l’intervalle  de  1 à a1,  ainsi  qu’on 
l’a  vu  précédemment.  ( 

Passons  à la  seconde  proposition , et  supposons  que  l'ua 
des  restes 

e,  r,  etc., 

soit  le  même  que  l’un  de  ceux-ci 

« , • , , etc.  : 

on  a , dans  cette  hypothèse  , 

Cam'  =5  CE'p  -f  Cm"  = (CE'  -f-  e')  p -f  * ; 
mais  d’ailleurs  il  existe  une  puissance  am  pour  laquelle  on  a 
an  = Ep  -f-  » ; 

retranchant  la  première  formule  delà  seconde,  il  vient 
a"  — Sam'  = p [ E — CE'  — e' ] , 
c’est-à-dire  , 

amr  C ) = p [ E — CE'  — e'  ] ; 

mais  , en  supposant  d’abord  m'  < m , le  nombre  am~m'  est  l’un 
de  ceux  de  la  série  1 , a , a*. . . .a'-1;  ce  nombre  divisé  par  t , 

donne  l’un  des  restes  1 , » , *" différens  de  C ; ce  reste 

moins  C,  est  un  nombre  plus  petit  que  p,  et  conséquemment, 
non  divisible  par  p : d’ailleurs  am'  est  premier  avec  p ; donc 
(1"  sect.  , chap.  VIII)  le  premier  membre  ne  peut  être  ni  pt 
xi  un  multiple  de  p. 


« 


Digitized  by  Google 


rSS  ANALYSE 

Si  l’on  avait  m'  > m , on  considérefait  alors  le  terme  e'4'" 
qui  divisé  par  p , donne  le  même  reste  que  am,  et  on  aurait 

£,<+■»  _ iam'  — p ( E — CE'  — e') , 

d’où 

am'  ( a,+m~m' — ?)  = p (E  — CE'  — e')  : 
or,  dans  l’hypothèse  actuelle, 

t -j~  m — m'  < t , * ' 

donc  encore  , la  différence  entre  le  reste  de  a1’¥m~m'  divisé 
par  p et  S , est  moindre  qne  p , et  l’impossibilité  est  la  même 
que  dans  le  cas-,  précédent. 

La  série  C,  n’ayant  aucun  terme  commun  avec 

et  les  termes  de  la  première  série,  étant  en 
même  nombre  que  ceux  de  la  seconde  , nécessairement  ces 
deux  séries  contiendront  ensemble  un  nombre  de  termes 
égaux  à at. 

Si  parmi  ces  at  nombres , ne  se  rencontrent  pas  tous  ceux  de 

la  série  i , a , 5 p — 1 , on  multipliera  les  ternies  de  la 

série  i , a , a" par  y qui  , faisant  partie  des  nombres 

1 , a,  3. ..  p — i , ne  se  trouve  pas  parmi  ceux-ci  î, 
et  on  aura  un  nombre  t de  résultats 

t n 

y 9 «y  > * y 

qui , divisés  par  p , donnent  t restes  , 


i°.  tous  différons  entr’eux  ; a°.  tous  autres  que 


3°.  tous  autres  que  • 

f,  C" 

Les  deux  premières  propositions  se  prouvent  comme  précé- 
demment. Pour  démontrer  la  troisième  , nous  partirons  de» 
équations  déjà  employées  ci-dessus  , savoir  : 

om  — Ep  a, 
a'»'=E>  -f  ; 
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G am  = GEp  + £*', 
yam>  = yE'p  + y «"  ; 

mais  on  a posé  plus  haut, 

Sa'  = ep  + ?, 

et  nous  supposons  ici  que  y*1  divise  par  p , puisse  donner 
l’un  des  restes  G,  S,  G",  etc.  , et , par  exemple,  le  reste  G', 
ce  qui  n’altère  pas  la  généralité  de  la  conclusion.  On  aurait 
donc  les  deux  équations 

Sam  = p ( GE  + e)  + 
y am  = p (yE'  + e,)  + o\ 

il  en  résulterait , dans  le  cas  de  m'  < m , 

Sam — y am'  = p £(GE+  e)  — (yE  -4"  > 

ou 

am'  £ Sam~m' — y]  = p *4"  e<  )3  » 

par  conséquent,  Sam~m' — y serait  divisible  par  p , et  comme 
am~m'  est  l’un  des  nombres  de  la  série 

i , a , a' a-', 

qui  divisé  par  p , donne  l’un  des  restes 


Cam~m'  donnera  l’un  des  restes 

c,  c\  r 

mais  ce  reste  moins  y,  est  un  nombre  plus  petit  que  p , et 
qui  , conséquemment , ne  peut  être  divisible  par  p.  Donc,  etc. 

Lorsque  m'  est  > m , on  considère  le  terme  a"hm  qui  donne 
le  même  reste  que  am,  et  on  a 

c’  (Ga‘4'm_m' — y)  = p [(ffE-f-  e ) — (yE  -f  e,)]  > 

impossible  par  les  mêmes  raisons. 
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En  joignant  les  t tenues  compris  dans  la  séria' 


/ H 

y > y y y 

à ceux  des  séries  précédentes  , on  a , en  totalité , 3t  nombre» 
distincts  , entiers  , tous  moindres  que  p. 

Si  les  nombres 

»,  3 > 3 p — i , 

ne  sont  pas  tous  compris  dans  ces  3t  termes , en  prenant  un 
de  ceux  qui  manquent , on  formera  une  nouvelle  série  en- 
tièrement distincte  des  trois  précédentes  , contenant  t termes  ; 
et  en  continuant  comme  on  en  a la  faculté , il  faudra  bien 
qu’on  épuise  , par  un  multiple  de  t , ceux  de  la  série 

* » a , 3 p — î , 


dont  le  nombre  est  limité.  Donc  t sera  un  diviseur  de  p — 1. 

La  quantité  £_ — - étant  un  nombre  entier , si  on  élève  le» 
deux  membres  de  l’égalité 

a'  = Ep  -f-  î , 


à la  puissance 


»(  p-O 

a ‘ ~ 


on  aura 


ar-'=  (Ep+  i/*  ; 


tous  les  termes  de  cette  puissance  étant  multiples  de  p , à 
l’exception  du  dernier  qui  est  î , seront  divisibles  par  p.  On 
aura  donc 

ap~'  = E'p  -f-  i , d’où  ap~’ — î = E'p  : 

donc  le  nombre  1 — i est  divisible  par  p,  lorsque  a ne 
r est  pas. 

4g.  On  nomme  racines  primitives , les  nombres  a dont  aucun» 
puissance  moindre  que  ap~‘,  ne  donne  le  reste  î par  la  division 
par  p,  et  ces  racines  jouissent  de  cette  propriété  que  tous  le* 
termes  de  la  progression 

a , a',  a1 ap~‘t  • 
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étant  divisés  par  p , donnent  des  restes  différens,  et 'donnent, 
par  conséquent , tons  les  nombres  moindres  que  p pour  restes  , 
puisque  ces  restes  sont  au  nombre  de  p — 1 ; car  si  deux 
puissances  am,  am'  donnaient  le  même  reste  , m et  m'  étant  < p 
et  m'  <m,  leur  différence 

am  — am'  _ am'  ( am-m> 1 ) , . » 

serait  nécessairement  divisible  par  p ; mais  a n’étant  pas  divi- 
sible , et  p étant  premier  , il  faudrait  que  am~m'  — 1 fût 
divisible  par  p \ donc  il  y aurait  une  puissance  am~m'  moindre 
que  a?~ 1 qui  , divisée  par  p , donnerait  l’unité  pour  reste  ; par 
conséquent,  a ne  serait  pas  racine  primitive  contre  l’hypothèse. 

On  n’a  pas  , jusqu'à  présent , de  méthode  directe  pour 
trouver  les  racines  primitives  pour  chaque  nombre  premier  ; 
mais  on  peut  toujours  les  trouver  facilement  par  le  tâtonne- 
ment. Euler  en  a donné  dans  les  Commentaires  dePétersboure;, 
tome  XYIII,  une  table  pour  tous  les  nombres  premiers  jusqu'à 
57  , que  nous  placerons  ici. 


P 


3 

G 

5 

2,  3, 

7 

3,  5, 

a.  G,  7»  8, 

i3 

a>  7,  h, 

17 

3,  5,  6,  7,  11,  ia 

>9 

a,  3,  10,  i3,  1 4,  i5 

23 

5,  7,  10,  11,  i3,  1^ 

29 

2,  3,  8,  10,  n,  14 

3i 

3,  11,  ia,  i3,  17,  ai 

37 

a,  5,  i3,  i5,  17,  18. 

>4, 

i5, 

>7» 

20, 

a». 

i5, 

18, 

*9> 

ai. 

28, 

27, 

33, 

34, 

>9» 

30, 

aa,* 

a4i 

3a, 

35, 

ou  l’on  remarque  que  le  nombre  de  ces  racines  primitives  , 
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pour  un  nombre  premier  p donné,  est  toujours  égal  à celui 
des  nombres  moindres  que  p , et  premiers  à p — i . On  peut 
voir , sur  ce  sujet , la  section  troisième  des  Disquisitiones 
Arithmelicœ  de  M.  Gauss , ouvrage  excellent  publié  en  1801 , 
et  qui  a été  traduit  en  français  par  M.  Poulet-Delisle , sous  1* 
titre  de  Recherehes  arithmétiques. 

Ainsi  pour  p=  19,  nombre  pour  lequel  la  plus  petite  . 
racine  primitive  est  a , on  a ces  puissances  de  a , et  ces  restes 
de  la  division  par  19 , 


puissances 

a°, 

a'. 

a*. 

35, 

a*. 

a* , 

a*> 

a7 , 

restes 

1 » 

a , 

4, 

8, 

iS, 

J3, 

7 » 

>4» 

puissances 

2», 

a'°, 

a". 

2'* , 

a'3  , a1*  , 

a'5. 

a'6, 

restes 

18, 

>7  » 

.5, 

1»  , 

3, 

8, 

13, 

5, 

On  trouve  , en  effet , parmi  les  restes  , la  suite  des  nombres 
naturels,  depuis  1 jusqu’à  18  —p — 1,  sans  rencontrer  le 
reste  1 , si  ce  n’est  pour  a°.  •,  le  premier  reste  1 est  donné 
par  la  division  de  a'8  par  19. 

Au  reste , il  nous  suflira  de  connaître  une  seule  des  racines 
primitives  pour  un  nombre  premier  donné , et  il  sera  toujours 
plus  avantageux,  pour  le  calcul,  d’en  connaître  la  plus  petite, 
comme  on  le  verra  dans  le  treizième  chapitre. 
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CHAPITRE  £. 

Résolution  générale  des  équations. 

5o.Ïje  but  de  la  résolution  générale,  des  équations,  est  de 
trouver  pour  toutes  les  équations  d'un  même  degré , les  fonc- 
tions des  coefficiens  de  ces  équations , propres  à en  représenter 
toutes  les  racines  : ce  problème  a été  résolu  par  les  premiers 

algébristes  sur  les  équations  des  second  , troisième  et  quatrième 
degrés  ; ils  parvinrent  à transformer  l’équation  à résoudre  en 
une  autre  susceptible  d’être  résolue  à la  manière  d’une  équa- 
tion d'un  degré  moindre,  et  à déterminer , au  moyeu  des  racines 
de  cette  nouvelle  équation  qu’on  a nommée  réduite  , toutes 
celles  de  la  proposée.  Mais , dès  le  troisième  degré,  ces  fonctions 
racines  se  présentent  sous  une  forme  telle,  qu’il  est  impossible 
d’en  tirer  les  valeurs  numériques  des  racines  par  la  simple 
substitution  de  celle  des  coefiiciens  , dans  le  cas  même  où  toutes 
les  racines  sont  essentiellement  réelles  : c’est  cette  difficulté  que 
■fe' s analystes  désignent  par  le  nom  de  cas  irréductible;  elle  aurait 
lieu,  à plus  forte  raison,  dans  les  équations  des  degrés  supé- 
rieurs , s’il  était  possible  de  les  résoudre  par  des  formules 
générales.  Heureusement , ajoute  M.  Lagrange , on  a trouvé 
x moyen  de  la  vaincre  dans  les  troisième  et  quatrième  degrés , 
par  la  considération  de  1% trisection  des  angles  et  parle  secours 
des  tables  trigonométriques  , ainsi  qu’on  le  verra  dans  l’un  de» 
chapitres  suivans;  mais  ce  moyen  qui  dépend  de  la  division 
des  angles  , n’est  applicable,  dans  les  degrés  plus  élevés,  qu’à 
une  classe  très-limitée  d'équations;  et  on  peut  assurer  d’avance, 
que  quand  même  on  parviendrait  à résoudre  généralement  le 
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cinquième  degré  et  les  suivans , on  n’aurait  par  là  que  de# 
formules  algébriques  , précieuses  en  elles-mêmes  , mais  très- 
peu  utiles  pour  la  résolution  effective  et  numérique  des  équa- 
tions des  mêmes  degrés,  et  qui,  par  conséquent,  ne  dispense- 
raient pas  d’avoir  recours  aux  méthodes  arithmétiques  exposée» 
dans  la  première  section.  La  résolution  générale  se  réduit  donc 
à la  recherche  d’unw  fonction  des  racines,  qui  dépende  d’une 
équation  d’un  degré  moindre,  et  dont  les  racines  donnent 
facilement  celles  de  la  proposée. 

5t.  Soit  d’abord  l’équation  du  second  degré 

x1.  -f-  par  -f-  q = o , 

*t  nommons  x'  et  x"  ses  deux  racines  ; on  a d’abord 
x'  + x'  q=  — p (.): 

il  ne  s’agit  donc  plus  que  d’avoir  la  valeur  d’une  autre  fonction 
des  racines,  qui,  combinée  avec  la  précédente,  détermine  cha- 
cune d’elles  au  moyen  d’équations  du  premier  degré  seulement  : 
cette  fonction  sera  donc  de  la  forme 

Ax'  + Bx", 

A et  B étant  des  coefiiciens  indépcndans  des  racines  x'  et  x” . La 
fonction  Ax'-f-  Bx"  est  susceptible  de  deux  combinaisons  dont 
la  seconde  s’obtient  en  changeant  dans  la  première  x'  en  x", 
et  réciproquement  ; elle  dépend  donc  d’une  équation  du  seront^ 
degré  , excepté  le  cas  où 

A = B; 

mais  alors  on  retombe  sur  la  somme  des  racines  , qui  est  déjà 
connue.  Puisqu’on  est  conduit  pour  la  détermination  de  la  fonc- 
tion Ax' -f- Bx"  à une  équation  du  second  degré,  il  faut  que 
cette  équation  puisse  se  résoudre  par  une  simple  extraction  de 
la  racine  carrée  -,  mais  alors  les  deux  racines  deviennent  égales 
et  de  signes  contraires  : il  faut  donc  déterminer  les  coetliciens 
A et  B de  manière  que  la  fonction  Ax'  -f-  Bx”,  teste  la  même, 
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au  signe  près  , en  y changeant  x'  ett  x",  et  réciproquement , 
condition  qui  donne  . 


. Ax'  + Bx"  — — ( Ax"  + Bx')  : 

cette  équation  devant  avoir  lieu , quels  que  soient  les  nombres  x' 
et  x" , donne , en  égalaut  les  coeflicieus  de  x', 

A = — B ; 

comparant  ensuite  ceux  de  x",,  on  retrouve  la  même  relation  ; 
ensorte  que  la  condition  A = — B étant  la  seule  à laquelle  il 
faille  satisfaire,  on  pourra  prendre 

A = 1 , d’où  B = — 1. 

• \ 

La  fonction  cherchée  sera  donc  x'  — x",  et  la  désignant 
par  a , sa  valeur  dépendra  de  l’équation 

Cz~-(x'-x')J  [(*_(x*-x')]=o, 

dont  les  coefïiciens  pourront  être  exprimés  d’une  manière  ra- 
tionnelle, au  moyen  de  ceux  de  la  proposée,  puisque  les  racines 
x'  et  x"  y entrent  de  la  même  manière.  En  effectuant  les  mul- 
tiplications , on  trouve 


a*  = x'a  -f*  x"1  — ax'x". 

Or  des  deux  équations 

x'a  + px'  -f  q = o , 

....  x"‘  -f-  px"  -f-  q = o , 

on  déduit 

x'1  + a;"2  = p“  — aq , 

en  observant  que  x'  -f-  x"  = — p;  on  a d’ailleurs 
x'x*  = q ; 


donc 

d’où 


= pa  — 4q  -, 


x = vV  — 4<?  = x'  — x" (a). 


Digltized  by  Google 


J 74  ANALYSE 

Combinant  les  cgafites  4 1 ) et  ( 2)  par  voie  d’addition  et  de 
eous traction , on  obtient 

_y  _ — P+  VV  — 49 

* — ~ » 

_« — P — Vp*  — 4q 

U<  4 — 1 ' • 

2 

V 

5a.  Nous  passerons  à l’équation  du  troisième  degré,  que, 
pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  délivrée  de  son  second 
terme , ou  ramenée  à la  forme 

x'  px  q =■  o. 

Soient  a',  x"  et  x"  ses  trois  racines  ; on  aura  cfabord 

x'  -f-  x"  -f-  x * = o (i)  ; 

et  il  s’agit  de  déterminer  une  autre  fonction  des  racines,  qui  ne  dé- 
pende que  d’une  équation  du  second  degré,  et  qui,  combinée  avec 
l’égalité  (3) , donne  facilement  les  expressions  des  racines  de  la 
proposée.  La  forme  la  plus  simple  que  l’on  puisse  supposer  à 
cette  fonction  , est  celle-ci , 

Ax'  + Bx"  + Cx*, 

A , B , C étant  des  coefliciens  indépendans  de  x',  x ",  x"  : si 
on  y fait  tous  les  échanges  possibles  des  racines  x',  x",  xT, 
•n  aura  ces  six  combinaisons  différentes 


Ax'  4-  Bx"  -f  Cx"  v 
Ax'  + Bx*-f-  Cx"  I 

Ax"  + Bx'  + Cx*  I (JJ). 

Ax"  -f-  Bx*4-  Cx'  / 

Ax"4-  Bx"+  Cx'  I 
Ax*+  Bx'  + Cx"  J 

• ... 

Ainsi  l’équation  d’où  dépendra  cette  fonction  , sera  du  sixièma 

degré  ; il  faudra  donc , pour  qu’on  ait  ramené  la  question  à 
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des  termes  plus  simples,  que  cette  équation  soit  résoluble  à la 
manière  de  celles  du  second  degré  -,  ensorte  que  les  quantités 
A , B , C devront  être  déterminées  par  la  condition  qu’il 
existe  entre  les  fonctions  ( M ) , la  même  relation  qu’entre  les 
racines  de  l'équation 

yB  -f-  my3  + n = o. 

Pour  résoudre  celle-ci,  on  fera 

y = * > 

ce  qui  la  transforme  dans  la  suivante , 
t*  -f-  mt  -f-  n — o , 
dont  les  racines  sont 


et  on  obtiendra  les  six  valeurs  de  y par  la  résolution  des 
équations 

y — t'  = o , y — t"  = o , 

qui , sous  les  hypothèses 

y = z V7,  y = 2 y/7 , 

deviennent , après  avoir  divisé  la  première  par  t')  et  la  seconde 
par  l", 

7?  I = O, 

dont  les  racines  sont 


s = i 


_-»4V-3  — ! — V' — 3 , 


•osorte  que  les  six  valeurs  de  y , seront 


% 
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v — \/T , 

i « 

y = « V*', 

y*=  VT.  . 

II 

w 

II 

|t 

y==  • V*'  » 

ou  , parco  que  «'  = 

• • 

• 

II 

JN 

II 

R 

JN 

y = VT, 

. y = \/t\ 

y = a \Z7y 

y = V7. 

Telles  sont  donc  les  six  racines  d’une  équation  du  sixième 
degré , résoluble  à la  manière  d’une  équation  du  second.  Il 
faut  donc  que  deux  des  combinaisons  (M),  étant  prises  pour 

S î *1  5 

et  Y^t" , deux  des  autres  soient  « y' L‘  et  «’  1' , et 

j j _ 

que  les  deux  qui  restent,  soient  « )/ 1"  et  «*  y/ t*.  Soit 
• j 

Ax*  + Bx"  + Cx"  = \/< (a)  , 

1 

la  combinaison  Ax'  + Bx"  -f-  Cx*  ne  peut  devenir  * [/? , 

, 

ou  <**  \/ 1' , parce  qu’en  comparant  les  coefllciens  des  même» 
racines  dans  les  égalités 

Ax'  -1-  Bx"  -j-  Cx”  = « Ax'  -f-  « Bx"  -f-  * Cx", 

Ax'  + Bx"  4-  Cx*  = «’Ax'  •+•  *”Bx*  -f  «’Cx", 

on  aurait 

A = «A  , d’où  « — i , 

A = b11  A , d’où  = i , 

résultats  qui  ne  peuvent  avoir  lieu.  La  combinaison  Ax*-}- Bx* 

i s 

-f-  Cx"  ne  peut  devenir  « < ou  «*  , parce  que  , dans  le 

premier  cas,  on  aurait  « = 1 , et,  dans  le  second,  «*=I.  Oa 

ne  peut  donc  faire  que  les  deux  hypothèses  suivantes , 


i 
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Ax" -f  Bx"'-f  Cx'  — «Ax'  + mBx"+  «Cx'"  = « j /J...Ç5), 

Ax'"-f-  Bx  + Cx* =«’Ax'-f-  «°Bx"+  «“Cx"'  — ,*  \/T>  .(^) . 
pûis  écrivant 

Ax'  -f-  Bx'"  -f  Cx"  = /F (5)j 

on  supposera 

Ax  "-f-Bx"-f-Cx'  = «Ax'  -f-  «Bx"'-f-  «Cx"  = « l/F. . . (g) 

Ax"  +Bx'  -+-CxT=  «’Ax'-f  «“Bx'"-J-  «“Cx"  r=  «*  |/F  (7). 

Comparant  les  coefficiens  des  mêmes  lettres  dans  les  équation» 
(3)  j (4)  > (6)  et  (7) , on  déduira 

de  (3)....  «A  = C,  «B  = A,  -C  = B , 

de  (4)....  «“A  = B,  «’B  = C,  «»C  = A, 

de  (6). . . . «A  = C , «B  = A,  «C  = B , 

de  (7). ...  «“A  = B,  «aB  = C , «“C  = A. 

Les  équations  des  deux  dernières  lignes  étant  identiquement 
les  memes  que  celles  des  deux  premières , il  suffira  d’em- 
ployer celles-ci  : or  des  six  premières  équations , les  trois  sui- 
vantes 

^ =,  *A  , B = ** A , Ax«B  ou  A — «3 A , 

rendent  les  trois  autres  identiques  , sans  cependant  déterminer 
le  coefficient  A;  on  pourra  donc  , pour  simplifier,  faire  A = 1 
ensorie  que  . , * 

A — 1 1 B = C = «.  ‘ 

Faisant , pour  abréger , 

î 

V?  ou  T = x'  -f  «“x*  -f  «x'" (8), 

3 

Vf  ou  J = x'  + «V"  + «x"  . . . . (9) , 

la 
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on  aura  r,  *r,  **r  \ s , *s  , *'s  pour  les  six  racines  de  la  trans- 
formée résoluble  à la  manière  d’une  équation  du  second  de- 
gré ; nommant  y l’inconnue  , on  trouvera  , en  observant  que 
1 -f-  * + «*=0  , et  que  «3  = 1 , 

(y—  O ( y—*r ) (y  — »'r)  = y3  — r', 

(y—4)  (y  — “O  0 — *'s)  = y3  — 43 » 

et  conséquemment , 

y6  — (s3  -f-  r3)  y3  -f-  rV  = o (N)  , 

équation  qui  satisfait  à la  condition  énoncée.  11  ne  s’agit  plus 
que  de  trouver , en  coefliciens  de  la  proposée  , les  valeurs  de 
r3  + s3  et  de  rV,  ce  qui  est  possible  , parce  que  ces  quantités 
sont , comme  on  va  le  voir  , des  fonctions  invariables  des 
racines  x',  x"  et  x" . 

Si  on  élève  au  cube  la  fonction  r , on  aura , en  observant 
que  «3  = 1 , 

r3 = x,J+x'3+x«+6x,x"x''+3«  Cx"x'"4-x"*x'  +x"'*x“) 

4-3«“(x'ax"  +x"V"  -f  x"'ax')  ; 

changeant  x"  en  x",  et  réciproquement , r devient  s , d’après 
(8)  et  (9)  : on  aura  donc , sans  refaire  le  calcul , 

s3  =a/3+ x,"3-Hx"3+Gx,x",x"4- 3-  (x'*x"  -fx'*x*-4-x,"ix, ) 

, 4-3«’(x'*x"'+x',ax4-x"'*x"). 

Posons  , pour  abréger  , 

x'3  + x’3  + x'"3  4-  6x'iV  = L , 

x'>x'  + x,,!*x"'4-  x",%x!  =M,  « 

x'V"  + x'V  -f  x"'*x'  = N , 

on  aura 

r3  = L 4-  3«N  4-  3«aM  , 
s3  = L 4-  3«M  + 3«aN , 

donc  la  fonction 

. r3  4-  s3  = aL  4-  3(«4--*)  (M  + N); 
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mais , comme  nous  l’avons  déjà  observé , 

i-|-«  + *a  = 0,  donc  » -f-  «*==——  V, 

et  conséquemment 

r>  + s3  = zL  — 3 (M -f- N .(P). 

Faisant  ensuite  le  produit  de  r3  par  s3,  il  viendra , toutes  ré- 
ductions faites , 


rV  = L1  — 3L  ( M 4-  N)  + 9 ( M + N)* — a7MN. 


•C Q). 


Pour  évaluer  commodément  la  fonction  symétrique  des  racines , 
représentée  par  L,  on  partira  des  trois  équations, 

x3  -f-  px'  -f-  q = o , 
x"3  + px"  + q = o , 
x*3  -f-  px*  -f-  q = o > 

desquelles  on  déduit 

x'3  + x"3  + x'"3  = — 3 q, 
à cause  de  x'  -f-  x"  + x'"  = o , et  on  a d’ailleurs  , 
x’x"x"'  = — q , 

donc  . • 

L = — 9<7- 

U reste  à calculer  M -f-  N et  MN  : à cet  effet , en  partant 
de  la  première  des  formules  (38)  qui  donne  > 

T am.bn  =~  Sa"*. Si" — San*t'1  ; 

et  faisant  m — a,  n = 1 , puis  a =5  x',  b = x",  on  trouve  f 

M+N  = yy+rVV,xr''+r'''‘x''+/,,x+ï,*xw 
= Tx'*x"  =Sx\Sx'—  Sx'3  =3q , 

parce  que  Sx'  = o ; ensuite , 
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MN  = (x'*x"+x',*x",+x",*x')  (x'ax"/+x"*a;'+x",*x") 
= x'4x"x'*+x,3x"*xa,'‘+x'1x*î 

4-  x"tx'x"+x'sx"*x**+x'3x"3 
+ æ'W+x'-iV+i'V5; 

«f» 


x,4xV"+**<xV"4-x'"W,==xVV"(x'»+x,,J+r*3)==39*, 
x'*x"*x'"a+x,“x"*x'"*4-x/‘x"x",*=  3(x'x'V")*=  39“ 


CY'HAW'J=  (^+x-'3+.0»-(x'«+x"6+x^ 

= ’5q’‘+'pl, 


an  observant , par  rapport  à cette  dernière  évaluation , que  , 
• dans  le  cas  den  = m,  le  deuxième  membre  de  la  formule  qui 
exprime  T ambn  (38)  , doit  être  divisé  par  a , pour  n’exprimer 
que  la  collection  des  termes  dissemblables  de  la  forme  «”C“  : 
c’est  d’ailleurs  ce  dont  on  peut  s’assurer  en  effectuant  la 
produit 

(x'5+  x"3  + x'"3  ) ( x'3  + x''3  + x'"3) 

= a (x,3x",3+x'3x"3+x"3x"'3)  + (x'«4-x*64-x'"«). 

1 donc 

MN  = p3  + g f. 

Faisant  ces  substitutions  dans  (P)  et  (Q) , on  trouvera 
r3  4-  s3  = — 27 q , rV  = — 27/?’, 
de  sorte  que  la  réduite  (N)  deviendra 

y * 4*  379^  — a7P3  = 0 » 

laquelle  , par  l'hypothèse , 

f =*  * > 

se  change  dans  la  suivante  , • 

<*  4-  379*  — a7Ps  = 0 > 


1 
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équation  qui  donne  pour  t les  deux  valeurs 

'-■^-î+v/F II-  ■ • 
'-«l-î-y/fâ}'  ■ 

on  aura  donc 

r = a/  -f-  <t*x"  + » 

s = x'  + «x*  + -V"  = 

\ 

3 3 

Or  les  radicaux  V? , V t"  sont  susceptibles  chacun  de  trois 
valeurs , savoir  : 

VF,  .y/F,  .‘VF-,  VF,  « y/F,  s VF-, 

mais  on  observera  que  les  racihes  de  la  proposée,  doivent 
satisfait  à la  condition 

. x'x''+  xx'"+  x"x'"  = + P = — i VF  X VF,  • 

d’après  les  valeurs  précédemment  trouvées  pour  t'  et  t"  : 

• 1 _ s 

on  pourra  donc  prendre  pour  r et  j,  yV  et  j/t",  ou  * 

1 » s j 

« kV  et  V f i ou  bien  «a  V * et  » V F > parce  qu’on  a 
aussi 

— 3 pz=.VFx  sy/F, 

— 3p  = »'VFx*  VF: 

ensorte  que , pour  évaluer  les  racines  x',  x" , x'",  on  pourra 
employer  indifféremment  l’un  ou  l’autre  de  ces  trois  systèmes 
d’équation  : , m 
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(10.)....  x'  -f-  **  + x"  = 0 

3 __ 

(20.). . . : x -f-  ot’x"  + * c*  = V7  £’ 

j 

(3°.) x ' + *.r"  -f-  «’æ’  — y/f" 

x'  -f  x"  + x*  =0 
•x'  + x"  -f-  «’x*  =s  « V/F 

«*x'  4.  x»  4.  <tx*=«*\/77 
x'  -f  x'  4-  x"  = O \ 

3 f 

«'x'  -f-  «x"  -J-  x”  f=  «4  l/ 1'  r • • ■ • ( 1 2)  > 

s y 

«x'  + «v  -+.  x*  = « \Zr) 

la  première  éqiTktion  de  chique  système  répétant  ( 1 ).  Cette 
multiplicité  de  valeurs  des  racines  x',  x"  et  x'",  tient  à ce  que 

3 3 __ 

l/Y  et  y/*"  ne  contiennent  que  le  cube  de  p , ensorte  que 
les  racines  x',  x"  et  x"'  qu’on  vient  de  trouver  , résolvent , 
outre  la  proposée,  les  deux  autres  équations 

x3  + *px  -f-  q = o , 
x3  + “‘P-*  -f-  <7  = o. 

Employant  le  premier  dés  trois  systèmes  , ajoutant  les  trois 
équations  qu’il  contient , et  faisant  toujours  attention  que 
1 + * + •*  = ° , il  viendra 

_/ }/  ? -+■  \/  tu 

~ 3 

multipliant  (a°. ) par  *,  et  (3°. ) par  «5,  puis  ajoutant,  o* 
aura  , 

«v/F+«*  VT.  . - 

x — = ; 
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multipliant  (a0.  ) par  «2,  et  ( 3°.  ) par  « , puis  ajoutant , on 
trouvera 

- *3  3 

, _ + a yV 

“ .3 

Ecrivant  dans  x , x"  et  x"  pour  t'  et  t"  les  valeurs  obtenues 
précédemment , et  pour  « , leurs  valeurs  , on  aura  enfin  , 


3 


x'  = 

^-5  + / 

3 

ll.Pl 
4 27 

+ 

f , P3 

4~^v' 

3 

x”  = 

— î -f-  v/^3 

v/-^+v 

3 

/£+£i 

4 ^27 

2 

— i — v/=3 

t /_  £ _ . 

/V  4-  pS 

2 

' a V 

3 

/4+^' 

x"  — 

— i — y/Hl 

' 4 27 

2 

» 2 V 

3 

+ 

— i+ 

/£+£ 
' 4^27 

2 

» a V 

53.  Soit  enfin  l’équation  générale  du  quatrième  degré , 
délivrée  de  son  second  terme , c’est-à-dire  , 

\ 

+ pr*  qx  -{-  r = o , 

dont  x',  x",  x'"  et  x”  soient  les  racines.  Nous  chercherons , 
comme  nous  l’avons  fait  à l’égard  des  équations  des  se- 
cond et  troisième  degrés  , une  fonction  de  ces  racines  , qui 
ne  dépende  que  d’une  équation  d’un  degré  inférieur  au  qua- 
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trième , et  dont  les  valeurs  combinées  avec  l'équation 

x'  + x"  + jf"  -f-  x"1  — o (i)  , 

donnent  facilement  les  quatre  racines.  Nous  ferons  encore  l'iiy— 
pothèse  qui  a réussi  jusqu’ici , savoir , que  cette  fonction  ren- 
ferme les  racines  sous  une  forme' linéaire  , ou  qu’elle  soit 

Ax'  + Bx"  + Cx'"  -f-  Dr" , 

A , B , C et  D étant  des  coefliciens  indépendans  de  x',  x", 
x"  et  x”.  Cette  fonction  est  susceptible  de  vingt-quatre  com- 
binaisons différentes  ; elle  dépendra  donc  d’une  équation  du 
vingt-quatrième  degré  : mais  si  on  suppose 

A = B , 

ces  .vingt-quatre  combinaisons  se  réduiront  à douze  ; et  si , 
de  plus , on  fait 

C = D, 

les  douze  se  réduiront  à six  ; ensorte  que  la  fonction 

A (x'+x")  -f-  C (x"'-fx,T) 

ne  dépendra  que  d’une  équation  du  sixième  degré  dont  les 
six  racines  sont 

A (x'  -f-x")  + C (x"4-x,ï)  , 

A(i*+ï")  + C(r'+x')) 

A (x'  -f-x”)  + C (x'+x*), 

A (x'  +x1*)  + C (x'-f  x,v), 

A (x'  -f-x")  + C (x'+x")  , 

A (x"+x,T)  C (x'  + x"), 

Ces  fonctions  , en  y faisant  encore 
A = — C, 

deviendront  égales  deux  à deux  , et  de  signes  contraires  ; 
l’équation  dont  elles  seront  les  racines , ne  renfermera  donc 


Digitized  by  Google 


ALGÉBRIQUE.  1 85 

que  les  puissances  paires  de  l'inconnue  ; conséquemment  elle 
pourra  se  résoudre  à la  manière  des  équations  du  troisième 
degré.  Ces  combinaisons  seront 

A (x'  + x"  — xm—  x,a)  , 

A (x*  + x”—  x?  — x"  ) , 

A (x'  + x” — x" — x”), 

A (x*  + x*  — x'  — x”)  , 

A (x'  + x"  — x"  — x1’)  , , 

A (x"  + x1’—  x'  — x*  ). 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité  , A — i , l’équation  cher-» 
chée  sera  donc 

[>a—  (x'+x"— x'"— x”)2]  O’—  (x'+x'"— x"— xIV)a] 

[t* — (x'-f-xIT  — x" — x'")a]  = o , 

et  faisant  a*  = t , 

[t  — (x'+x"— x'"— x”)*]  [t  — (x'+x'"— x"— x")*] 

[t  - (x'+x'*— x"— x'")1]  = o. 

11  s’agit  maintenant  d’exprimer  les  coefilciens  de  cette  réduit* 
au  moyen  de  ceux  de  la  proposée.  Or  on  a 

(x'+x"— x'"— x”)1  = x'a+x"i+x'"t+x**a 

— a (x'x"+x'x",+x/x'v+x"x'"+x"x,'+x",x1’) 

+ 4x'x"  +4x'"x'*, 

et  si  l’on  observe  que  de 

(x'+x"+x'"+xIT)  (x'+x"+  x'"+x'  ’)  = o » 

résulte 

— 2 (x'x"+x'x"'+x'x’T+x"x'"+x"x”+x'"x'*)' 

= x'*+  x"a+x'"a+  x’**, 

#n  conclut  (chap.  V) 

£x'+x" — x'" — xlv)*  = — 4p  + 4(xV+  x'"x'*). 
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Changeant  dans  la  relation  précédente , x"  en  x'",  et  réci- 
proquement , on  aura 

(x'+  x"'— -x"—  x”)*  = — 4p+  4(xV"+x"x,v)  ; 

changeant  dans  celle-ci  x'"  en  x1' , et  réciproquement,  il 
viendra 

(x'+  x1’—  x"—  x'"  )>  = — 4p+  4 (x'x11  + x"x"')  : 
l'équation  en  t est  donc 

4 (iiV"x")]  [t+4p— 4 (x'x'"-j-x"x")] 

[t+4p — 4 (x'x,v-l-x"x"')]  = o ; 

et  supposant 

* = 4“  » u + p — y , 

puis  divisant  par  4 > die  se  change  dans  la  suivante  , 

ty  ~ (*'x"+  *"'*”)]  [y  - (x'x'"+  x"x”)] 

Qy  — (x'x”+  x"x'")J  = o , 

et  faisant  les  multiplications  indiquées  , 

y1 — (x'x"-4-x'x'"-j-x'rlv-4-r"x'"-4-x"x”'-f-x'"x”')y* 
j"  (x'x"  -f-x,Tx'")  (x'x'"-4-x"x,v)'J 
+ J + (x' x"  +x'V")  (x'x”-}-x"x'")  ! y 
(-4-(x'x"'+x"x't)  (x'x,v4-x"x"'))  ‘ 

— (x'x"-f-x"x'v)  (x'x",+x"x1’)  (x'x‘’4-x"x'")  — o. 
Or,  • 

x'x"+ x'x'"4-x'x,’4-  x"x'"-f-x"x,v+x'"xlv  = p. . . . (a)  , 

(Jfx"  + x’V")  (x'x"'-f  x"x,v) 

= x'*x"x'"+  x"  \r'  x ’ v-|-  x'"  “x'x  ' T-f-  x'«x"x'", 

(x'x"  4-x,,x'")  (x,xn+xV' ) 

= x'ax"x‘r-f-  x"»x'x'"-f-  x"'1x"xlv-}-  X'^x'x"', 

. (x'x"'-l-  x"x,T  ) (x'x,v-|-  x"x"') 

. *=  x'\r"'x|ï-f-  x"Jx"'x'v+  /W+  x.’”x'x".  ^ 
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Ajoutant  ce*  trois  résultats  , on  trouve  , en  désignant  la  somme 
des  trois  premiers  membres  par  S , 


)+x\x'x''x'''+xx'x''+x'x"'x,'+x,'x''x''')— xx"x"'xlT 
I +x"'(.rx".r'*+a/x"x>  ’ +xV' V»+x' V"x’  — xV^'x'  » 
l+x'\xW'xm+xxKx''+i'x'"x''+a''j'''x'')— xW'>'» 

— — q (■r,-+-.rr-!-.r  — 41  ~ — 4r (3)  > 


S = 


à cause  de  x'-j-  x"  -f-  x"'-J-  xiv  = o.  Passant  au  dernier 


terme  , on  a 

(x'x"+x'"x")  (x,x"'4-x"x*’)  (x'x"+x"x"') 

= x'V'x,"x"4-x'3x"ax'"* 

* -(-  x"'x!  x,,,xl''-j-r,ax'/ax',a  < 

. +x'"3x'x"x'’+x'^'ax”* 

+ r''Vx"/+iV’i'”.  ' 

Or 

x'3x,,x"'x,,-|-z,/3x,x"'x’T-f-x"/,x,1 x"x1,-J-xlT3x'  x"x"' 

= (x,a-t-x,,a-4-xw,a-f-x,,a)  j~  xr,x,,,x,T  = — apr (4)* 

Pour  évaluer  la  fonction  _ 

x'ax"ax"'!,4-x'ax"*x,’,4-  x'ax'"ax,,:a4-  a/'ax",*x,,a, 

on  développera  , 

(x'x"x"'+x'x"x>'r+x'x",x,ï4-x"x'"x,’)a 
— x'ai"ax"'24-x'!‘x''îx,’a+x'1x"'-,x,va+x"ax"'ax'Ta 
+ 2 ( x'ax"5  r'"x‘v  -f x'ax"'ax"x,v +x'ax,ïax"x"'  ) 

+ 2 (x"ax"'ax'x"r  + x"*x,TaX,x/"  + x'"ax,’*x'x"  ) , 

d’où  l’on  tire 


x',x"ax'’'a+x,ax"ax,”4-x'aaf",ax,Ta+x/'ax"':“x”a 
= (x'x"x,w-l-x'x"x‘'-4-x'x"'xlv+x"x">x1’)a 
\ — o.x'  x"x'"xlï(x'x"+x'x",-f-x'x'ï-)-x''x"'+x"x”,^-x'"x,,) 

= qa— 2pr. t (5),  • 
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i 

Substituant  ces  valeurs  (a) , (3) , (4)  et  (5)  dans  l’équation 
eu  y , elle  deviendra 

y3  — py%  — 4ry  + 4pr  — q'  — o -, 

mettant  pour  y sa  valeur  u-\~p , on  aura  pour  résultat 

u3*4  apte  4 (p2 — 4r)  u — <7*  = o. 

Soient  u',  u",  u'"  les  trois  racines  de  cette  équation  : on  trou- 
vera, en  observant  que  t=?4u> 

(x'  4.  x"  — x"—  x")“  = 4u, 

(x'  4 x" — x"  — x1’)*  = 4U”> 

(x'  4 x"  — x"  — x'")»  = 4U'", 

d’où 

x'  4-  x"  — x'"  — x1’  = ± a [/u". (19)  , 

x'  4 x'"  — x"  — x1”  = ±:  3 V'/“’ (30)  > 

x'  4 x”—  x"  — x'"  = ±.  3 v/iF.  • • -(ai)  , 

, r # 

ces  équations  combinées  avec  la  condition  (1) , savoir  : 
x'  + x"  4-  x'"  4 x1’  = o 
donnent , en  prenant  les  radicaux  avec  le  signe  4 » 

= i [+  Vt  4 1/^4  , 

*"  = i [+  l/n7  - VV-  l/n73] , 

x'"=  i [_  y/n  4 yj?  ~ l/n , 

x*’  =K-  l/ü7  — l/ü*  + l/n- 

Chacun  des  radicaux  pouvant  être  pris  avec  le  signe  — , il  en 
résulte  pour  x',  x",  x"'  et  x”,  ces  quatre  valeurs  : 

x'  = i c—  v/“  — i/n*  — i/n  » 

x"  = I [_  |/?  4 .|/ü'4  l/n  , 

x"'=  i [4  l/ü7  - l/H7'  4 l/n  > 

xit=  i [+  1/n7  + 1/n7'  - i/in. 


i 


s 
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Mais  on  a (chap.  V) 

(x'-f-x'' — x" — xIT) (x'-f-x'" — x" — x1*)  (x'-f-x"' — x" — x'") 
s=  a(x/3-|-x''J-f-x/'':,--f-x,T3)  « 

+ a(xx"x,/'+x,x"x,’+x'x'"x,’4-x"x"'x,î)=  — 8 q , 

ensorte  que  le  coefficient  q étant  positif  dans  la  proposée  , il 
faudra  prendre  un  ou  trois  radicaux  négativement  : s’il  est 
négatif,  on  pourra  prendre  les  trois  radicaux  en  plus,  ou  deux 
en  moins  et  un  en  plus.  Cette  considération  réduit  donc  les  huit 
racines  à quatre. 

54.  M.  Lagrange , après  avoir  examiné  et  comparé  les  diffé- 
rentes méthodes  connues  pour  la  résolution  des  équations  , a 
trouvé  que  ces  méthodes  se  réduisent  toutes,  en  derrière  ana- 
lyse , à employer  une  équation  secondaire  qu’on  appelle  résol- 
vante , dont  la  racine  est  de  la  forme 

x'  -j-  «x"  -f-  «•x"'  -f-  *3xlï-}- 

en  désignant  par  x',  x",  x'",  etc.  les  racines  de  l’équation  pro- 
posée , et  par  * une  des  racines  de  l’unité , de  même  degré 
que  l’équation  ; cette  racine  « étant  autre  que  l’unité.  En  par- 
tant de  cette  forme  générale  des  racines  , cet  illustre  géomètre 
a cherché  , à ptiori  , le  degré  de  l’équation  résolvante  , et  les 
diviseurs  quelle  peut  avoir , et  il  a fait  voir  pourquoi  cette 
équation  qui  est  toujours  d’un  degré  plus  élevé  que  la  propo- 
sée , est  susceptible  d’abaissement  pour  les  équations  des  troi- 
sième et  quatrième  degrés , et  peut  servir  à les  résoudre. 

• 

L’équation  proposée  étant 

x”  — Ax**— 1 + Bx*-»  — — Tx  + Y = o, 

on  sait  ( lT‘  sect.  ) , qu’on  a 
A = x'x'x'"  -f-  etc. , 

B = x'x"  -f-  xf x"' --j-  etc.  -f*  x"x"'  + etc,, 

C = x'x  x"  + etc. 
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Soit  t l'inconnue  de  l’équation  résolvante:  on  aura 


t = x!  4-  *x“  + «V"  4-  4-  : 

il  est  d’abord  clair  que , (Jans  l’équation  résolvante  , on  peut 
échanger  entr’elles  , à volonté , les  racines  x,  x",  x'" , etc.  » 
puisque , jusqu'ici , rien  ne  les  distingue  l’une  de  l’autre  •,  d’où 
il  suit  qu’on  aura  toutes  les  différentes  valeurs  de  t,  en  faisant 
toutes  les  permutations  possibles  entre  les  racines  xr,  x“, 
x"' , etc. , et  ces  valeurs  seront  nécessairement  toutes  les  racines 
de  la  réduite  en  t , qu’il  s’agit  de  former. 

Or  on  sait  par  la  théorie  des  combinaisons , que  le  nombre 
des  permutations  qui  peuvent  avoir  lieu  entre  m choses  , est 

exprimé  par  1 .2. 3 m ; donc  l’équation  en  t sera  du  degré 

i.a.3 m;  mais  on  va  reconnaître  que  cette  équation  est 

«usceptible  d’abaissement  par  la  forme  même  de  ces  racines. 

Le  résultat, des  permutations  des  racines  x',  x",  x'" , etc. 
entr’elles  , sera  le  même  que  celui  des  puissances  de  « entre 
elles  , et  la  fonction  t ne  pourra  recevoir  de  valeurs  diffé- 
rentes que  jjar  ces  permutations  de  x',x",  x"',  etc. 

Pour  faire  mieux  entendre  la  chose , supposons  qu’il  s’agisse 
d’une  équation  du  troisième  degré , pour  laquelle  la  résol- 
vante sera 

t = x’  4-  «x"  4.  «V"  4 


a°  = i , *s  étant  les  trois  racines  cubiques  de  l'unité,  ou  les 
puissances  successives  de  l’une  de  ces  racines , autre  que  l’unité 
( chap.  IX).  Si*  l’on  fait  tous  les  arrangemens  possibles  des 
trois  lettres  4,  x",  a/",  et  qu’on  multiplie  toujours  la  première 
lettre  à gauche  par  a",  fh  seconde  par  * , et  la  troisième  par 
on  aura  ces  six  racines  dé  l’équation  résolvante  * 


X 

4- 

*x" 

4- 

«“x"', 

x" 

4- 

R 

H. 

4* 

«*x  , 

xf 

4- 

«j"'4- 

a J t 
« * > 

x'" 

4~ 

ter 

+ 

x" 

4- 

4- 

Z*X', 

x'" 

+ 

*x" 

4- 
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trouvées  (5o)  où  on  avait 

r ~ a-'  + *x"  + 

, «r  = x"  + •£  -f  »•/', 
«’r  = x'"  + «x"  4-  a*x', 
s = x’  4~  •x”  4* 

= x -f-  <*x*  + « x ; 

* 5 = X «X  * X . 

Or  pour  que  la  première  racine 

t = x'  + «x*  4-  «V" 

devienne 

«t  = x"  -J-  «cxr  4"  **x*. 


il  faut  dans  t changer  x'  en  x/",  x"  en  x'  et  x"'  en  x”,  c’est- 
à-dire,  augmenter  tous  les  accens  de  deux  accens  , et  ne  con- 
server que  l’excès  du  nombre  des  accens  sur  trois.  Pour  que 
la  même  racine  devienne 


«5t  = x"  4*  aX"'  4-  «’x', 

il  faut  changer  x'  en  x* , x"  en  x'"  et  x"'  en  x',  ou  ajouter 
un  accent  , en  ne  conservant  encore  que  l’excès  du  nombre 
des  accens  sur  trois. 

Les  trois  autres  racines 

t = x'  4-  «x'"  4-  »**", 

•t  — x"  4-  *x'  4-  -’x'",  . 

«*t  = x"  4-  «x"  4-  -’x', 

s’obtiennent  en  changeant  dans  les  précédentes  , x"  en  x"',  et 
réciproquement , parce  que  déjà  x'  occupe  toutes  les  places 
possibles  dans  les  trois  premières  racines. 

Donc,  en  général,  *t  sera  le  résultat  des  permutations  simul- 
tanées faites  dans  t de  x'  en  xW,  x"  en  x',  x"'  en  x",  x”  en: 
x'",  etc. , permutations  qui  se  font  en  augmentant  dans  t cha- 
cun des  accens  de  m — î accens,  et  retranchant  toujours '7it 
accens,  lorsque  leur  nombre  excède  m : de  mime  *'t  sera 
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le  résultat  des  permutations  simultanées  dans  t , de  x'  en  x^~'\ 

x"  en  x("0,  x'"  en  x',  x " en  x" ",  ou  de  l’addition  de 

m — n accens  , en  retranchant  toujours  m accens,  lorsque  leur 
nombre  excède  m , et  ainsi  de  suite , en  observant  que  «•"*=  1 , 
= etc. 

11  importe  surtout  de  remarquer  que  , dans  ces  racines , 

t = x'  4*  «x"  -f-  -J-  «"1_l2<m)J 

«t  = «x'  -t-  «’x0  + 4-  «t-n-Ox0"-’), 

«*t,=  x»-')  + «rOi  4-  «‘x'  -J-  etc., 

5 etc. 

la  racine  x'  occupe  déjà  toutes  les  places  possibles , et  que 
lorsqu’on  est  arrivé  à *m~'t , pour  avoir  le  surplus  des  racines, 
il  ne  faut  que  faire  , dans  les  précédentes , les  permutations  de* 
autres  racines  x“,  x"',  x” xC"0. 

En  général , les  racines  étant  en  nombre  m , on  aurait  m ra- 
cines de  la  résolvante.,  savoir  ,t,nt,  <•*£ dans  les- 

quelles il  faudrait  faire  les  permutations  des  m — î autre* 
racines , ce  qui  donnerait , en  total , 

î .3.3. ...  .(m  — î ) m , 

racines  de  cette  résolvante.  Donc  cette  équation  en  t devra 
être  telle  qu’elle  ne  change  pas  , en  y changeant  t en  «t , 
en  «3f,  en  «'t , etc.;  d’où  il  est  facile  de  conclure  que  cette 
équation  ne  pourra  contenir  que  des  puissances  de  t dont  les 
exposons  soient  multiples  de  m,  en  observant  qu’à  cause  de 
«*=i,ona  aussi 

= î , »Sm  = î , etc. 

Si  donc  on  fait  t"1  = 8 , on  aura  une  équation  en  6 qui  ne 

sera  que  du  degré  i.s.3 (m  — î)  , et  dont  les  racines 

seront  les  differentes  valeurs  de  8 , résultantes  des  permutations 
des  m — 1 racines  x“,  x" x^mi  entr’elles. 

L’expression  de  8 sera  , à cause  de  *m—  î,  = o , etc.  , 
do-  la  forme 

8 = î°  4-  4-  «T  4-  «T'4- 4-  ■*=**•=•>,  . . 
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dans  laquelle  f,  etc.  seront  des  fonctions  déterminées 
de  x',  x“,  x" , etc. , lesquelles  auront , en  général  , la  pro- 
priété d’être  invariables  par  les  permutations  simultanées  qui 
font  passer  de  t à «t,  à , etc.  , puisque  6 est  également 
tm,  («t)",  («’0m,  etc. 

Lorsque  les  quantités  4",  etc.  seront  connues  , on  aura 

tout  de  suite  les  valeurs  de  toutes  les  racines  x\  x",  x etc. 
de  la  proposée  ; car  puisque  6 = tm,  on  aura 

t — Vi, 

et  si  on  dénote  par  î , »,  C,y,  etc.  les  racines  de  l’équation 
y — i=o,  et  qu’on  dénote. aussi  par  t°,  f',  6“ , etc.  , les 
valeurs  de  6 qui  répondent  aussi  à la  substitution  successive 
de  î , « , S , y , etc.  , à la  place  de  « dans  l’expression  de  » 
ci-dessus , on  aura , à cause  de 

t = x'  -f  •x."  + mtx"+ + «"“‘xC"), 

où  on  substituera  aussi  pour  « les  mêmes  valeurs  , les  équa- 
tions suivantes,  ’ 

x'  -f-  x"  + x'"-f- -f-  x(m)  = y/tp, 

x'  + «x*  + «V"+ + *"-,x<»=  | /Y, 

x'  -f-  Cx"  4-  CV"-f- + C?r‘x(,n)  = 

. «etc.  : 

ces  équations  étant  toutes  ajoutées  , donneront , d’après  les 
propriétés  des  racines  î , « , C , y , etc.  (47)  , 

_i v/<°  + ■+■  v **+ 4*  vs <m—> 

X _ - ; 

ensuite  , si  on  les  multiplie  respectivement  par  1 , «m_1,  Gm~  f,s 
ym_1,  etc. , et  qu’on  les  ajoute  de  nouveau  ensemble  , on  aura 

i3 
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par  les  mêmes  propriétés  , 


„ etc. 

x — — - — : 

m 

on  trouverait  de  la  même  manière, 

_ W + «m-‘  V*  + <*  + y”—  \}  t'"  -f  etc. 

m 

et  ainsi  de  suite. 

Nous  remarquerons  que 

ÿf  = x’  +x“  + x"'+. . . .+  xC"0  = A ; 

donc  , comme  en  faisant  « ==  i dans  < , on  a 

* . • * 
t°  = Am  = F + F + l"  + etc. , 

et  par  conséquent, 

f ==  A"  — r — r — r — etc. , 

on  trouvera 

*=a-+(«— or+(^— or+(-*— or+etc. 

et  l’on  obtiendra  encore  les  valeurs  de  t , i ",  tf",  etc. , en  met- 
tant pour  «,  les  racines  « , C,  y,  etc.  de  l’équation 

i _J_  ym—, l ym~3  4 • • .+  1 =0. 

La  difficulté  se  réduit  donc  à trouver  les  valeurs  de  i',  i“ , F", 
etc.  qui  entretit  dans  l’expression  de  t ; mais,  dans  cette  recherche, 
il  convient  de  distinguer  le  cas  où  m est  un  nombre  premier  , 
de  ceux  où  m est  un  nombre  composé. 

Supposons  d'abord  que  m.  soit  un  nombre  premier.  On  a 
prouvé  (47)  que  si,  dans  lapérie  des  puissances  *,  * «L  , .«m— *, 
on  substitue  à * une  quelconque  de  ces  mêmes  puissances , on 
retrouvera  toujours  la  même  série  de  puissances  , seulement 


\ 
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dans  un  ordre  différent.  Or  il  est  visible  que , dans  la  fonc- 
tion t , le  changement  de  « en  »*,  répond  aux  permutations 
simultanées  de  x"  en  xf" , xf"  en  xv,  etc.  ; que  le  changement 
de  « en  a1  répondra  aux  permutations  simultanées  de  x"  en  .r'T, 
de  x"  en  x'11,  etc.  et  ainsi  de  suite.  Donc  les  changemens 
snccessifs  de  « en  •*,  . . .»m~ 1 répondront  à autant  de  per- 

mutations où  x"  prendra  la  place  de  x"',  x‘* . . . .xtmî,  ce  qui 
fait  m — t permutations  dont  chacune  pourra  ensuite  être 
combinée  avec  toutes  les  permutations  possibles  entre  les  autres 

m — a racines  x"’,  x” x(m).  On  ne  considère  pas  ici  la 

substitution  1 pour  « , parce  que,  dans  la  valeur  de  t ci-dessus , 
« ne  représente  plus  que  les  racines  de  l'équation 

y1*- 1 + ym~ *+. . '. . . .-f>  i=o. 

Si  ensuite  on  tenait  compte  des  permutations  de  x',  on  re- 
trouverait les  i.fl.3 ( m — î ) m valeurs  do  t.  Mais  ici 

comme  on  fait  abstraction  de  « = î , il  faut  aussi  ne  pas 
considérer  xf . 

Examinons  la  fonction  ( : comme  dans  cette  fonction  , les 
changemens  de  « en  «*,  etc. , répondent  à des  permutation* 
de  £'  en  J*  en  etc.  correspondantes  à celles  de  x"  en  x'", 
en  x,T,  etc.  dans  la  fonction  t , il  est  facile  d’en  conclure  que 
ces  quantités  £',  £*,  etc.  seront  les  m — î racines  d'uno 
équation  en  £ du  degré  m — 1 , dont  les  coefliciens  , fonction* 
de  ï,  £*,  etc. , seront  conséquemment  des  fonctions  de  x't 
xf,  xf",  etc.  , qui  ne  seront  plus  susceptibles  que  d’autant  de 
valeurs  différentes  qu’il  y aura  de  permutations  entre  les  m — a 

racines  xf",  x”....xt"),  c’est-à-dire  de  1.2.3 (m — a) 

valeurs  , et  dépendront  par  conséquent  d’équations  du  degré 
i.a.3.  ...(m  — a);  ensorte  que  l’équation  qui  donnera  £' , 
1",  etc.  étant 

— M|"-*  + Nf"-3  — etc = o (a) , 

chacun  des  coefliciens  M,  N,  etc.,  aura  1.3.  ...(m  — a) 
valeurs  M',  M*,  M'",  etc. , autan^de  valeurs  S',  N",  N"',  etc.  > 

i3. . 
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et  on  pourra  regarder  M',  M",  etc. , N',  N',  etc.  comme  les 
racines  d’équations  en  M , en  N , etc.  , chacune  du  degré 
i .a. . . .(m  — a)  , dont  les  coefficiens  seront  des  fonctions  in- 
variables de  M',  M",  etc. de  N',  N",  etc.,  lesquelles  seront 
nécessairement  de  pareilles  fonctions  des  racines  de  la  pro- 
posée en  x,  et  conséquemment  déterminables  au  moyen  des 
coeiliciens  de  cette  proposée.  Ainsi  {admet  i.a...(m — a)(m — 1) 
valeurs  , et  t en  prend  1 . a . . . . (m — a)  (m — « ) m. 

Mais  si,  dans  les  coefficiens  M,  N,  etc.'  de  l’équation  ci-dessu* 
en  ?,  on  fait  dans  les  fonctions  M,N,  etc.  les  1 .a. . . .(m — a) 
permutations  entre  les  racines  x'",  x1”,  etc, , on  aura  autant  de 
pareilles  équations  qui , multipliées  l’une  par  l’autre , donne- 
ront une  équation  finale  *en  | du  degré  1 .2, . . . (m — i)  , dans 
laquelle  les  coefficiena  seront  des  fonctions  invariables  des 
racines  x',  x",  etc. , et  par  conséquent  déterminables  en  coeffi- 
ciens  A,  B,  C , etc.  de  la  proposée.  L’équation 

|m-‘  — MSm-a  + etc.  = o 

sera  donc  Un  diviseur  de  celle-ci  : faisant  la  division  à la 
manière  ordinaire , et  égalant  à zéro  les  m — i termes  du 
teste  , on  aura  autant  d’équations  dont  les  premières  m — a 
donneront  les  valeurs  de  N , P,  etc.  en  fonctions  rationnelles 
de  M.  Ainsi  il  suffira  de  trouver  l’équation  en  M du  degré 
i.a.3.  ...(m — a),  et  d’en  connaître  une  racine  , pour  avoir 
les  quantités  l" ... . qui  entrent  dans  l’expression  de  I. 

Mais  il  paraît  plus  simple  de  chercher  directement  les  valeurs 

t",  etc.  qui  seront  les  racines  d’une  équation  en  t du 
degré  m — î , savoir  , de 

*•''  ém—  — Tr~*  -f-  ur~5  — etc.  = o. . . .(3) , 

et  on  n’aura  pour  chacun  de  ces  coefficiens  T , U , Y , etc.  , 

que  î.a (m — 2)  valeurs  provenant  des  permutations  entre 

les  m — a racines  x",  x"',  etc.  Ainsi , pour  la  détermination 
de  T , on  sera  conduit  à une  équation  de  ce  degré  qu’on 
pourra  former  par  le  moyen  de  ces  racines  , puis  on  trouvera. 

a 
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les  valeurs  des  autres  coefiiciens  U,  V,  etc.  en  Fonctions  ra- 
tionnelles de  T,  comme  nous  l’avons  dit  plus  haut  relative- 
ment aux  coefiiciens  de  l'équation  en  Z-  Ainsi  l’équation  du 
cinquième  degré  dépendra  de  la  résolution  d’une  équation  du 
sixième.  a 

Passons  au  cas  de  m — np , n étant  un  nombre  premier  : 
nous  avons  vu  (chap.  IX)  que  toutes  les  racines  de  l’équation 
y*  — 1 , sont  communes  à l’équation  yn  — 1 = o.  Ainsi 
dans  la  fonction 

t = x + «x"  + «’x'"  + -f-  «m-’x(’n), 

nous  prendrons  pour  * une  des  racines  de  l’équation  y" — 1 ='o  : 
on  aura  alors  *"  = i , «n+l=  « , u’’~h:‘=u,l  etc.;  «“=i, 
__  m ' „««+»__  aca . , , . jusqu’à  *m  = t ; et,  d’après  ces 
réductions  , l’expression  de  t se  réduira  à cette  forme  plus 
simple , 

t = X'  4-  -X'  4-  «’X"'4- •—  xw (4) , 

» ‘ t 

en  faisant , pour  abréger , 

X'  = x'*  4-  0 4-  xC**+0  +. . . .-f 

X*  — x"  4-  a*"**)  + 4-. . . - 4-  xC"—+<0. 

X'"r=  x"'  4-  + xO»+*>  4--  • • - 4-  xt"‘-“+3>, 

etc. 

xw=ic*)+  xc*">  4-  xi1")  4-, . . .4-  iW. 

Faisant  1"=  t , on  aura,  à cause  de  «"  = i , 

f =s  r + *r  + «h*  4- 4-  «"-‘{("“o (5), 

dans  laquelle  les  quantités  ?°,  etc.  seront  des  fonctions- 

connues  de  X',  X" , lesquelles  auront  la  propriété  d’être 

invariables  par  les  échanges  simultanées  de  X'  en  X”,  X"  en 
X* X<">  en  X (*). 


(*)  Eu  effet  , pour  le  sixième  degré  , m = 3 x a , et  on  a , il  cause 
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Connaissant  k°,  i',  f,  etc. , on  aura , comme  on  l’a  vu 
ci-dessus  , 

,,,  _ v***  v/</+  ve“  + etc- 


(6), 


yt°+  «”-'vf-+-Z*-'\/ï'-h  etc. 
x _ - 

# 

X'"  — V/<0+«l,~V<'+g"^1/^"+  ctc 
n 
etc. 

, f , y , etc.  étant  avec  l’unité  , les  racines  de  l’équation 


y"  — 1 ==  O , 

et  on  a toujours 

^<°r=X'+X".  . . -f-XM=  x'+x"+x" . . . -f x0”)  r=  A . . ! .(7) . 

Mais  on  ne  connaît  par  là  que  les  quantités  X',  X",  X'",  etc.  ; 
pour  achever  la  résolution  de  l’équation  proposée  en  x , il. 
faut  encore  tirer  les  valeurs  de  ses  racines  x’,  x",  x ' , etc. 
de  celles  de  X',  X",  X'",  etc.  A cet  effet,  on  regardera  les  p 


de  m — 6 , 

i = ii  + ai"  -t-  »*i*  -t-  a’xi*  -t-  a<x»  + «‘x’1  ; 
mais  «•  i , a1  = a , a6  = en  observant  que  es);  donc 
t = x + jc‘*  -4-  a (x”  -t-  xT)*+  «*  (**+  *”)► 


eonsMjncmmeru  , 


d’où  rcsnltent 


X’  — x'  4-  *,T, 
X"  = x"  + x’, 
X*=-  x*+  x»'; 


t = X'  + aX"  -t-  a'X®, 
af  = X*  + aX'  + a*X", 
a *t  = X”  -f-  «X»  -+■  a’X'; 


donc  fl,  (a/)’,  (a’»)’  ne  différeront  qnc  par  les  échanges  simultanées  de  X' 
en  X",  X"  «n  X». 
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racines  a! , x(*+1),  qui  composent  la  râleur  de  X', 

comme  étant  les  racines  d’une  équation  du  pitm‘  degré,  et 
qui  sera  de  cette  forme  , 

X?  — X'xf~‘  -f-  Ax*-*  — jux'’-3  -f-  •xp~* — etc.  = o, 

dans  laquelle  les  coefficiens  A,  ft,  »,  etc.  seront  inconnus;  mais 
comme  cette  équation  est  censée  renfermer  p des  m racines  de 
la  proposée 

* x"  — Ax*"‘  -f  Bx"“*  — Cx*-3  + etc.  = o , 

où  m=z  np  , elle  devra  être  un  diviseur  de  celle-ci  ; par  con- 
séquent , il  n*y  aura  qu’à  faire  la  division  ordinaire  , en  sup- 
posant nuis  les  termes  affectés  de  xf~ *,  x?~l , etc.  dans  le  I 

reste.  On  aura , par  ce  moyen , p équations  en  X',  A , fi , etc. 
dont  les  p — 1 premières  donneront  les  valeurs  de  a , fc,  etc. 
en  X'  par  des  équations  linéaires.  Ainsi  X'  étant  connu , on 
aura  a , fi,  etc.,  et  il  ne  s’agira  plus  que  de  résoudre  cette 
équation  du  degré  p.  De  même,  en  substituant  X"  à la  place 
de  X',  on  aura  l’équation  qui  donnera  x",  x^*-4"*),  etc. , et 
ainsi  de  suite. 

On  voit  par  là  que  cette  méthode  revient  à décomposer  l’équa- 
tion du  degré  m = np , en  n équations  , chacune  du  degré  p. 

Cherchons  maintenant  le  degré  de  l’équation  d’où  dépen- 
dront les  coefficiens  de  l’équation  en  £ dont  £',  £*,  etc.  sont 
les  racines. 

Les  quantités  {',  £",  etc.  seront,  comme  on  l’a  vu  plus  haut, 

-les  racines  d’une  équation  en  £ du  degré  n — 1 , dont  les  coeffi- 
ciens  dépendront  encore  d’une  équation  du  degré  i.a...(/t — a), 
parce  que  ces  coefficiens , que  nous  désignerons  encore  par 
M , N , etc. , seront  des  fonctions  de  X',  X",  X'",  etc.  suscep- 
tibles d’autant  de  valeurs  différentes  M',  M",  etc. , N',  N",  etc.  , 
qu’il  y aura  de  permutations  entre  les  n — a quantités  X'", 

X,T. . . . X(’>  ; donc  ces  équations  en  M , N , etc. , chacune  du 
degré  i.a...(n — a),  auront  pour  coefficiens  des  fonctions 
invariables  de  ceux  de  l’équation  en  X dont  X',  X*,  etc. 
seraient  les  racines  : or  ces  coefficiens  de  l’équation  en  X,  n sont 

i.  1., 


. 


T 
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pas  connus  ; il  n’y  a que  ceux  de  l'équation  donnée  qui  le 
soient  : il  s’agit  donc  de  voir  comment  ceux-là  pourront  dépendre 
de  ceux-ci. 

Imaginons  qu’on  ait  substitué  pour  X',  X",  etc. , leurs  valeurs 
en  x',  x",  x" , etc.  : les  coefficiens  dont  il  s’agit  deviendront  des 
fonctions  connues  de  ces  racines , et  pour  trouver  les  équations 
d’où  ces  fonctions  dépendent , la  difficulté  se  réduira  à cher- 
cher de  combien  de  valeurs  différentes  ces  fonctions  seront 
susceptibles  , par  toutes  les  permutations  possibles  entre  wc, 
x",  x"'. . . .xO). 

Le  nombre  total  des  permutations  entre  ces  m racines,  est 
1 . a . . . . m ; mais  s’il  y a de  ces  permutations  qui  ne  produisent 
aucun  changement  dans  les  fonctions  dont  il  s’agit , il  faudra 
diviser  le  nombre  total  des  permutations  par  celui  de  ces  permu- 
tations, parce  que  ces  nombres  de  permutations  ne  s’ajoutent  pas, 
niais  se  multiplient. 

Or  les  racines  x',  x(*‘*'0. . . .xb"— 1 dont  la  srfhmie  est  X', 
et  qui  sont  au  nombre  de  p , à cause  de  m~np,  sont  suscep- 
tibles de  i.a p permutations;  mais  comme  ces  racines 

entrent  dans  X'  sous  une  forme  invariable,  leurs  permutations 
ne  produisent  aucun  changement  dans  la  valeur  de  X'  : on  aura 
doue  d’abord  le  diviseur  1 .2. . . .p. 

L’expression  de  X"  étant  dans  le  même  cas , donnera  de  nou- 
veau le  diviseur  1 .a p : donc  les  deux  fonctions  X',  X* 

donneront  le  diviseur  (î.a p )*.  Les  n fonctions 

X',  X" XW  donneront,  par  conséquent,  le  diviseur 

O-a-3 p)n- 

Comme  les  coefficiens  de  l’équation  en  X , sont  des  fonctions 
invariables  des  n racines  X',  X". . . .XW,  qui  sont  susceptibles 
eu  elles-mêmes  de  î.n n permutations,  lesquelles  ré- 

pondent à d’autres  permutations  de  x',  x",  etc. , on  aura  encore 
le  diviseur  î.a n. 

N 

D’où  l’on  peut  conclure  que  les  coefTiciens  de  cette  équation 
en  X,  regardés  comme  des  fonctions  des  m racines  x'. . .x^'O, 


s 
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ne  seront  susceptibles  que  de  - — ; ; r- 

r.  1 î .2.3. 4--  n(i. 2.3. ../>)" 

différentes  , et  ne  dépendront  que  d’une  équation 

degré.  • 


201 
valeurs 
de  ce 


Ainsi , les  coefliciens  M , N , etc.  de  l’équation  du  degré 

i.a.3 ( n — 2),  qui  sont  des  fonctions  rationnelles  do 

ceux  de  l'équation  en  X , dépendront  d’une  équation  de  ce 
degré*. 

En  donnant , comme  ci-dessus  , à ces  coefliciens  M , N,  etc. , 
toutes  les  valeurs  qui  répondent  aux  racines  de  cette  dernière 
équation  , et  multipliant  l’une  par  l'autre  toutes  les  équations 
résultantes , on  aura  enfin  une  équation  du  degré 


î .2.3 m 


î .2 n(t.a.3 p Y 

î .2.3 m 


X i -2.3 (n — a) 


(n  — » ) n (i.a.3....p)*’ 


ce  sera  l'équation  d'où  dépendront  les  coefliciens  de  l’équa- 
tion en  Ç du  degré  n — 1 , dont  les  racines  seront  ç“,  etc. 
C’est  donc  à la  résolution  d’une  équation  de  ce  degré  que  se 
réduira  , en  dernière  analyse  , celle  de  la  proposée. 

Soient  m~  4 , n — s , p — a ; on  aura  . . 

_ 3 ’ 

a (2)* 

Pour  m = 6 , n = a , p = 3 ; on  aura 

î .n. 3. 4-5.6 

— = îo  ; 

a (1.2. 5)* 

et  si  on  fait  n = 3 , p = a , on  aura 

i .2. 3. 4-5. 6 „ * 

2.3.(l.2)3  ‘ ~ Ib' 

et  ainsi  des  autres. 


9 


% 


Digitized  by  Google 


aaa  ANALYSE 

55.  Passons  aux  applications  qui  éclairciront  ce  qui  précède. 
Pour  l’équation  du  second  degré 


x1  — Ax  «}-  B = o, 


on  a 771  = 2,  nombre  premier.  Prenant  pour  « une  racine  de 
l’équation 


on  posera 
d’où 


yx  — 1 = o » 

t = x'  + «jc\ 


* 


t = t%  = x'“  + X**  -f-  Httx'x*, 


à cause  de  «*  = 1 : donc 


f = zx'x"  — aB  : 
or  l’équation  y*  — 1 = o donne 

y=x,  y = - x. 
Pour  * = 1 , la  valeur  de  ( devient 


0°  = a/»  + x°*  -f  ax'x"  = (x'  + x')*  = A*  ï 
pour  « = — i,  la  formule 

< = A"  + ( « — 1 ) |'  + etc. 

donne 

6’  — A1  — af  = A*  — 4B. 

Ainsi  les  deux  racines 


, _ VF  + V*  + etc. A4-  Va*  — 4Ç 

X - “ X 9 

m a 

, y/i'+etc.  A — \/A—4B 

x = — - = - — • 

m a 

Soit  maintenant  l’équation  générale  du  troisième  degré 
x3  — Ax*  -f-  b-*-  — C — o , 
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ayant  pour  racine  x',  x",  x'"  : on  a ici  m = 3 , nombro 
premier  : la  fonction  t sera  donc  , en  prenant  pour  a.  une 
racine  de  l'équation  y* — 1 =o  , 

t = x'  «x*  -f-  *ix"',  • 

et  la  fonction  i — t3  sera , à cause  de  *3  — 1 , 

✓ 

t = ? + «f  + «’f  > 

•ù  l’on  aura 

= x'1  4-  x'3  + x'"3  + Gx'xV", 

= 3 ( x'ax'i  + x"*x'"4-  x'*x')  , 
f'  = 3 (x'*x"'  4-  x'V  + x"''x*). 

Les  quantités  f , sont  les  racines  d’une  équation  du  degré 

m — 1 = a , dont  les  coefficiens  dépendent  d’une  équation 
du  degré  î .a. . ; . .(m — a)  = î , et  sont  par  conséquent  des 
fonctions  invariables  de  A,  D,  C,  On  aura  donc  l’équation 

Ç*-MÇ  + N = o. 

où  M=£'  4-  £">  N = sont  des  fonctions  invariables  de, 
xf , x",  x'". 

En  effet , on  trouve  ( chap.  "VII  ) , 

M = 3AB  — gC , 

N = 9B3  4-  (A5—  6 AB)  C + 8iC*  : 

résolvant  donc  l’équation  du  second  degré  ci-dessus , après 
avoir  remplacé  M et  N par  leurs  valeurs  en  A , B , C , on 
aura  les  deux  racines  £*.  qu’on  portera  dans  la  formule  (i) , 
puis  faisant  m~  3,  et  substituant  pour  « les  deux  racines 
de  l’équation. 

y + y 4-  1 = ° » 

on  aura  ainsi  les  valeurs  de  i'  et  t",  et  conséquemment 
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A + ÿf+  Ç/i", 
~ 3 

T._  A+«yi>+cy^ 

„» A+«  <" 

- - 3 


OU  ^x' 


_A+V> *'  + »/*' 

C _ g 7 

„ A-J-£  y *'->-«  \/(" 


u*= 


A4-«V/i<  + C W" 


à cause  de  ff  = «a , d’où  £s  = * ; les  deux  quantités  * et  » 
étant  les  racines  de  l’équation 


laquelle  donne 


y + y + > = 0 » 


|t  _ — 1 -f  y/—  5 r — 1 — y/—  5 

a ’ a 

Mais  on  peut  avoir  des  expressions  plus  simples  des  racine» 
x » x" > x>"  par  le  moyen  de  l’équation  (3)  en  t , savoir , 

t’  - T»  + U = o, 

où  T — ê'  t",  U = t't".  Or  de  la  formule  t = tj°  -f  *£' 
etc.  , on  déduit 

o»  = ç*  + r + r = a», 

* = e-  + -r  + «r. 

«■  = e°  + «r  + ct, 

et  de  là 

«o  4-  «'  4-  «"  = 3f°, 

d’où 

T = «'  4-  »»  = 3f  — «°  = 3|*  — A5-, 
mais  d’ailleurs , 

I”  = A5  — f — f"  = A3  — M ;* 

donc 

T = 2A3  — 3M  : 


/ 
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en  multipliant  <!  par  t",  et,  tenant  compte  de  = N , on 
trouve 

u = = f*  —•%.  (f +n  - + p» 

= (A3  — M )a  — (A3  — M)  M — N + M1—  aN 
= A6  — 3MA3  + 3 (M*  — N ) ; 


donc  par  la  substitution  pour  M et  N des  valeurs  en  A , B , 
* C trouvées  ci-dessus , on  a 

T = aA3  — gAB  -f-  vjC, , 

U = A6  — gA*B  + a7A*B*  — 27B3  = ( A*  — 3B  )3 , 

les  deux  racines  de  l’équation  en  t , étant  prises  pour  t'  et  fr", 
et  substituées  dans  les  expressions  précédentes  de  x , x",  xm, 
on  aura  la  résolution  la  plus  simple  de  l’équation  du  troi- 
sième degré. 

Venons  à l’équation  du  quatrième  degré , représentée  par 

x*  — A x3  -f-  Bx*  — Gr  -f-  D — o ; 

comme  on  a ici  m = 4—  2-a  > on  fera  n = a , et  on  prendra 
pour  « une  racine  de  l’équation  y2 — 1=0,  ensorte  que 
*2=  i.  On  fera  ainsi,  d’après  la  formule  (4)  , 


t = X'  + - X ",  X'  = x'  + x"*,  X"  = x"  + x”; 
de  là  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (5) , 

I = t2  = -f  et  f = X'1  + X"* , f = aX'X*. 


Ainsi  l’équation  en  Ç dont  est  racine , ne  sera  que  du  degré 
n — 1=2—- 1=1,  et  ses  coefliciens  ne  dépendront  que  d’une 
1.9*3  À. 

équation  du  degré  --  ^ 'a  = 3.  De  sorte  que  l’on  aura  en 
une  équation  du  troisième  degré , telle  que 

f3  — M£,a  + Hf  — P = o. 

Les  racines  de  cette  équation  seront  dues  aux  permutations 
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de  x',  x",  x"',  x”  qni  donneront  des  valeurs  différentes  de  1 
f = aX'X'  = (x  + x"')  (x'+x”). 

Or  il  est  facile  de  voir  que  ces  valetrrs  différentes  ne  seront 
que  les  trois  suivantes  : 

3 (x'+x"')  (x"  4-*  x”  ) , 

3 (x'  + x"  ) (x'"  + X"), 

2 (x'  + x”)  (x"  + x'")‘, 

qu’on  obtient  en  changeant  x'"  en  x"  et  en  x”,  puisque  les 
facteurs  x'  + x'",  x'  + x”  sont  invariables  par  les  change- 
mens  de  x'  en  x"  et  de  x“  en  x1’,  et  qu’il  faut  rejeter  les 
permutations  qui  changeraient  l’un  de  ces  facteurs  dans  l’autre. 
D’après  ces  racines  , on  pourra  former  les  coefliciens  M et  Pt 
et  P qui  se  trouveront  exprimés  par  des  fonctions  invariables 
de  x',  x',  x'",  x” , et  conséquemment  déterminables  en  A, 
B , C , D. 

Pour  facilitër  cette  recherche , nous  remarquerons  que  par 
l’équation  proposée,  on  a 

B = x'x"+  x'x"'+  x'x”+  x V"+  x'x”+  x'"x1T 

= (x'-f  x'")  ( x"  + x")  + x'x"'  + x'x”, 

= (x'  + x"  ) J[x"'+x,v)  + x'x'  + x'"x”, 

— ( x'  + x,y  ) ( x'  + xv")  + x'x1*  + x"x'"  ; 

» * % 

d’où  il  suit  que  si  on  désigne  par  u l’inconnue  d’une-  équa- 
tion qui  aurait  pour  racines  ces  trois  quantités  , 

x'x'"  + x'x”,  x'x"+x"'x”,  x'x”  + x'x'". 

on  aura 

£'  = sB  — au.» 

L’équation  en  Ç*  se  transformera  donc  en 

u3  — Ru*  + Su  — T = o, 

et  on  aura 

R = x'x'"+  x"x”+  x'x'+  x'"x”+  x'x”+  x'x'"  — B. 
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Nous  avons  trouvé  (53)  pour  la  somme  des  produits  deux  à 
deux  des  trois  racines  u , que  nous  avons  désignée  par  S , 1 

S=(x'4-x"4-x*+x'v)(x'x"x,'4-x'jc"x"+x'x''x1’+x"x"x't) 
— 4x'xV"x‘’ 

= AC— 4D  : 

1^  somme  des  produits  des  trois  mêmes  racines,  est  ( idem  ) 

T=(x'*+x"»+x/"*+x,r*)  x'xV"x1’ 

-Kx,xV"+x/x"x,’+x'x",x'v+x"x'"x"')* 

— ax'x/'x,"xn'(x'x"4-x/x'"+x'x'T+x"x,"-fx',x,’4-x"x'T) 
= D (r'*+x**+x'"*4-x'T)î—  aDB  + Ca 
=D  (A*— aB)  — aDB  + C>=  D (AJ— 4B)  + C*  ; 

1 

ensorte  que  l’équation  en  u devient 

u3  — Bu*-f-  (AC — 4D)  “—(A’ — 4B)D — C‘  = o.  • 
Soit  u'  une  des  racines , on  aura 

= aB  — a u’  ; 


mais  en  faisant  n = a et  * = — 1 , on  aura 

t'  = £>—  ? = ( X'*  + X")*- — f = A” — sf  ; 


donc 

«"  = A*  — 4B  + 4u\ 
et  enfin , d’après  les  formules  (G)  et  (7)  , 

♦ X'  — A + V*’  x'  — A 


Maintenant  comme 


X'  = x/  + x", 


on  peut  regarder  £ , x"  comme  les  deux  racines  de  l’équation 
du  second  degré  » 

x*  — X'x  -f-  a = o; 

et  pour  avoir  A H n’y  aura  qu’à  diviser  l'équation  proposée 
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du  quatrième  degré  par  celle-ci;  le  premier  terme  du  reit» 
égalé  à zéro  , donnera 

X'3—  AX'*4-  BX  — C 
A ~ aX'  — A 

Ainsi  en  résolvant  l’équation  du  second  degré , on  aura 

, X'+  l/x'J—  4x  „ X'—  y/X'‘—  4a  ♦ 

x — , * = ; 

a a 

et  comme 

X"  = x"  + x1*, 


on  aura  les  racines  x",  x”,  en  changeant  dans  ces  expres- 
sions X'  en  X",  ce  qui  n’exige  que  le  changement  du  signe 
du  radical 

Cette  solution,  dit  Lagrange,  revient  à celle  de  Descartes , 
dans  laquelle  on  résout  l’équation  du  quatrième  degré  en  deux 
du  deuxième  , moyennant  une  du  troisième. 


On  peut  substituer  d’abord  , en  place  de  u , sa  valeur 

ce  qui  donnera  une  équation  du  troisième 

4 


degré  et  complette  en  « , dont  les  coefficiens  seront  en  A , 
B , C et  D , et  dont  >'  sera  une  racine  quelconque  à volonté  ; 
mais  en  employant  ses  trois  racines  , on  peut  obtenir  tout 
d’un  coup  les  quatre  racines  x',  x",  x'",  x”  ; car  en  faisant 
» — — 1 , on  a 


a / * >tr  * _»« 

t — X + x — x — x' 


et  conséquemment,  * 

6 = ia  = (x'  + x"’  — x"  — x,T)\ 

expression  qui  n’est  susceptible  que  de  trois  valeurs  diffé- 
rentes , 

( x'  + x*  — x*  — x”  )*  , 

( x'  4.  x''  — x*  — x”  )“ , 

( x'  -f-  x”  — x"  — x*  )î , 
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en  le»  désignant  par  6",  t"  qui  «eront  les  trois  racines  de 
l'équation  en  »,  on  aura 

V 4-  xm  — x"  — xi»  =*  yf, 

x'  -f  x"  — a*  — x"  = y/f, 
x'  4.  x"  _ x*  — v «»; 

ces  trois  équations  jointes  à celle-ci , 

x'  + x'  -f-  x"  -j-  x,T  = A , . 

# 

valeur  de  t qui  répond  à « = 1 , serviront  à déterminer  cha- 
cune des  racines  x',  x",  x”,  xIT,  et  on  trouvera 

A -f-  y/»'  +]/»"+  y/f 
x — -j,  t— , 

* _ A~  v*+  — 

x 4 

- A+  v*  — v*"  — v*m 

” 4 

_»  _ A-v/i'-^  + ï/»* 

_ ^ . 

* « 

Cette  solution , la  plus  simple  de  toutes , est  due  à Euler: 
nous  avons  levé  (53)  l’espèce  d’ambiguité  qu’elle  présente  à 
cause  des  radicaux  carrés  qui  peuvent  être  pris  chacun  en 
plus  et  en  moins.  , 

On  retrouvera  , dans  le  treizième  chapitre , de  nouvelles  ap- 
plications à la  résolution  des  équations  binômes. 

56.  Passons  maintenant  à l’examen  des  racines  , et  à l’effet  de 
simplifier  cette  discussion,  supposons  , comme  nous  l’avons  fait 
(5a)  et  (55)  , l’équation  débarrassée  de  son  second  terme.  On  a 
prouvé  (chap.  II)  qu’une  équation  quelconque  a toutes  ses  racines 
réelles , lorsque  l’équation  aux  carrés  des  différences  n’a  que 
des  variations  de  signes  ; mais  que  si  elle  contient  seulement 
une  permanence  , la  proposée  doit  avoir , au  moins  , deux 
racines  imaginaires  : c’est  de  là  que  nous  avons  conclu  (34) 

>4 
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les  conditions  de  réalité-  et  d'imaginarité  de*  racines  de  Té- 
quation 

x3  — Ao.1  -t-  Bx-  — C = o -, 

en  faisant  'A  = o , B = p ,■  C = — q , on  trouve  que  la  réalité 
des  trois  racines  de  l’équation 


est  annoncée  par 


x5  4-  P*  -h  9 = 0 i 


P5  ^ P* 

r<°-  t7>V 


ai  l’une  de  ces  inégalités  n’a  pas  lieu , deux  des  racines  da 
la  proposée  sont  imaginaires.  On  parvient  aux  mêmes  con- 
clusions en  discutant  les  formules  des  racines  de  l'équation 
du  troisième  degré. 

Reprenons  donc.les  trois  racines  obtenues  (5a)  , savoir, 


*•  = "i + v/— I— V f+ê- 

3 ' ' - 

fTTFI  ■ • •: 

JZi+Jt  + ï* 

■W  - . i V , a7 .-V  4 7 37 
. -i'+  v^=s 

v + a V a V 4 a7 

Si  p est  positif,  ou  si  ^ ^ dans  le  cas  de  p négatif K 4 

âne  \ / Si  4- -P'-  sera  réelle,  et  conséquemment  aussi  la 
V 4 37 


racine 


Digiiized  by  Google 


ALGÉBRIQUE.  an 

première  racine  x' ; mais  x"  et  x"  seront  imaginaires,  comme 
il  est  facile  de  le  déduire  de  la  forme  même  de  ces  racines. 
En  effet,  si  on  pose 

^-ï+v'î+g— 

V/-1  — \/S+4r-  -f=‘. 


on  aura 


x"  = (/+*!/— i)m  ■+•(/— 

-=  / (m  + n)4-ft(n»  — n)  k'—  i)  , 

* • 

x"  = (/ — kl/ — i ) m + — i)  n 

= l(m  + n) — k(m — n ) l/ — i), 

quantités  imaginaires  de  la  forme  A ±.  B \/ — 1 , puisque 
k , l , m et  n sont  des  quantités  réelles.'  Dans  le  cas  de 


p < o 


et 


on  a m = n , et 


É—Sl 

a7  4 * 


x'-V-!'  x'—  \/  a'  ■r'_  — \Z-a* 

ensorte  que  les  trois  racines  sont  réelles  , et  les  deux  dernières 
sont  égales  entr’elle?.  i 

Les  trois  racines  sont  encore  réelles  dans  le  cas  où  celles 
de  la  réduite  du  second  degré , sont  imaginaires , c’est-à-dire , 

2*  P* 

- -f-  -B-  qui  se  trouve  sotis  le  signe  ra- 

4 37 

dical , est  négative , et  on  sait , à priori  , qu’effectivement 
elles  le  sont  ; car  la  condition 


£ + £ <>. 

4 ' a7 


i4v 


\ 
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suppose  ces  deux-ci , 


Alors  on  peut  poser 

» ' j 

jf  = \/ a -f-  b\/ — 1 -f-  Va  — b\/ — 1 , 

1 

*'  = (l+k^^l)\/a+bŸ~i 

+ (l — W — i ) Va — b[/ — 1,  ( 

) 

x*  = \/*+b\/~\ 

' ■ a-  S . 

-f  ( / -{— Jt l/ — i ) — bÿ — I ; 

et  on  ne  découvre  plus  aussi  facilement , d'après  la  forme 
de  ces  racines  , si  elles  sont  toutes  trois  réelles.  En  ad- 

3 

mettant  les  développeniens  en  série  de  \/ a -f-  b J/ — î et 

» 

Vb  — M/— i , on  trouve  que  les  termes  imaginaires  dis- 
paraissent par  l’opposition  des  signes  dans  la  première  , et 
que , les  multiplications  faites  dans  les  deux  autres , les  ré- 
sultats ne  contiennent  plus  que  des  termes  réels  ; mais  toutes 
trois  sont  alors  données  par  des  suites  infinies  ; et  comme  on  n'a 
pu  , jusqu’ici,  obtenir  ces  racines  sous  une  forme  en  même  temps 
réelle  et  finie,  à moins  d’employer  les  lignes  triganométriques  , 
comme  on  le  verra  plus  loin  , on  a désigné  cette  circonstance 
sous  le  nom  de  cas  irréductible. 

Nous  examinerons  donc  à quoi  tient  l’introduction  d’une  ima- 
ginaire dans  ces  racines  qn’on  sait , c priori , devoir  être  réelles. 
A cet  effet , nous  reprendrons  l’équation 

x3  + px  4-  q ==  o ; 

en  supposant  que  x',  x“  et  x * en  soient  les  trois  racines,  on  aura 

x3 — (x'  -f-x"-f-x*)  x*-f-  (x7  x''-j-x'x"-j-x"x,').r*— x'x'x'' 
=zx3+px+q. 
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d’où  résultent  ces  égalités 

x'+x"-\-xm=  o,  x’x"-\-  x'x*  4-  x'x* = p , x'x'x*  = — q. 


Comme  l’équation  proposée  est  d’un  degré  impair , on  est  assuré 
d'avance  qu'elle  a , au  moins  , une  racine  réelle , et  la  dési- 
gnant par  x",  on  déduira  de 

x*  = — ( *'  + **)  , 

que  la  somme  x'-f-  x?  des  deux  autres  racines,  est  aussi  réelle. 
Cette  valeur,  substituée  dans  les  deux  dernières  équations , 
donnera 

x'a -f-  x'x"  + x"  = — p,  x'x"  (x'  -4 - x")  = q , 

d’où  il  faudrait  conclure  x'  et  x*.  La  dernière  donne 


x x 


H — <7 


donc  x'x'  est  aussi  une  quantité  réelle.  Considérons  maintenant 

la  quantité  A.  _|_  X-  °u  379’  + 4/>3 , du  signe  de  laquelle 

dépepd  le  cas  irréductible  : si  on  l’exprime  au  moyen  de  x' 
et  de  x",  on  trouvera  , après  les  réductions  faites , 


2 7<7*  = — ( ax'3  — ax'3  + 3x'*x*  — 3x'x'î  )*, 


d’où 


V — (279*  -4-  i^r1)  = ax'3  - — ax'3  + 3x'*x"  — 3x'x" 
= (x'— i")(2x'*+  ax"  -4-  5x'x'  ) 
= (x' X*)[a  “H  x'x*]. 


Or  les  deux  quantités  x'  -f-  x"  et  x'x"  sont  réelles , comme 
on  l’a  déjà  vu  ; donc  , pour  que  la  différence  x' — x"  soit  réelle' 
il  faut  que  la  quantité  ( 37 qa  -f-  4p*  ) soit  négative , ce  qui 
e=t  le  cas  irréductible  ; d’où  il  suit  qu 'alors  les  deux  autres 
racines  x'  et  x'  seront  aussi  réelles.  Cherchons  maintenant 
à évaluer  les  racines  x'  et  x ’ eu  coefficicns  de' la  proposée  : 
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nous  avons  trouvé  l’équation 

x'i— a xT'x"—  1 x'x“*  = i V — ! y/v?ip+  4P3  : 

ajoutant  au  premier  membre  m X x'x"  ( x 4 x"  ) , et  au  se- 
cond mq , à cause  de  l’équation  trouvée  plus  haut, 

q = x x ( x x ) , 

on  aura 

x'3  _ x“3  + (î  _|_  m)  x'Vr"  + (m  — î)xV* 

= *✓=7  V//a79‘*+  4pJ  + **?•» (*)•  ; 

Il  s'agit  de  déterminer  m par  la  condition  que  le  premier 
membre  devienne  un  cube  parfait  : à cet  effet , on  le  compa- 
rera  avec 

(«x' — -V)’  = x'3  — x"3  — 4 Vx'x'*, 

« et  «*  étant  deux  des  trois  racines  cubiques  de  l’unité  , 
savoir  , 


— î -f-  V — 3 


• — i — \/ — 3 


i4v/— 3’ 


—5  y/— 3 


d’où  on  déduit 

44-m=— 3-=  — 3^- 

— ï + m = 3«°=  43^- 

On  a aussi 

(«V  — «O3  = x'3  — x"3  — Wr*  4 3-x'x*», 

et  comparant  avec  le  premier  membre  de  (i) , on  obtient 


■ — , — y/ — 5> 


— 1+V/-3N 


d’ou  J 


m = 


5t/— 5^ 

s 

3v/— 3 


I 4 «»  = — 3 ( 

— 2 -f-  m = 3 ^ 

On  a donc  pour  déterminer  x'  et  x",  les  deux  équation» 
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3 • 

c'— «*x"=  y/Q  V^—î  V • 


3v/3l/_i 


0 

.=^[Z^(?-^^_Î)]=P> 

«V  — «x"  = y/Q  l/— i l/" 27<j*+4pJ  + - — <T] 

=Æ^('+îTÎ^)]=» 

. % . * %*  . j : % 

Il  reste  donc  à éliminer  a/  et  x"  entre  les  deux  équations 

Mx'  — a'x"  = P (a)  , 

•\x'  — «x"  = Q (3)  : 

à cet  effet,  multipliant  (a)  par  «*,  et  (3)  par  »,  puis  retran- 
chant le  premier  produit  du  second  > on  aura 

» __«Q— «’P  _ — i+y/— 3 


* — »‘ 


v/(-;-Vr+|) 

+ ■'_a|/  ?\/(_*+V/4  + 30i 

puis  multipliant  (a)  par  «,  et  (3)  par  et  retranchant  le 
premier  produit  du  second,  il  viendra 


v'H-VFD 

VC-î+v^ 


, «’Q— «P  — i — i/ — 5 

r , — . . . — — 


+ 


-i+l/- 


Mais  de  x'+  x'-f-  xm  = o , on  déduit  x*=  ■ (x'  ■+•  x*)  , 
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Ces  racines  sont , en  écrivant  x pour  x*,  x'  pour  a/,  et  x" 
peur  x",  celles  qu’on  a précédemment  obtenues , et  on  remarque 
que  l'imaginaire  y — i s’est  introduite  pour  favoriser  l’extrac- 
tion de  deux  racines  cubiques , et  fournir  deux  fonctions  li- 
néaires des  racines  , qui , combinées  avec  x"  = — (x'  + x*  ) , 
servent  à évaluer  les  trois  racines  de  la  proposée. 

On  démontre  encore  , comme  il  suit , que  les  trois  racine* 
seront  réelles , si  p est  négatif,  et  si,  de  plus, 

TTP1  = ou  > i-. 

4 

A cet  effet , soit  x'  la  racine  réelle  de  l’équation 
x3  -f-  px  -f-  q — o : 
on  aura  donc  aussi , 

x'3  + px'  -f  q =s  o , d’où  q = — x/s  — px r\ 
conséquemment , 

x3  - a/3  + p (x  — x')  = o, 
et  divisant  par  x — x', 

x*  + x'x  -J-  x'*  -f-  p — o , 
qui  renferme  les  deux  autres  racines  de  la  proposée , et  donne 


Pour  que  ces  deux  valeurs  de  x soient  réelles , on  doit  avoir 
p < o et  ï x'*  = ou  < p , ou  x'  = ou  < 
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mais  si,  dans  le' second  membre  de 

q = — af*  + px', 

on  écrit  au  lieu  de  x’  la  quantité  \J ^ , qui  est  supposée 
égale  ou  plus  grande , on  aura 

<-V* F+Vf. 

et,  en  réduisant,  ' 

q = ou<-|^p;  donc 
ou  enfin, 

q*  P5 

4 27 

Deux  des  racines  seront  imaginaires  , si  l'on  a 

’ £ ^ if . 

4 =7 

Reprenons  l’équation 

x4  4.  px*  + qx  + r = o , ' 
pour  laquelle  on  a trouvé  (53) , ’ 

* - i [+  VV  + yV  + !/«*], 

*"  = i C+  l/w'  - i/tf  - l/a’], 

= ï [—  |A'  + 1/u"  — (/«’], 
x"  = i C — V'**'  — VA*  + lA*J, 
dans  le  cas  de  q négatif,  et 

* = K—  tA'  - va'  - |A*], 

*'  = Ï [—  |/u'  + v/u“  4-  lA*], 
.*'=*[+  lA'  - 1/u*  + 

*"=  * C+  |A'  + V*'  -✓«*•], 
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lorsque  q est  positif,  u,  u , u"  étant  les  trois  racines  de  la 
réduite  du  troisième  degré, 

u5  -f-  a pu*  -J-  (p*  — 4r)  u — q*  = o. 

Si  les  racines  u,  u“  et  u " sont  réelles  et  positives,  il  est  vi- 
sible que  les  quatre  racines  de  la  proposée  seront  réelles;  mais 
si  parmi  les  racines  de  la  réduite,  il  y en  a de  négatives,  les 
quatre  racines  de  la  proposée  seront  imaginaires  ; il  faut  ce- 
pendant en  excepter  le  cas  où  des  trois  racines  réelles  de  la 
réduite,  l’une  u est  positive , et  les  autres  u"  et  u'"  so nt  néga- 
tives et  égales;  car  alors  des  quatre  racines  x',  x",  x*  et  xIT, 
deux  seront  réelles,  et  les  deux  autres  imaginaires.  AHisi , 
outre  la  condition  de  la  réalité  des  trois  racines  de  la  ré- 
duite , il  faudra  encore  , pour  le  premier  cas  , suivant  la  règle 
de  Üescartes  ( Ir*  sect  ) , que  les  coefüciens  des  termes  de 
cette  réduite  , soient  alternativement  positifs  et  négatifs  , et 
que  par  conséquent  on  ait 

P < o et  p*  > 4r. 

Si  l’une  de  ces  conditions  manque,  la  proposée  aura  ses  quatre 
racines  imagii  aires  , à moins  qu'on  ne  tombe  dans  le  cas  ci- 
dessus  cité.  Si  la  réduite  u’a  qu’une  seule  racine  réelle  , on 
observera  d’abord  qu’à  cause  du  dernier  terme  négatif  de  cette 
réduite,  la  racine  réelle  sera  nécessairement  positivejor  les  deux 
racines  imaginaires  étant  de  la  forrn eo±l|/ — i , si  l’on  prend 
u'  pour  la  racine  réelle,  u“  et  u'"  pour  les  deux  imaginaires, 
les  deux  racines  x et  x"  seront  réelles  , puisque  (cbap.  1er  ) , 
[forrn.  (i)  et  (a)3  b y — \ a — by/ — i est 

une  quantité  réelle  = \/aa  $\/a‘  -)-  b‘‘,  et,  qu’au  contraire, 

a -f-  b 1/ — î — est  line  quantité  imagi- 

naire ; ensorte  que  des  quatre  racines  trouvées  , les  deux  pre- 
mières seront  réelles  , et  les  deux  autres  imaginaires. 

07.  Nous  rapporterons  ici  la  méthode  qui  parait  avoir  servi 
à la  première  résolution  des  équations  du  troisième  degré  , 
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et  qu'on  appelle  communément  méthode  de  Cardan  , quoi- 
qu’il semble , dit  Lagrange , que  c'est  de  Hudde  que  nous 
la  tenons.  . . 

Toute  équation  du  troisième  degré,  privée  de  son  second 
terme  , est  de  la  forme 

x3  -f-  px  -h  q ~ o : 

supposons 

x = y + z , 

ce  qui  revient  à partager  le  nomhre  x en  deux  parties  y et  z , . 

dont  l’une  pourra  , conséquemment , être  * prise  à volonté  , 
pourvu  que  l’autre  en  soit  le  complément  à x : la  substitution 
dans  la  proposée  , donnera  la  transformée 

y 4-  3y s + 3 yz*  -f  z3  -f-  ] p (y  + z)  4-  <7  = o ; 
or 

3yz  + 3yz*  = 3yz  (y  z)  , 

• ' 

de  sorte  qu’on  aura 

y 4.  2?  4-  ( 3yz  + p ) (y  + î)  + q = o : 
si  maintenant  on  suppose  à z une  valeur  telles.,  qu’on  ait 
3 yz  + p = o ....(1), 

P 

il  restera  de  l’équation  précédente , 

y 4-  *3  4-  q = o 00  » 

équations  au  moyen  desquelles  on  pourra  évaluer  y et  z,  et 
conséquemmept  x.  De  la  première  on  tire 


substituant  dans  la  seconde  et  réduisant  , on  obtient  cette 
équation  du  sixième  degré,  qu’on  appelle  la  réduite , 

/ + «/-£  = ». 

laquelle  ne  contenant  que  deux  puissances  de  l’inconnue , dont 
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l’une  est  double  de  l’autre , est  résoluble  à la  manière  des 
équations  du  second  degré , et  donne  sur-le-champ  • 


et  extrayant  la  racine  cubique , 

mais  * * 

x = y + z = y — g-; 

n 

en  mettant  pour  z sa  valeur  — ~~  ; et  d’ailleurs , 

tf-lW  Fl)x(v/-!-v^|)=-I* 


d’où  l’on  déduit 

3 


expression  où  l’on  voit  que  le  radical  carré  qui  se  trouve  sous 
Je  radical  cubique  j est  pris  en  plus  et  en  moins  , ensorte  qu’il 
né  peut  y avoir  aucune  ambiguité.  Soient  « et«*  les  deux  racines 
cubiques  imaginaires  de  l’unité  , et 
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on  aura 

y = t/A] 

» s 

y = • v 

y = »VA| 

mais  à cause  de 


1 

< 

Il 

H 

P 

3 /a 

H 

II 

• 

> 

1 

P 

3 

3«  ÿ A 

lx  = m"l/A  — 

P 

3 

3-V  A 

d'où 


K»  = j--, 

3j/  A 


— 


- = «“  et  — 

« «•* 


les  trois  racines  de  la  proposée,  seront  exprimées  ainsi  qu’il 
suit  : 

x = \/A  -}-  ÿB  , 

x — » [/  A + \/B  , 

i j 

x = «*y/A  + « \/B. 

On  aurait  pu  parvenir  directement  aux  résultats  que  nous 
■venons  de  trouver,  en  remarquant  que  les  équations  (i)  et 
(a)  donnent 

f*-3  — — > y3  + z3  ~ — q , 

*v 

d’où  l’on  conclut , sur-le-champ  , que  y3  et  a3  sont  les  racines 
d'une  équation  du  second  degré  dont  la  première  puissance 
de  l'inconnue  sera  multipliée  par  q , et  dont  le  terme  connu 
pS 

sera  — — : cette  équation  sera  donc 
37 


i .1 


a»  + qu  — JL  - o ; 
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et  nommant  A et  B ses  deux  racines , on  aura 

y =■  y/ A , z = [/B, 

A et  B ayant  les  mêmes  acceptions  que  ci-dessus.  Or  on  a 

y~V  A,  Y = ',V/a»  y ^ A, 

x = yTÎ  , a = • [/B  , z — u'ÿB  , 

d’où  on  croirait  pouvoir  conclure  neuf  racines  ; mais  l’équation 

y 3’ 

dont  nous  n’avons  employé  que  le  cube  , limite  le  nombre  de 
ces  combinaisons  ; or  de  ce  que  le  produit 


:in* 


on  conclut  que  les  valeurs  de  a,  qu’on  doit  combiner  par  voie 

) 1 ) 3 9) 

d’addition  avec  y/ A , te  y/ A , SÿA,  sont  y/B  , »-‘y/B , « y'B  , 
en  observant  que  «*  = î : d’où  résultent  les  trois  valeurs  de  x 
trouvées  plus  haut.  ‘ • 

58.  On  peut  aussi  parvenir  aux  formules  des  racines  du  qua- 
trième degré , d’une  manière  moins  directe  que  celle  qui  a été 
exposée  ci-dessus , mais  qui  , d’un  autre  côté , a l’avantage 
d’être  analogue  à celle  de  Cardan , pour  le  troisième  degré. 
Soit,  à cet  effet,  l’équation 

- / , „ . o vre*  * 

x * pxa  -}“•  qx  + r = o, 

on  supposera 

x = y + z + t , 

; . , + i • 

et  on  aura  d’abord 

**  = + + 2 (.  yz  •{-  yt  + 1 0» 
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et  carrant  de  nouveau , * 

x*  = (y+*a  4-  t5)* 

4- 4 (y  + ^-M’)  (yz  + yt+zt)  4-4  (p  + y4-*t)*; 

d’ailleurs , 

(J2  4- y 4-  2t)‘  = y**  + yt*  + a»t*  4-  ayzt(y4-z 4- 1)  : 

substituant  ces  valeurs  de  x , x*,  x1  dans  la  proposée  , et  ras- 
semblant les  termes  qui  se  trouvent  multipliés  par  y+z  + t, 
ainsi  que  ceux  qui  ont  pour  facteur  commun  yz  -j-  yi  4-  zt , 
on  aura  la  transformée 

(y  4- **  4-  ‘T+pCy+z’+t*) 

+ C4(y+  a1 4-  **04-  aP3  C^a+y  + zt] 

4-  4 (y*‘+  yt'+  l't'  ) + ( 8yzt +ç  ) (jy  4-  z 4*  O + r=o. 

Maintenant , à l'imitation  de  l’hypothèse  qui  a Æussi  dans 
la  resolution  de  1 équation  du  troisième  degré  , nous  suppo- 
serons 

8 y*  + 9 = o (0, 

4(y  + *‘4-J*)  4-  2p  = o (a)  , 

et  il  restera  l’équation 

(y 4- z» -j-  t>y  4-p(y-f  z’4-/*) 

4-  4 (y**  + y**  4-  a***)  + r = o (3). 

Au  moyen  des  équations  (1),  (a)  et  (3),  on  déterminent  les 
trois  quantités  y,  z et  t.  La  seconde  donne  d’abord 

• « # 

y 4.  4_  f _ P . 

,*  2 

cette  valeur  substituée  dans  (3)  , la  change  dans  la  suivant» 

ys*  4-  yt*  4. 

. , lfa  4 

de  plus  , la  première  étant  élevée  au  carré,  donne 

>*'*'  = gi 
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donc  , d’après  la  théorie  générale  de  la  formation  des  équa- 
tions , les  quantités  y‘,  z‘  et  t*  seront  les  racines  d'une  éqtia- 
tion  du  troisième  degré  de  la  forme 

u3  + aUÎ  + (^-J)U-S  = 0’ 

de  sorte  que  si  l’on  désigne  par  u',  u"  et  u"  les  trois  racines 
de  cette  équation  qu'on  appelle  la  réduite  , on  aura 

y = l/«'>  * = l/W  , t = yu", 

u,  u"  et  u*  n’avant  pas  ici , identiquement , les  memes  valeurs 
que  ci-dessus , et  la  valeur  de  x , sera  exprimée  par 

yu'  + yu"  + vu". 

Comme  ces  trois  radicaux  peuvent  être  pris  chacun  avec  les 
signes  plus*  et  moins , on  aurait , en  faisant  toutes  les  combi- 
naisons possibles,  et  rejetant  celles  qui  se  répètent , huit  va- 
leurs différentes  de  x.  Mais  il  faut  observer  que,  dans  l’analyse 
précédente  , nous  avons  employé 


ou  le  carré  de 


y-  = |- 

y“  = - » 1 


il  faudra  donc  que  le  produit  des  trois  quantités  x , y et  z , 
c’est-à-dire,  des  trois  radicaux  yu',  yu“,  yu ",  soit  de  signe 
contraire  à celui  de  la  quautité  q : d’où  il  suit , 

i°.  Que  q étant  une  quantité  négative  dans  la  proposée  , 
on  devra  prendre  les  trftis  radicaux  en  plus  , ou  deux  en  moins 
et  un  en  plus , ce  qui  ne  donne  que  les  quatre  combinaisons 

x = + yu  + yu"  + yu", 
x"  — -f  yu'  — yu"  — yu ", 
x"'=  — yu'  -f  yu"  — yu", 
x"  = — ]/u  — yu"  + yu", 


Digitized  by  Coç w[e 


ALGÉBRIQUE.  , aa5 

qui  seront  conséquemment  les  quatre  racines  de  la  pro- 
posée. 

a°.  Que  q étant  une  quantité  positiye  dans  la  proposée , il  / 
devra  se  trouver  dans  l’expression  de  r,  ou  trois  radicaux 
négatifs , ou  un  négatif  et  deux  positifs , ce  qui  fournira  les 
quatre  combinaisons 

x'  = — l/u'  — l/u"  — i/u"\ 

x"  = — l/u'  + l/u"  + l/u'", 

*"'  = + l/a'  ~ 1/“"  + 1/“'",  ' • ’ 

x,v  = -f-  l/u'  -f-  i/u"  — l/u'". 

Ces  formules  sont  de  même  forme  que  celles  auxquelles  on 
est  parvenu  ■ (56). 


5g.  On*trouve  dans  le  tome  II  dés  Annales  Mathématiques , 
une  méthode  fort  simple  pour  la  résolution  de  l’équation 
générale  du  quatrième  degré  , méthode  due  à M.‘  Pilatte , 
professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  d’Angers. 

Reprenons  l’équation 

x*  -f-  px1  -f-  qx  -f-  r = o (A), 


et  soit  x = y -f-  t ; en  substituant  et  ordonnant  par  rapport 
à y , il  viendra 


yl  -f-  /{ty3  -f-  6t‘ 
+ P 


Posons 


S + 4^ 

+ 2 pt 
+ <7 


y + 

+ pc 


*+r 


4$'*  + U*3  + 4-  q ) y =*° (Q  : 


l’équation  (B)  deviendra 

yi  + (6<*+p)  ( t‘+  pt»  + qt  + r ) = o. . . v . (D)  ; 

i5 
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mais  l'équation  (G)  délivrée  du  facteur  y , donne 


- (E)  : 


y2  — — t2  — - — 

J a 4t 

substituant  cette  valeur  et  son  carré  dans  ( D ) , on  obtient 
la  réduite 

c’est-à-dire  , sous  l’hypothèse  (’  = u, 

m. 

' » 

réduite  trouvée  ( 58  ).  Soient  t',  t",  F,  — t',  — ; t",  — F le» 
six  racines  de  (F);  celles  de  (G)  seront  F,  t"‘,  F',  et  on 
aura  • 


d’où 


9 ~ . ’ 64  - * 4 1 ’ 

2 — 

8 — * 


en  observant  que  q étant  positif  dans  la  proposée , g doit 

être  positif.  Ainsi  lorsqu'on  prendra  la  racine  tf,  par  exemple  , 
avec  le  signe  plus,  il  faudra  prendre  sous  un  même  sigue  chacune 
des  deux  autres  t"  et  F,  et  lorsqu’on  prendra  ( avec  le  signe 
moins , il  faudra  prendre  t“  et  t"  avec  des  signes  contraires  ; 
<T où  il  résulte  qu’eu  changeant  d’abord  t en  -|-  tf  dans  (E)  , 
on  aura 

y = — p»  t"'»_ ££p_  — (f_  ry, 

d’où 

yf=  ± (t'-n, 

et  qu’en  changeant  t en  — t',  on  aura 

■at'X—  FF 


y*  = — f*+  t'4  -f  t"-*  -f  t'"2  — 


— t' 
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d’où 

y = ± (f  + t"')  : 

reportant  les  deux  premières  valeurs  dans  la  relation  x=y-+-t, 
en  y changeant  t en^-f- t',  on  trouve' 

x = ( 4.  f _ r,  : * 

. * = f — t"  + r : 

reportant  les  deux  autres  dans  la  meme  relation , en  y chan- 
geant t en  — t',  on  obtient  les  deux  dernières  racines 

* = — f + t " + r, 

x =•—  r — t"  — r. 


racines  trouvées  plus  haut,  pour  q positif. 

On  retomberait  sur  les  quatre  mêmes  racines , en  prenant 
successivement  t"  .et  t"  sous  les  deux  signes , et  en  ayant  égard 
à la  condition  de  q positif  dans  la  proposée. 

Mais  q étant  négatif , pour  t'  positif , les  deux  autres  racines 
ont  des  signes  contraires,  et  pour  t négatif,  elles  ont  les 
mêmes  signes  , ensorte  que , dans  le  premier  cas , l’équation 
(E)  donne  pour  1=  -f-  t’ , 

q / y _ 

y = t»*  + r* — — — = ( t*  + O*. 

d’où 

• t y = ±(tu  + n. 

et  pour  t ~ — t',  la  mémo  donne  * 

• y = f*  + {"1 — - ( t- ~ 

d’où 

« 

reportant  les  deux  premières  valeurs  de  y dans  x = y -f.  t', 
et  les  deux  dernières  dans  x = y — t';  on  retrouve  les.  quatre 
racines  qui,  plus  haut,  répondent,  en  effet,  au  cas  de  q né- 
gatif. 

i5. . 
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60.  Euler , conduit  par  la  forme  des  racines  des  second  et 
troisième  degrés  , dans  les  équations  san#  second  terme , 
racines  qui  sont  de  la  forme 

! ! 

» x = V a . x — vn  -P  Vb  > 

conjectura  que  celles  du  quatrième  , du  cinquième  degré  , 
enfin  du  degré  m,  seraient  •*.  ’ 

* = y/ a 4 \/b  4 y'c, 
x = y a 4 y b 4 y'c  4 ÿd , 

m • m m m 

x ■=  y a.  -f-  y b 4-  yc  -4*  yd  *4  etc. 

le  nombre  des  radicaux  étant  m—  1 . Mais  les  difficultés  qu'il 
rencontra  dans  l’équation  du  cinquième  degré , lui-  firent  mo- 
difier la  forme  précédente,  et  adopter  la  loi  suivante,  à com- 
mencer du  second  degré  jusqu’au  degré  m , 

s - ■ 5 < 4 • 4 

x = ayu,  x — ay  u-\-by  u*,  x— ayu byu*-\-c  yu? 


m m m m m 

x = a y u ■ybyu?-\-cyu'-\-d  yu^-y. 4 k yu*—  • , 

les  quantités  a , b , c k étant  indéterminées  et  en 

nombre  fm — 1.  Si  l’on  suppose 

y u = y , d’où  ym  — u = o (M),  • - 

on  aura 

x — ay  4-  by 1 4*  cy 3 4 dyl  4-  4"  1 (IS). 

Si  l’on  élimine  y entre  ces  deux  équations  , 1®.  l’équation 
finale  ne  montera  qu’au  degré  m ; a®,  elle  n'aura  point  de 
second  terme.  Pour  donner  un  exemple  simple  de  ce  procédé 
d'élimination  sur  lequel  on  peut  d’ailleurs  consulter  X Algèbre. 
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de  Bezout , posons  les  deux  équations 


y — « = o (0. 

b y2  -f-  a y — x = o (a)  : 

r 

pour  éliminer  y , je  multiplie  la  dernière  par  y , et  mettant 
pour  y 3 sa  valeur  déduite  de  la  première  , j’ai 


a y2  — xy  + bu  = o (3): 


je  multiplie  de  même  celle-ci  par  y,  et  remplaçant  y par  u, 
il  vient 


— au  — O (4)i 

Des  deux  équations  "(a)  et  (3)j  je  déduis  , suivant  la  méthode 
des  équations  du  premier  degré  à deux  inconnues  , les  valeurs 
de  y*  et  de  y que  je  substitue  dans  (4)  , et  il  vient  , après  les  • 
réductions  , 


x1  — 3 abux  — u ( a3  -+•  &3)  = 0, 


équation  du  troisième  degré  , sans  second  terme.  On  voit 
qu’après  avoir  éliminé  'y1  entre  les  équations  (2) 'et  (3)  , y ne 
renfermera  x qu'à  la  première  puissance  , ensorte  que  dans 
y * entrera  x*,  et  la  substitution  pour  y2  et  pour  y dans  (4) , 
donnera  un  polynôme  du  troisième  degré  eu  x : ce  raisonne- 
ment est  facile  à généraliser. 

On  observera  encore  qu’en  comparant  le  résultat  de  l’éli- 
mination de  y,  entre  les  équations  (1)  et  (2),  avec  une 
équation  donnée  du  troisième  degré  , sans  second  terme , on 
n’aura  pour  évaluer  les  trois  indéterminées  a,  b et  u,  que  deux 
équations  : on  pourra  donc  disposer  de  u , qu’on  pourra  faire 
= 1 . Dans  cette  hypothèse , on  tombe  sur  les  équations 
auxiliaires 

y — 1 = O , x = a y -j-  b y2. 

Il  reste  à faire  voir  que  l’équation  finale  sera  sans  second 
terme.  A cet  effet , désignons  par  « , C , y , i',  les  quatre  racines , 
autres  que  l'unité  , de  l'équation 


o. 


S 


4. 
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ensorte  que , pour  l'équation  du  cinquième  degre , les  cinq 
expressions 

• • y ~ Vu 

seront 

« * 5 *,  . 
y —}/u,  y = *\/v.,  yz=Gy'u,  y = yyu,  y — »VU» 

et  les  cinq  racines 

s s s 9 

x — a y'u  + b y'u2  + c y'u3  -t-  d y'u* , 
deviendront 

g g f 9 

x = a y'u  + b \/u*  + c \Zu3  + d \/u*, 

g 5 * • 

x •=  a*  y'u  4-  £>**  v/“*  ~h  c*s  V/“3  *4*  V/“4» 

x = aC  y'u  -1-  bC2  y'i t*  -{-  c-S3  VA3  + lAS 

x = oy  v/“  -f-  &y*  \A’  + cy3  V"“3  + V^u<> 

x — ai  y'u  -f-  bS~*  y'u 2 -J-  cJ'3  y'u1  -J-  df*  y'u*’, 

mais  en  désignant  par  «■  la  somme  des  premières  puissances 
des  racines,  on  a 

«■  = ( 1 4"  * -f-  ff  4*  Y “H  ^ ) a Vu 
4-  (i  + «•  + + Y ‘+  ^‘)'i  ^ . 

+ (i+.5  + f,  + v’  + ^)c  lA5 

S 

4-  ( i 4*  **  ”1“  -f-  y*  “f"  d VAL 

or  (47)  les  coefficiens  entre  parenthèses  sont  nuis  ; conséquem- 
ment <r  — O : donc  le  coefficient  du  second  terme  de  l’équa- 
tion finale  en  x , est  nul , ce  qu’il  s’agissait  de  prouver. 
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CHAPITRE  XL 

Résolutionpar  les  lignes  trigonométriques  des  équations 
xmrpa™==o , x*" — 2px®-f-q=o: 

Construction  des  racines  de  ces  équations. 

G î. Soit  d’abord  l’équation  binôme 
i”  + o’  = o: 
si  on  pose  x = ay , on  aura 

û"v“  + n"  = o,  d’où  y”  +1=0. 

Ainsi  la  résolution  de  l’équation  xm  rp  am  est  réduite  à celle 
de  ym  1+1=0,  et  on  repassera  des  racines  de  celle-cî  aux 
racines  de  la  première , en  multipliant  chaque  racine  y 
par  a. 

Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  de  la  résolution  trigono- 
métrique  de  l’équation  ym  1 = o , nous  réservant  de  don- 
ner dans  l’un  des  chapitres  suivans , la  résolution  algébrique 
de  l’équation  ym  — 1 = o. 

6a.  Nous  démontrerons  d’abord  ce  théorème  fondamental , 
(cos  f rfcsin  <p.  y/ — i)m=  (cos  m<f>  ±.  sin  mç.  y/ — î ) , 

m étant  un  nombre  quelconque,  et  le  rayon  étant  l’imité  : 
mais  d’abord  nous  l’établirons  pour  m , nombre  entier , et 
nous  le  généraliserons  ensuite.  , 

1°.  Si  l’on  multiplie  ensemble  deux  facteurs  telsique 

cos  <p  -f-  sin  . \/ — i,  cos  $ -|-  sin  ç' . \/ — î , 
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on  aura  pour  produit,  après  les  réductions , 

cos  ($>+p')  + sin(p-f-p'). [/ — i , 

lequel  est  de  même  forme  que  chacun  des  facteurs  ; il  est 
remarquable  qtie  la  multiplication  de  ces  sortes  de  quantités  , 
s’exécute  en  a jouant  seulement  les  arcs  , ce  qui  est  une 
propriété  analogue  à celle  des  logarithmes.  On  en  conclura 
successivement 

( COS  Q -f"  s*n  P • V — 1 )a  = cos  2$  4-  sin  2p.  V/-I, 

( cos  ç -f-  sin  P-  V — 1 )3  =r  cos  ^P  4”  3*n  ■ V — 1 • 

(cos  ç + sin  q>.  \/ — i)*  = cos  4P  4"  sin  4P-  V — 1 » 

et  , en  général  , m étant  un  nombre  entier  positif , il  sera 

démontré  que 

( cos  <p  -f-  sin  ç . |/ — î )ra  = cos  mp  -f"  sin  mç . ]/ — î , 

et  en  prenant .{/  — i avec  le  signe  — , on  ailta  cette  for- 
mule conjuguée , 

( cos  i p — sin  ç..  ]/ — î = cos  mp  — sin  mç. j/ — 1. 
a®.  Pour  généraliser , soit 

cos  ç 4-  sin  tp.  i/ — î — f(f) , 
f désignant  fonction  de  ; on  aura 

cos  t 4-  sin  f.  \/ — 1 = f {t  ) ; 
mais  le  produit  des  deux  premiers  membres , étant 

I 

cos  ( p 4“  0 4"  sin  (P  4-0-1/—  i , 

c’est-à  dire  , composé  en  f + t , de  la  même  manière  que 
l'un  des  facteurs  l'est  en  p ou  en  t , on  aura  nécessairement 

cos  (p-M)  4-  *i«  (<p 4-  O-i/—  i =/(?  4 0» 

ç’est-à-dire , 

/(*)  x/(0  =f(p  + 0’ 
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équation  de  définition  des  fonctions  exponentielles  : d’où  l’on 
conclut  que  f (f)  et  f(t)  sont  de  telles  fonctions  , et  qu’on  a 

f (*)  = «*,  y (o  — a>  > 

c’est-à-dire, 

cos  p -(-  sin  $.[/ — 1 = a*. 

Maintenant  il  nous  est  facile  de  déduire  de  là  le  théorème 
de  Moivre , m étant  un  nombre  quelconque.  En  effet , soit 
qu’on  élève  at  à la  puissance  in  , ou  qu’on  écrive  mç  pour  f , 
on  obtient  toujours  am*  : qu’on  opènê  de  l’une  et  de  l'autre 
manière  sur  le  premier  membre  de  l’identité  précédente , et  on 
obtiendra  les  deux  suivantes , 

(cos  ç>  -f-  sin  <p . y/ — i)m  = am*t 
cos  mp  + sin  mtp.  \/ — 1 = am* , . 

qui , en  tenant  compte  du  double  signe  du  radical , donnent 
celle-ci 

« 

( cos  p rt  sin  p.  y/ — i )“  = cos  mp  ± sin  mç.  y/ — î (i). 

. , t> 

Soit  mtp  = p , d ou  <p  = — : on  aura 
m 

(<t>  . a'  \m 

cos  — ± sin  — .[/ — î J = cos  ç'  ±:  sin .y/ — î , 

et  conséquemment , 

a'  a'  L 

cos—  ±.  sin  — .y/ — î = (cosp'dr  sin  ç'.y/ — i)“ (a). 

De  la  formule  (i)  , on  peut  déduire  sur-le-champ  les  deux 
suivantes  , 

2 cos  7715  = (cosp-f-sinp.  V" — i)m-f-(cos  p — sin  <p.  i)", 

a sin  mq>.  y / — i=(cÔs  p-f-sinp.  ^ — î)™-— (cos  ç— sin  <p.y/—i 

63.  Ces  préliminaires  établis , soit  l’équation  proposée 
xm  — î = o : 
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si  l’on  observe  que 

, • • 

1 COS  2Aar  -f-  sin  2A*\  y — 1 1 , 

ir  désignant  la  demi-circonférence , et  a étant  un  nombre  entier, 
et  qu'on  écrive  dans  la  proposée  , au  lieu  de  l’unité,  cette  ex- 
pression, on  aura 

-r"*  = cos  2A*-  + sin  aXx.y — 1 , 
d’où  , d’après  la  formule  (2)  , 

t ‘ 2Ajr  . SA»  • 

x = cos  4-  sin  .1/ — 1. 

m m 

Toutes  les  racines  de  la  proposée  seront  donc  comprises  dan» 
la  formule 

x — cos  — «-  + sin  — *.  y — 1 (3) , 

m m ' v 

/ • 

% 

êt  on  les  obtiendra  en  faisant  successivement  A = o , = t , 
= etc.  jusqu’à  m — 1 inclusivement  : il  serait  inutile  de  faire 
a = m ou  A > m , puisqu’il  résulterait  de  ces  hypothèses  , 
les  memes  valeurs  que  pour  A < m : en  effet , à des  valeurs 
de  A,  telles  que 

A = m , A = m -f-  1 , A = m -f-  2 , etc. 


correspondront  les  arcs 

2m  2(7n4-0  . 2 2(m+2)  . 4 

r,  — ■■■■< x=2x+  —x,  ---  --  x—2x+  — *• , etc. 


771 


m 


"dont  les  sinus  et  cosinus  sont  respectivement  égaux  à ceux 
des  arcs 


2»-, 


2x 

m 


4x 

m ’ 


etc. 


déjà  donnés  par  les  suppositions 

a = o , a — i , A=fl,  etc. 

Nous  remarquerons  d’abord  que  toutes  les  racines  de 
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font  inégales  entr’elles  (^7) , ce  qui  est  d’ailleurs  évident, 
puisque , dans  la  circonférence,  il  n’y  a pas  deux  arcs  qui  aient 
à la  fois  même  sinus  et  même  cosinus  en  nombres  et  en  signes  :• 
de  plus , il  est  facile  de  voir  que  ces  racines  seront  imaginaires  , 
excepté  la  première,  qui  répond  à A=o,  et  celle  qui  est  donnée 

par  lorsque  m est  un  nombre  pair.  En  effet,  pour  que  la 

partie  imaginaire  de  l’expression  de  x disparaisse , il  faut  qu’on 
ait 

. 2A 

sin  — 0. 

m 

ce  qui  arrive,  i°.  lorsque 


3A 


a0,  lorsque 


— =0,  d’où  a=o; 


sa  „ , m 

— = 1 , d ou  A=— , 
m st 


condition  qui  ne  peut  être  satisfaite  que  lorsque  m est  pair, 
puisque  a doit  être  un  nombre  entier.  On  a dans  le  premier  cas , 


x = cos  o = 1 , 

et , dans  le  second  cas , 

X — COS  5T  = 1. 


Ainsi,  lorsque  m est  impair,  l’équation 
xm — 1 =0 


ne  comporte  qu'une  seule  racine  réelle  donnée  par  A=o  dans  (3), 
et  lorsque  m est  un  nombre  pair,  la  même  équation  comporte 


deux  racines  réelles  correspondantes  à A=o  et  à A=— . Donc, 

en  général , quel  qne  soit  m pair  ou  impair , les  racines  imagi- 
naires seront  en  nombre  pair , ce  qu’on  sait  déjà. 

Nous  allons  maintenant  prouver  que  toutes  les  racines  de  l'é- 
quation xm. — 1=0,  sont  comprises  dans  la  formule 
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üA  . 2A  . 

x— cos  — tr  sin  — t . y — i (À)  ; 

m m 


mais  alors  il  ne  faut  aller  que  de  a=o  à a = 


m — i 


pour  m 


impair,  et  pour  m pair,  de  A=o  à A— ~ nombre  entier. 

Supposons  d’abord  m nombre  impair,  et  considérons  deux  va- 
leurs de  A,  équidistantes  des  valeurs  A=i,  A = m — 1,  aux- 
quelles répondent  les  m — x racines  imaginaires,  et  soient,  par 
exemple,*  a = 4»  A='n — 4 : on  aura  pour  ces  substitution* 

dans  la  formule  (4),  ces  racines, 

4 , . 4 

X = cos  — . 2a-4-sin  — 2t.  t/l  , 
m , m 

X = C0K^)2X  + Si"(^)2'-V/“1  : 

or  la  somme  des  arcs  — - 2x  -f-  — — - 2*-,  étant  égale  à une  cir- 
m \ m 

conférence,  et  ces  arcs  devant  être  comptés  d’une  même  ori- 
gine , nécessairement  les  cosiçus  seront  les  mêmes , et  les  sinus 
ne  différeront  que  par  le  signe;  ensorte  que  ces  deux  racine* 
seront  représentées  par 

4 , . 4 / 

x=cos  — o.ir  rfc  sin  — a»,  y — î, 
m m 

et  comme  on  démontrerait  la  même  chose  à l’égard  de  deux 
autres  formules  prises  de  la  thème  manière  , 11  s’ensuit  que 
toutes  les  racines  seront  données  par  (4) , en  donnant  à A des 

valeurs  consécutives  depuis  a = o jusqu’à  a = — • Le  même 

raisonnement  s’applique  au  cas  de  m pair;  alors  les  valeurs 

extrêmes  de  A,  savoir,  o et  portées  dans  (4). donnent  les  deux 

racines  réelles,  et  les  valeurs  intermédiaires  de  A,  en  nombre 

— -,  fournissent  chacune  deux  racines  imaginaires. 

a 

Soit,  pour  premier  exemple,  l’équation 
ac5  — i =o, 
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SA 

x = cos  ~r  * 
b 


SA 


• V—  i . 


et  pour  a = o, 


sa  . SA 

cos  -g-  i = i,  . sin  -g-  x — o , x = i ; 


pour 


A=  1 


SA 


cos  -g-  x = cos  | x 


SA 


sin  -=-  x 
0 


sir;  x , 

x = cos  | x ± sin  | x.  1/ — î ; 


enfin  pour  A = a , 


sa  . 

cos  -=-  x = cos  ? 
5 


• aA  • , 

ain  — x = sin  J x, 


5 " 1 T 

x = cos  2 x dz  sin  2 x.  i/ — i. 

L'hypothèse  de  A = 3 donnerait 

x = cos  | * ±:  sin  | x.  [/ — î = cos  Çx  -f-  ± sin  ^x  -f  g^.  y/ — ! 

=cos  Çx — g ^ ±:  sin  ^x  — g V — î = cos  | x ±.  sin  $ x.  [/ — î , 

valeurs  déjà  trouvées  dans  l’hypothèse  de  a = s.  La  supposi-  } 

tion  de  A = Â donnerait 

* w 

• x=cos  l xifcsin'x.  [/—i  —cos  (x-f^x)  ±sin  (x-f  |x).  {/ — i 

=cos(x — ^ x)  rtsin(x — lx).\/ — i = cosjx±;sin|x).v/ — •> 
valeurs  correspondantes  à A = î . 

Les  produits  des  facteurs  correspondans  aux  racines  données 
par  a=  i et  par  a = a , sont 

x*  — ax  cos  f x + î et  x*  — ax  cos  f x +*  i , 
ensorte  que 

x5—  i=(x— i)(x*— ax cos  |x+  i)  (xî— axcos2*-+  i). 
Soit , pour  second  exemple  , l’équation 
x6  — 1=0, 
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pour  laquelle  on  a m = 6 et  / 

2A  , . 2A  . 

x = cos  ---  x sin  -g-  x.  y/ — 1.  . 

Pour  A = o , on  trouve 

x = cos  ox  ± sin  0x.\/ — 1 = + i , , 

A = t x = cos  j x db  sin  3 x.  — l ", 

A = a x — cos  3 x ±.  sin  J x.  V/ — I , 

A = 3 x — cos  x ±:  sin  x . l/ — 1 = — 1 , 

et  conséquemment, 

(x* — î)  (x1 — axcos  j x+i)  (x* — axcos 3 x -f- 1)  — x6 — î =o, 

64-  On  trouverait  de  la  même  manière , que  la  formule 
des  racines  de  l'équation 

* x"  + 1 = O , 
est 

x = cos  (^±1)  x ± sin  (^ti)  x.  V/-  * (5)  , 

en  observant  que 

cos  ( 2A  -f-  1 ) x ± sin  ( 2A  -f-  i )*x.  \/ — î = — 1 : 

On  appliquera  cette  formule  4 la  résolution  des  équations  * 
x5  -f-  1 = o , x6  -f-  1 = o , etc. 

65.  Les  racines  de  l’équation 

x™  — i=o, 

se  construisent  d’une  manière  fort  simple  au  moyen  du  cercle  : 
en  effet  /après  avoir  divisé  la  circonférence  ARBR'A  (fig.  i)  en 
un  nombre  am  de  parties  égales  , numéroté  toutes  ces  divisions 
en  commençant  par  l’extrémité  A qui  sera  zéro  , et  joint 
les  numéros  pairs  , ce  qui  donne  un  polygone  régulier 
AMM',  etc.  : si  des  sommets  des  angles  de  ce  polynôme  , 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  le  diamètre  , elles  seront 


V 
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»in  — *•  , et  les  distances  au  centre  seront  cos  — x : ces 
m m 

perpendiculaires  représenteront  donc  les  coefficiens  de  \/ — 1 , 
et  les  distances  au  centre , donneront  la  partie  réelle  des  ra- 
cines. Au  point  A , on  a 

X = cos  o -f-  sin  o.  \/ — 1 = -f-  1. 

Si  m est  pair , il  y aura  en  B un  point  de  division  de  numéro 
pair  , pour  lequel 

x = cos  x -f-  sin  x.  \/ — i =’—  î. 


Maintenant , dans  le  cas  de  — nombre  pair , il  y aura  en  R 
un  point  de  division  de  numéro  pair  , auquel  répondra 


x = cos  ^ -f-  sin  * . y/— .1  = + V~  > i 

et  comme  une  racine  imaginaire  de  la  forme  « -f-  C \/ — t 
en  suppose  une  autre  telle  que  « ■y  S \Z—  1 (chap.  I*r) , ce 
qui  d’ailleurs  résulte  de  la  construction , on  aura  aussi , dans 
ce  cas , 

x — — V~~  1 * 

Pour  x?  — i , par  exemple , on  a deux  divisions  paires  au- 
dessus  du  diamètre  , deux  au-dessous  , et  deux  aux  extrémités 
du  diamètre,  lesquelles  donnent  les  six  racines.  %ur  x5 — î =o, 
on  a deux  divisions  paires  au-dessus  du  diamètre , deux  au1- 
dessous , et  une  à l’origine  , ce  qui  donne  cinq  racines. 

Le»  racines  de  l’équation 

I*  + 1=  0| 

se  -construiraient  de  la  même  manière,  en  joignant  les  nu- 
méros impairs , parce  que  les  arcs  ainsi  déterminés , sont 

.,  2A  + 1 
compris  dans  — — — x. 

66.  Il  est  facile  de  déduire  de  ce  qui  précède , que  toute 
racine  paire , ainsi  que  toute  puissance  irrationnelle  d’une 
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quantité  négative  , est  imaginaire.  En  effet , 

* ,* 

1 1_  ]_ 

— a"  = a*  X — l’- 
Or, d’après  ce  qui  précède  , 

— l = cos  (aA  4-  1 ) *■  -f-  sin  ( SA  -f-  1 ) r,j/ — i ; 

donc 

1 /SA  + 1\  , . /SA  + 1\“  ' 

— 1»  = cos  ( — - — J x 4-  sin  ( - J x.  y — 1 ; 

mais  pour  que  le  terme  qui  contient  y — î s’évanouisse  , il 

faut  que  ■■  puisse  devenir  un  nombre  entier  , ce  qui 

est  impossible , lorsque  n est  un  nombre  pair. 

On  a aussi , par  exemple , 


- ^ = cos  (itt) r+sia  Cvf)* 1 » 

a 

— !*■'*  = cos  ( 2A4-  i)»J/a  4-  sin  ( sa 4"  i)»l/3  V — 1 : - 


or  — et  ( sa  4-  î ) y a ne  seront  jamais  des  nombres 
\s  s * 

entiers. 


67.  Si  l’on  désigne  par  r la  valeur  numérique  de  1 /c  , calculée 
par  la  méthode  exposée  (Ir<!  sect.)  , on  obtiendra  les  m valeurs 

de  yc  , en  multipliant  r par  les  m racines  de  l’unité;  ensorte 
que  ces  racines  seront  données  par  la  formule 


(2A  , . SA  \ 

cos  — x dz  si  n — x.y — 1 ) , 
m m J 

en  donnant  à a les  valeurs  o , 1 , a , etc.  ; et  les  m valeurs 
de  y — c seront  données  par 


/ 


(sa  4-  O 


.r  A 


(SA  4-  l) 
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On  peut  obtenir  de  deux  manières  les  mn  valeurs  dû  produit 

I»  M 

\Zaf  x \/bi  : i*.  en  désignant  ce  produit  par  z , on  a 

zmn  = af'b^' , d’où  z = 
et  les  mn  racines  de  cette  équation  sont  toutes  celles  du  pro- 

m 

duit  ; a0,  en  calculant  les  m valeurs  de  \/ a?,  les  n valeurs  de 

■ 

yè’ , et  multipliant  successivement  les  premiers  par  chacun® 
d|S  secondes. 

MW  M 

Le  produit  {/a  X [/b  étant  \/ab  , et  chacun  de  ces  ra- 

M M 

dicaux  [/a , ÿb  admettant  m valeurs , il  paraîtrait  résulter 

de  ce  que  nous  venons  de  dire  , que  yab  doit  admettre 
m X m ou  m*  valeurs , ce  qui  est  faux.  Pour  lever  cette  diffi- 
culté , désignons  par  * , S , y les  valeurs  numériques  de 

m m 'H 

l/a  , y b , ÿab  ; nous  aurons 


m / 

= C (. 

\Zab=  y 


3A«r  , 
cos ir:  sin 


m 

qa' 


SA  t . . 

cos rt  sin 

m m 


SA  x 


cos m sin 


•v/-  •), 

rV-0> 

- V/—  1); 


aA  x 


m m 

multipliant  entr’elles  les  deux  premières  équations  , on  aura 


y' a X y'b  — uC  ^cos  ■ 


3 (A  + A')-Jr±3ina-(A+/)  ■ 


m m / 

or,  m étant  pair,  les  plus  grandes  valeurs  de  A et  a'  sont 
— , ensorte  que  la  plus  grande  valeur  de  A + a'  est  m ; mais 
\ m 

les  valeurs  de  A-f-A',  depuis  — jusqu'à  m,  répétant  colles 

. “ 16 
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de  o à le  produit  ne  peut  admettre  que  a X ™ — m 

valeurs.  Ce  même  raisonnement  aurait  lieu  pour  m nombre 
impair. 

* m mm 

Il  est  bon  de  remarquer  que  des  deux  radicaux  p/a?,  ya>’nt 
le  premier  a m valeurs , tandis  que  le  second  a mn  valeurs 
differentes. 

Pour  multiplier  y 1 par  \/ — 1 , on  réduira  le  second  radi- 
cal à l'indice  A , et  il  deviendra 

* 

= V'i  , 

4 

ensorte  que  le  produit  est  y'  1.  On  reconnaîtra  par  le  fait 

que  les  quatre  valeurs  de  y 1 , multipliées  chacune  par  les  deux 

valeurs  de  y — 1 , se  réduisent  aux  quatre  valeurs  de  pi  , 
ce  qui  lève  toute  difficulté. 

68.  Nous  parviendrons  , par  une  autre  voie,  à quelques 
propriétés  déjà  démontrées  (chap.  IY). "St éprenons  la  formule 

2A  , . sa  . 

x — cos  — ir  + sin  — x.  y — 1 : 
m ra- 

ie second  membre  •- 

■m 

OA  - . 2A  . / 2 . 2 , V 

cos  — *•  -4-sin — x.  y~  1 = ( cos  — *■  + sin — x.y — t ) : 
m * m \ m m / 

donc  si  l’on  suppose 


2 ,2 

cos  — * + sin  — jt.  y — î =«, 
m rn 

* étant  alors  la  racine  correspondante  à A — î , toutes  le» 
autres  racines  seront  représentées  par  les  puissances  succes- 
sives »3 «"  qui  correspondent,  en  effet,  à A = a , 

' — 5 =m  , ce  qui  rentre  dans  une  propriété  dénion- 

trée*(chap.  IX). 


i 
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Pçtur  A—  ™ , la  formule  précédente  donne 


m 


245 


en  supposant  m nombre  pair. 

Tous  les  produits  2 à 2,  5 à 3,  etc.  des  racines  de  Inéqua- 
tion 1*—  1=0,  sont  racines  de  cette  équation;  car  ces  pro- 
duits étant  de  la  forme  «*,  si  l’on  divise  n par  m , on  aura  un 
quotient  q et  un  reste  r ; ensorte  que 

an  = am*~hr  = (amy  X a'  = a', 


à cause  de  am  = 1 ; or  r étant  <[  m , aT  est  racine. 

Lorsque  les  nombres  m et  p sont  premiers  entr’eux,  et 
a f désigne  une  racine  quelconque  de  l’équation  xm — 1 , et 
les  m racines  de  cette  équation  , sont  les  puissances  succes- 
sives 1,2 m de  a?.  En  effet , de  la  formule 


on  déduit 


3t  . .2»-  , 

= cos sm  — . y — 1 , 

m m 


P . p . 

= cos  — 2t  -f-  sin  — 2».  yt — 1 


et 


m.1?  — COS  — 2*-  + sin  — 2» . — 1 : 


or  en  divisant  pk  par  m , on  a le  quotient  q et  le  reste  r ; 
donc 

ph  = mq-\-r,  — X a*  a*  = 2 q*  -f-  — • 

mais  le  sinus  et  le  cosinus  ne  changent  pas  , lorsqu’on  dimi- 
nue l’arc  d’un  multiple  quelconque  de  la  circonférence  ; donc 

*>p  = cos  (îqx  + -f-  sin  Çaqx  -f-  \/—  1 

2rr  , a rx  , 

— cos h sin  . y — 1 . 

m m r 

Cela  posé,  lorsqu’on  donne  à A les  m valeurs  1 , 2 ....m, 

iG.. 
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les  m valeurs  correspondantes  de  r,  sont  o,  1 , a... . m—  i ; 
pris  dans  un  certain  ordre  (*).  Substituant  ces  m valeurs 
de  r dans  la  formule  précédente,  les  m valeurs  *p, 
qui  en  résulteront , seront  précisément  les  m valeurs  de  x 
que  l’on  déduirait  de  la  formule 

aA  . . 2A  . 

x — cos  — x -4-  s ui  — x.  t/ — 1 , 
m m v 


en  donnant  à a les  valeurs  o,  i , a m — i,  et  ces  va- 

leurs de  x,  sont  les  m racines  de  l’équation 

x™  — 1=0.  . .i  . 

Lorsque  m et  p ne  sont  pas  premiers  entr’eux , les  puissances 
de  tf  ne  donnent  pas  toutes  les  racines  de  l’équation  x”' — i”=  c. 
En  efFct,  dans  ce  cas  , la  propriété  énoncée  dans  la  note  et 
la  conséquence  que  nous  en  avons  tirée  , n’ont  plus  fieu. 

Le  produit  de  deux  racines  quelconques  des  équations 
xr  = î , .r*  = î , est  racine  de  l’équation  r”  — î = o.  Soient 
« une  racine  de  la  première  équation,  et  C une  racine  de  la 
seconde  : soient  a'  et  a*  les  valeurs  de  A qui , substituées 


(*)  Les  nombres  p et  m étant  premiers  entr’eux , et  p moindre  que  . 

m , tes  restes  des  divisions  des  nombres  p,  ap  , 3p mp  par  m,  sont 

o,i,  — i.  Il  suffit  de  prouver  que  ces  restes  sont  diifcren»  , 

ou  qn’on  ne  peut  trouver  deux  restes  égaux  : soient  m’,  m"  deux  nombres 
moindres  que  rn  : si  les  divisions  de  m'p  , m’p  par  m , pouvaient  donner 
deux  restes  égaux  6 r , en  représentant  les  quoliens  par  q et  </',  et  supposant 
m“ , on  aurait 


d’où 


ip  = mq  •+■  r,  m“p  = mq'  •+•  K, 


(»■'—  (9  —9-)"b-  « — = 


m — m 

9~  9" 


Or  p et  m étant  premiers  enlr'cux,  la  fraction  — est  irréductible;  tuai» 

m ’ — ns”  est  <m,  donc  la  fraction  —■  serait  égale  4 «me  fraction  expri- 
mée par  de  raoindies  termes;  ce  qui  est  impossible  (lrt  secl. ). 

< t 
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«A  2A 

=s  COS  — ir  + sia  — sr.L/—  1 , 
m 


24S 


m ?«i 

. / 

donnent  ces  racines  a et  C : on  aura 

V x'  * a"  rf  . a* 

«=cos— 3ar-4-sin  — 2sr.  l/ — i.S=cos—  2x4-sin  — Osr.t/ — 1: 
' P P 9 9 V 


effectuant  le  produit  de  « par  C , on  trouvera 


élevant  à la  puissance  pq , on.  aura 

(«£)m  = cos  (A'g  + A'p)  + sia ( a'(?  -{■  A'p)  2».^/ — 1 = 1 ; 


donc  («5 y*  est  racine  de  — 1=0. 

Lorsque  p et  q sont  premiers  entr'eux,  les  produits  deux  à 
deux  des  racines  des  équations  xp,=:  1 , x*  = 1 , sont  toutes 
les  racines  de  l’équation 

— 1 = o,  „ 

♦ « * _ »* 

qui  admet  pq  racines  différentes  ; or  le3  p racines  de  la  pre- 
mière équation , multipliées  par  les«q  racines  de  la  seconde  , 
donneront  pq  produits  dont  chacun  sera  , comme  on  vient 
de  le  voir,  racine  de 

i f”  tv  1 = o : - . 

* * jr  ; •»  \ * 

il  reste  donc  à démontrer  que  tous  ces  produits  seront  différens^ 
A cet  effet , désignant  par  »,  » deux  racines  quelconques  de 

xf  — 1=0-, 

et  par  7,  S"  deux  raeines  aussi  quelconques  de  l’équation 
x*  — 1 — o , 


* 

1 


Digitized  by  Google 


on  aura 


ANALYSE 


y y 

* = cos  — üx  -f-  sin  — 3t.  l/—  i , 

P P 

L'  L' 

a"  = cos  — s»  + sin  — 3t.  1 / — i • 

P P V 

A*  A' 

C = cos  — 2»  4-  sin  — 2» . t/ — i , 

P P V 

L"  L* 

C*  = cos  — 3x  -f-  sin  — 3t.  i/ — i , 

P P 

conséquemment , 

= cos  (Ù±£ÊS  + sin  ('M±£>YV/_ , , 
\ pq  y \ pq  J y 


cos 


(ü±ü)  + .in(!^y-î 


or , si  «•'»'  pouvait  être  égal  à u“G",  on  aurait 


A ’q  + A "p  = L'q  + L’p  , d’où  C = ~t. 

mais  a'  et  L'  ét^nt  moindres  que  p , a"  et  L*  moindres  que  q , 

la  fraction  ^ dont  les  deux  termes  sont  premiers  entr’eux  , 

ne  serait  pas  irréductible,  ce  qui  est  absurde  (Ir*  sect. ).  On 
peut  généraliser  cette  proposition. 


€q.  Si  dans  un  cercle  (fig.  a)  décrit  avec  un  rayon  ~ a , on 
mène  un  diamètre  AB  quelconque  ; qnà  partir  de  f extrémité 
A de  ce  diamètre  , on  divise  la  circonférence  en  am  parties 
égales  , et  qu’on  note  par  o,  1,2,3....  am  — i ces  divisions  , 
en  faisant  répondre  o au  point  A;  si  d’un  point  quelconque 
O pris  sur  le  diamètre , on  mène  des  droites  à tous  les  points 
de  division  , le  produit  de  celles  qui  sont  menées  aux  numéros 
pairs , est  égal  à la  différence  des  puissances  m du  rayon  et 
de  la  distante  du  point  O au  centre  , et  le  produit  de  toutes 
celles  menées  aux  numéros  impairs , est  égal  à la  somme  des 
mêmes  puissances. 
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Abaissant  du  point  M'  la  perpendiculaire  MT,  on  a 

ôm'1  = Op'"-|-  pâT-, 

mais  M'P  représente  le  sinus  de  l’arc  AM'  dans  le  cercle 
pour  le  rayon  = a , et  CP  en  est  le  cosinus  ; on  aura  donc , 
en  prenant  les  sqpus  et  cosinus  tabulaires  calculés  pour  un  ’ 
rayon  égal  à l’unité  , 

^ PM'  = a siu  AM'  ; 

* CP  =3  a cos  AM',  ^ 

» 

d’ailleurs  représentant  OC  par  x , on  a 

OP  = x — CP  = x — a cos  AM', 
et 

OM'1  = x'  — 2 ax  cos  AM'  -{-  a1  cos*  AM'  + a*  s in1  AM' 

~ x'  — 2ax  cos  AM'  + a‘ 

« a»  . - * 

= x — hojc  oos  a1. 

. » * am  J.  • 

Les  valeurs  de  OM"  , OM*  , etc.  s’obtiendront  en  substi- 
tuant dans  celle  qu’on  a trouvée  pour  OM',  les  arcs  AM", 
AM*,  etc.  à l’arc  AM'.  Si  on  ne  prend  que  les  arcs  de 
l’origine  A aux  numéros  pairs , et  qu’on  désigne  toujours  par  *• 
la  demi-circonférence , on  aura 


d’où 


AM"  ==  9T , AM,T  = — , 

m m 


CIC.  y 


OM"  — 2 ax  cos  h a\ 

* m * 


OM,v  = x*  — q ax  cos [-  a*, 

m 

etc. 

j,  * 

Mais  les  lignes  OM",  OM1’,  etc.1  ont  au-dessous  du  diamètre , 
leurs  correspondantes  O m",  O/»1",  etc.  qui  leur  sont  respecti- 
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veinent  égales,  ensorte  qu’on  pourra  écrire  OM"  X O m",  an 
lieu  de  OM"  , etc,  : ou  remarquera  eu  même  temps , que 
OA  x — a et  OB  = x + a. 

Cela  posé  , les  facteurs  de  l'équation 

9 

xm  — 1=0  , , » 


étant , d’après  la  formule  (4)  , pour  m nombre  impair  V*  * 


x — î , *x*  — ax  cos  — i , x'  — ax  cos  --  -J- 1 , etc.  ; 

7ii  m 

si  l'on  restitue  a au  Jieu  du  rayon  sx  î , pour  rétablir  l’ho- 
mogénéité , on  aura 

i”. — a"  r=(x — a)^x* — aux  cos  ~+at^.r1 — aaxcos  ^ 

etc. 

=OAxOM"X  OM”X  OM’’,  etc.  X Om"X  Omî’x  O my',  etc. 6 ■ 

jSf  ■ r"’ 

Dans  le  cas  rie  m nombre  pair , parmi  toutes  les 

menées  du  point  0 aux  numéros  

‘ £ 

ligues  OA  et  OB  qui  Correspondre 
diamètre. 

1 j e \ ' ! ♦ # 'W'.TT 

Les  arcs  qui  aboutissent  aux  divisions  impaires 

,2»  % 6r  3*- 

a = = — , etc. , on  trouvera 

am  m am  m 


OM' 


, . IfT  .. 

x'  — a ax  cos H a , 

m 

3^ 

OM"  = x*  — aax  cos h °*> 

771 


W 


b*"  i i 

jax  co»  ~r  a i 
itc.  •*/ 


OM’  = x*  — 

Mais  dans  le  cas  de  m nombre  impair , il  résulte  de  la  for- 


ALGÉBRIQUE.  a 4g 

Ulule  (B)  que  **.  ■ 4 . 

i « 

x^-f-a”  =z(x-fa)^x* — aajc  cos  — +a'Xx  1 — 2axcos  — 

etc,  ; 

substituant  donc  les  valeurs  précédentes  , et  observant  que 
OB=x+e,  on  aura 

X"  + oT  = O»  X OM'  X ©M*  X OM»,  etc. 
w X Om'  X On»’*  X Om',  etc. 

J f »«■ 

Dans  le  cas  de  m nombre  pair,  les  extrémités  A et  B du 
diamètre, porteront  des  numérospairs,  ensorte  que  la  ligne  OB 
n’entrera  plus  en  facteur.  ^ 

On  a donc  cette  propriété  dans  le  cas  de  m nombre  pair  : le 
produit  de  toutes  les  lignes  menées  du  point  O à toutes  les 
divisions  paires  et  impaires,  en  y comprenant  celles  qui 
aboutissent  aux  deux  extrémités  du  diamètre , sera 

(i“  — a")  ( xm-4*  a*)  x=  x*™  — aim  = o, 

70.  Les  équations  de  la  forme 

• x3™  — s.pxm  + ç = o 

- . ’•  ./  ■ / **»  ■ • 

peüvent  être  traitées  comme  celles  qui  ne  renferment  que 
deux  termes  : eu  résolvant  la  précédente  à la  manière  du 
second-  degré  , on  - pu.,  tire 

& ■ • . * x - ‘ / — ■ 

xf*  =;  p ±.  y p‘  — q.  ; ' 

• «• 

Tant  que  d*  sera  plus  grand  que  g,. les  valeurs  de  xm  seront 
réelles;  en  les  représentant  par  * et  »,  on  aura  les  deux 
équations  , t 

. xm  — « = o , xm  — C — o t 

•*  9 « * ’ 

dont  on  sait  trouver  les  racines  'd’après  ce  qui  précède.  *■ 
lorsqu’on  aura  p ‘ < <7  , : les  valeurs  de  xm  seront  imagi- 


Digitized  by  Google 


a5o  ' ANALYSE 

naires , et  on  leur  donnera  la  forme 


cm  = p ± V—i  Vq—f'* 


si  l’on  pose 
on  aura 


p — a , \Zq—p’  = b, 

' • 

xm  = a ± b \/ — 1 , 

et  il  ne  s’agira  plus  que  d’extraire  une  racine  du  degré  in 
de  l’expression 

a ±.  b [/ — i . 

Comme  on  ne  peut  supposer  , en  général , 

a dz  bÿ—  1 = cos  p il  sin  ^ — i » 

parce  qu’on  n’a  pas  toujours 

aa  + ^ = 1 , 

a = k cos  p , b = k sin  p , 

a3  = /t3  cos*  p , b’  ts  k1  sin3  p , • 

fW 

et  conséquemment  , 


on  fera 
d’où 


donc 
cos  p 


a\  + ù3  s:  /f3  d’où  h = VaF+bx  = \/q  ; 

. , «► 

. Vq—p‘ 


p . b 

~7=»  sin  p = 


V<?+b\  \/q  ** 


V a3-J-&3  Vq 

' » 

> ' * 

ensorte  que 

x"  = a ± J j/ — î = /(»(  cos  p il  sin  p.  1/ — î ) ; 

mais  comme  les  arcs  p,  ç -f-  2*-,  p -f-  4*" 2A»"  > 

n étant  un  nombre  entier  quelconque  , ont  même  sinus  et 
même  cosinus,  on  aura 

Xm  — k [cos  ( 2>jr)  ±;  sin  (<p  -f-  2**).  V — t] 
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et 

x = À“[coS(?±£^)  ± sin  (^±^iyv-  , 

expression  générale  de  la  racine  cherchée  ; en  faisant  succes- 
sivement A = o , = 1 ,=a,  etc. , on  en  tire 

x'  = k"'  (cos  — ± sin  — ,|/ — îV 
\ m m . J 

» jS/  . . ® + 2*'  J 

V m m v J 

x*  = ± 8in2±£.V/_1>)  , 

\ m m J 

etc. 

Le  nombre  de  ces  racines  ne  peut  aller  au-delà  de  am  ; 
car  en  faisant  A — m , A = m + i , on  retrouve  les  racines 
correspondantes  à A = o , A = î , etc.  Si  l'on  multiplie  l’un 
par  l’autre  les  facteurs  simples 

x - ^[cos(^t^)  + Sin 

x - *-[cos(?^)  - sin  (£±^).v/_ 
le  produit 

x1  — skm  x coa^-^jjp^  -f ■ km  — (A) 

représentera  les  facteurs  du  second  degré  de  la  proposée. 
La  résolution  de  l'équation  9 

x1"*  — a pxm  -f-  q = o 

renferme  la  démonstration  du  théorème  de  Moivre  , qui 
comprend,  comme  cas  particulier,  celui  de  Cotes  (69). 
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voici  l’énoncé  : Si  on  partage  un  arc  AG  (fig.  3)  en  un  nombre  m 
de  parties  égales  chacune  à AM , et  qu'à  partir  du  point  M , on 
divise  la  circonférence  en  autant  de  parties  égales  que  AM  est 
contenu  de  fois  dans  AG  , et  qu'en  suite  d'un  point  quelconque 
O pris  sur  le  diamètre  ou  sur  son  prolongement , on  mène  les 
lignes  OM,  Oi  , Oa,  etc.  à tous  les  points  de  division,  le  pro- 
duit des  carrés  de  ces  lignes , sera  égal  à 

xim  pXm  cos  Ç “f"  1 , 

en  nommant'  ip  rare  AG  , x la  ligne  qui  joint  le  point  O et 
le  centre  du  cercle  , et  supposant  , pour  plus  de  commodité  , 
le  rayon  égal  à l'unité. 

Pour  nous  expliquer  sur  un  cas  particulier , soit  m = 4 » 
ce  qui  donnera  les  quatre  lignes  OM,  Oi  , Oa,  03  : on  aura 

GM  = OP‘+  Mpa=  (x  — CP)1  -f  MP* 

— x*  — ax  cos  ^ -f-  cos*  7 + sin1  ^ = x*  — 2x  cos  -f-  î , 

4 4 4 4 


Mais  la  résolution  de  l’équation 

x*  — ’ ax<  cos  ç + t = o j 
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qui  revient  à x*  — npx*  + q — o , dans  l’hypothèse  de  q — 1 , 
pour  laquelle  on  a /t=t  et  p — coup,  donne,  d’après  la 
formule  (A)  , 

x* — x*  cos  9 -}-  1 = Qc*  — 2x  cos  ^ -f- 


V- 

b- 

o- 


2JC  COS 

4 ’ - .• 

2X  COS 


<Pr)  + ■] 

(*±fe)  + ■] 


sx  cos 

L. 

d’où  l’on  conclut 

ÔM*X  Oi*X  Oa*x  03*=  x* — ax*  cos  ip  + i. 

l ■** 

Pour  ç = x , on  a 

cos  p = — î , 
x*  — ax*  cos  <p  -j-  i = o 


et  l’équation 
devient 


x*  -f-  ax<  -f-  i = o = ( x*  -f-  1 )*. 

. - ..  f ' 

Pour  <p  = o , on  a 

cos  f = î , 

et  la  proposée  devient 

x*  — ax*  ■+■  1 = o = ( x*  — t )*. 

Sans  ce  dernier  cas , l’arc  AG  devient  nul  , le  point  M est 
en  A , la  circonférence  se,  trouve  divisée  , à partir  du  point  A. 
ou  M , en  qdUtre  parties  égales  , tandis  que , dans  le  théo- 
rème (69)  , elle  était  divisée  en  huit  parties  égales  pour  l’équa- 
tion x1 — 1=0;  mais  alors  on  ne  prenait  que  les  lignes  menées 
du  point  O aux  numéros  pairs  qui  deviennent^ici  tous  les  nu- 
méros o , 1 ,'a  , 3 : on  observera  de  plus  que  le  produit  x* — 1 
se  trouve  représenté  par  OAxOi  X Oa  X 03.  Dans  le 
cas  de  o=»,  les  arcs  . donnés  par  la  construction,  sont 


3x  5x  71  • 2t  2x  - _ 

^ ».  4‘,4'»4‘'0U1><'8'’3x¥’5>< 


Qx 

J’ 


2x 

T 
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c’est-à-dire , les  multiples  impairs  de  la  circonférence  divisée 
en  huit  parties  égales.  Ainsi  x*  + 1 devient  le  produit  de 
toutes  les  lignes  menées  du  point  extérieur  aux  numéros  impairs 
de  la  circonférence  divisée  en  huit  parties  égales. 

On  voit  donc  que  le  théorème  de  Moivre  contient  celui 
de  Cotes.  * 

7 1 . Lagrange  a donné  du  théorème  de  Cotes , une  démons- 
tration uniquement  fondée  sur  des  principes  connus  à l'époque 
où  ce  second  géomètre  écrivait.  Il  est  clair  qu’il  suffisait  de 
trouver  la  décomposition  en  facteurs  réels  du  second  degré  de 

x”  ±:  1 = o, 

puisque  de  là  suit  le  théorème  de  Cotes,  et  que  réciproquement 
du  théorème  de  Cotes  résulte  cette  décomposition. 

On  avait  remarqué  avant  Cotes  que  les  cosinus 

cos  o_y , cos  y,  cos  a y,  cos  3 y , etc., 

formaient  une  suite  récurrente  dont  l’échelle  de  relation  (*)  est 
— i , -f-  a cos  y , c’est-à-dire  , que  pour  avoir  la  valeur  d’un 
terme  de  cette  suite , il  faut  multiplier  le  précédent  par  a cos  y, 
et  du  produit  retrancher  l’antépénultième  terme.  Cette  re- 
marque était  due  au  géomètre  français  Viele.  En  efFet , de  la 
formule  connue 

a cos  a cos  b = cos  ( a -f-  b ) -f-  cos  (a  — b) , 
on  déduit  ; en  faisant  b = a = y , 

a cos2  y = cos  a y -f-  cos  o , d'où  cos  2^=3  cos*y  — cos  o , 

ce  qui  vérifie  la  proposition  à l’égard  du  troisième  terme.  Pour 
l'étendre  à un  terme  quelconque , faisons  a = ( m — î ) b , et 
nous  aurons 

a cos  b cos  (m — î ) b = cos  mb  -f-  cos  (m  — a)  b , 


(*)  Voyez  lecbap.  XX  de  la  première  section,  et  le  chap.  XXV  de  celle-ci. 


ALGÉBRIQUE.  255 

d’où  résulte  , en  changeant  m — i en  m , et  b en  y , 

2 cas  y cos  my  = cos  ( m + » ) y -j-  cos  ( m — 1 ) y ■ 
et  * 

cos  ( m + 1 ) y = 2 cos  y cos  my  — cos  ( m — 1 ) y. . . (i). 
Maintenant  qn’on  pose 

. J 

* ' 2 cos  y = x H — : 

J x 

je  dû  qu’on  aura 

2 cos  my  =.  xm  + ~ (2): 

I * 

en  effet,  en  supposant  que  les  deux  termes  consécutifs 

a cos  (zn — î)  y et  2 cos  my , soient  de  la  forme  xm~ i— 

. . s x*1  ‘ 

xm  + -Z,  on  aura,  par  la  substitution  dans  (î) , après  avoir 

multiplié  de  part  et  d’autre  par  2 , 

u cos  ( m + , ) y = (x  + _ (*-■+ -J-) 

Ainsi , pourvu  que  les  deux  premiers  termes  2 cos  oy  et 
2 cos  y soient  de  la  forme  xm  -I — — , en  faisant  m = o 

X"1  4 

ctm-  ce  qui  est  en  effet,  tous  les  autres  seront  néces- 
sairement de  la  même  forme. 

Maintenant  les  deux  équations 

* i * 

■ 1 î 

2 cos  y = x -f-  - , a cos  my  = xm  -) — f 

donnent  ces  deux-ci , 

— 2XC03  y - f-  i =o,  x'm  — 2X"  cos  my  -f-  i 3=0  , 
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qui  doivent  donc  avoir  lieu  en  même  temps  ; par  conséquent 
il  faut  qu’elles  aient  une  racine  commune.  Soit  a cette  racine  : 
••  - - «J  X 

comme  ces  équations  demeurent  les  mêmes  en  x et  en  - , il 

t x 

s’ensuit  que  ^ sera  encore  une  racine  commune  aux  mêmes 

équations  , ce  qu’il  est  facile  de  prouver  par  le  calcul  ; car 
la  première  résolue  , donne 

x = cos  y ± sin  y.  — i : 

ces  racines  substituées  dans  le  premier  membre  de  la  seconde, 
donnent 

'*  • V ïl»  I*  ■ »« 

cos  a/ny±:sin  a m y.  [/ — 1 — e(cos  my±sin  my.  {/ — i)cos 

qui , en  exprimant  cos  a my  et  sin  amy  en  cos  my  et  sin  my , se 
réduit  à zéro.  Donc  x*  — ax  cos  y -f-  1 sera. un  diviseur  de 

x"1"  — ax“  cos  my  -f  i î=  o, 

Qu’on  pose  my  — ç , d ou  y = ~ : on  aura 

x**  — ax™  cos  p + 1 = o > » 

© * » 

divisible  par  x* — ox  cos 1-  i : or  cos  <f  = cos  ( p -f-  a/*-)  , 

A étant  un  nombre  entier  quelconque , et  *■  la  demi-circonfé- 
rence : donc  en  faisant  A =o , sa  î ... . ^ = m — 1 1 ou  aura 
cette  décomposition 

xM — axm  cos  p ' 


=( 

r ' 

x* — ax  cos 

i+']  . 

« • 

xl 

x* — axeos 

x| 

x* — ax  cos 

C-±?)+‘] 

x| 

x * — ax  co  s 

Pour  <p  — o,  <p=r , la  formule  précédente  devient  (xm rp  i )\ 
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CHAPITRE  XII. 


Résolution,  trigonométrique  des  équations  des  second 
et  troisième  degrés  : trisection  de  l’angle. 

r ■ 

72. Considérons  l'équation  du  second  degré 
x*  -f-  pr  ± q = o , 

dans  laquelle  nous  supposerons  d'abord  q positif  : faisant 
x = z \/q (1), 

on  aura 

qza  + pz  ^ + </  = o,  d’où  + 77-  * + 1=0, 


Vi 


et  divisant  par  z , il  viendra 


‘ + ; = -£ (3)- 

i*.  Si  — — ^ - est , abstraction  faite  du  signe  , moindre  que 
l’unité  , auquel  cas  les  deux  racines  sont  imaginaires , puisqu’il 
résulte  de  cette  hypothèse  que  < q , on  fera 

4 

t = cos  u -)-  sinwu.j/ — 1 , 
ensorte  que  l équation  (2)  deviendra 

— = cos  u -f-  sin  u.  1/ — 1 -I i — * 

yq  fos  u -f-  sin  u.  y — 1 

= 2 cos  u j 

en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par 
cos  u — sin  u.y — 1 : 

»7 
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on  déduit  de  là  , 
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cos  u = : — 

*Vq 

Les  tables  de  sinus  feront  connaître  l’angle  u ; et  comme  à 
la  même  valeur  de  cos  u , répondent  les  angles  + u et  — u , 
on  aura  pour  z , et  conséquemment  pour  x , deux  valeurs  qui 
seront  imaginaires. 


u'’.  Si  le  nombre ^—=  est , abstraction  faite  du  signe  , 


Vq 


,P* 


plus,  grand  que  l’unité , et  alors  < q , on  fera 

4 


et  on  aura 


z = tang  u, 


,1  ,i  sin’u4-cos!u  fl 

z “f — = tang  u 4-  = — . = : 

z tanga  smucosu  sin  su 


d’où  on  tire 


sin 


Les  tables  de  sinus  donneront  le  plus  petit  des  angles  qui 
répondent  à cette  expression  de  sin  au , prise  positivement  : 
cet  angle  pris  avec  le  signe  moins  , sera  la  valeur  de  au  ; 
mais  à ce  sinus  répondent  les  deux  arcs  au  et  x — 2u  , 
x étant  la  demi-circonférence  : ou  aura  donc  pour  les  deux 
valeurs  de  x , 

P 

x = [/q  X tang  u , i=l /q  X tang  — u) , 

racines  réelles  et  négatives , à cause  de  l’arc  u négatif. 

3°.  Dans  le  cas  de  q négatif,  auquel  répond,  d’après 
l’hypothèse  (î)  , 


on  fera 
d’où 
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z = tang  u , 

1 \ 1 — tang*u  _ 

2 

tang  u/  tang  u 

tang  au  ’ 

et  conséquemment , 


, 8 1/9 

taug  au  = H r^-L. 


Les  tables  de  sinus  feront  connaître  le  plus  petit  des  angles 
qui  répondent  à cette  expression  de  tang  au  ; mais  à la 
tangeme  de  au,  répondent  les  deux  arcs  au  et  * -f-  au  ; on 
aura  donc 

*=V/qXtangu,  x = v/q  X tang  -f  uV 

c’est-à-dire  , deux  racines  réelles  , l’une  positive  , et  l’autre 
négative. 

Passons  à l’équation  du  troisième  degré  , et  considérons 
d'abord  la  suivante, 

x5  -+•  px  + q = o , 

dont  l’une  des  racines,  est  ( chap.  X)  . 

3 * 3 


x=  ^ -\+\!  -\-\I 

Cette  racine  étant  réelle  , quelle  que  soit  la  valeur  nurné- 

„3  pi 

rique  de  ^ , on  pourra  égaler  à la  tangente , par  exemple  , 

qui  passe  par  tous  les  états  de  grandeur , et  à l’elTet  de 

p3  o*  f ' 

rendre  — -f-  — un  carré  parfait , on  posera 


qstangau q’sb^u 


37 


4 co«‘ U 


• • • • •(*) » 


>7- 
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d'où  l'on  tire 


c’est-à-dire , 
3 


* / g . , „ /cos1  u -4-  siu*  u 

= V-â  + î<?  V — — 

3 

. » / g . / cos1  u -f-  sin1  u 

+ V-i-iiV — Essnr—  * 


x= 0 ■ - + vATÔ^)  : 

or  là  relation  (1)  donne 

..  t/i 


j g = 


tang  u * 

substituant  dans  a: , on  trouve  , après  une  série  de  réductions , 

a y/|, 

puis  posant 

j 1 

l/cot  i u = ont  u' , d’où  [/tang  ï a — tanS  u > 

et  observant  que 

cot  u'  — tang  u'  _ 


VI 


: cot  au , 

, U 

la  valeur  de  x devient 

x — — a cot  au'. 

Soit  , en  second  lieu , 

x’  + px  — <7  = 0: 

si  l’on  suit  attentivement  le  calcul  précédent , on  recon- 
naîtra que  le  changement  du  signe  de  q n’a  d’autre  effet 
que  de  changer  le  signe  de  la  valeur  précédente  de  x j on 
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aura  donc 

; x = 2 cot  au' 

Soit , en  troisième  lieu  , l’équation 

• x3  — px  + q = o : 


aSt 


on  a 


=v/-4,Vf-£+\/-i*-v/?-£ 


4 a7 

Si  l’on  suppose  d’abord  — < et  qu’on  fasse 
27  4 


P3 q’sin'u  , . ap  . /p  . 

*7  4 * dou  8mu==^  V§» 


la  racine  précédente  deviendra 

3, 3 

/ a 
x 

y 

3 


— ^ ( 1 — cos  u ) -f-  — 2 (,  +cos  a) 

= O-cos  u)  + + cos  u) 


«a 

= V/  \/|  (^)  - v/v/| 

-[vZ-Ctan^u)- /cotiuj  y^| 

3 3 

— „ ^vZtangiu-fy/cotiu-j 

= a [~tan6  u'  + cot  O /p  _ _ 

L 3 _J  V 3 sin  2u'  * 
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en  posant 


V/ tang  ~ u — tang  u'. 


• <7* 

Sons  la  relation  ~ > -L  , et  sous  l’hypothèse  actuelle  p<^0, 

on  tombe  dans  le  cas  irréductible  (56),  et  alors  on  ne  peut 
plus  supposer 

p% 9*  jin*  u 

àÿ  “ 4 • 

puisqu’on  aurait  le  sinus  plus  grand  que  le  rayon  : nous  re- 
viendrons incessamment  sur  ce  cas  , et  nous  le  traiterons  sous 
deux  points  de  vue  difFérens. 

Pour  l’équation 

x3  — px  — <7  = o, 

les  mêmes  calculs  auraient  conduit  à la  valeur 


* — + 


■v/f 


sin  au 


l’hypothèse 


Reprenons  l’équation 

x3  — px  + q = o : 

x = r (0. 

r étant  une  quantité  indéterminée  , donnera  la  transformée 

r3  (z3+  p)  + (Sr3— pr)^z  + ^ + q = 

déterminant  r au  moyen  de  l'équation 
ifr5  — pr  — o , 

r==Vl:  ' 


on  aura 
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et  la  valeur  de  * dépendra  d’une  réduite  du  sixième  degré 
résoluble  à la  manière  du  ïecond  : en  elFct,  il  restera 


K*34-?)  4 * = °* 

d’où 


q 5q  y 3 

rJ  ~~  ~ p Vp 


aA. 


Les  équations  (1)  et  (a)  serviront  ensemble  à résoudre  la  propo- 
sée. Supposons  d'abord  que  le  nombre  proposé  h soit , abstrac- 
tion faite  du  signe , moindre  que  l’unité  : alors  la  quantité 
\q* — rrp3  est  négative,. et  la  proposée  tombe  dans  le  cas 
irréductible  : que  l'on  fasse 


d’où 


z = cos  u -j-  sin  u.  [/ — 1 , 


* = (*  + 0 v/S==2  co*  «Xy/§.....(3), 

et  de  là  , d’après  le  théorème  démontré  (chap.  X)  , 

( cos  u±sinu.J/  — i)”  — cos  mu  ziz  sin  mu . j/ — i , 
on  déduit 


*5  + = cos  3u  + sin  3 u.y/ — î -j — - — A-* — , 

a3  cos  3u  — f-  sin  3u.  V — » 


c’est-à-dire , 


z3  -\ — : = a cos  3u  , d ou  cos  3u  = h. 
zJ 

ti  >.*-  ',f“.  . 

Soit  3 u le  plus  petit  des  angles  dont  le  cosinus  est  II , 
angle  qui  sera  donné  par  les  tables , on  aura  pour  3 u les  trois 
valeurs  3 u,  2*--f-3u,  far-\-Zu,  et  par  conséquent  les  trois 
valeurs  de  x seront,  d’après  l’équation  (3)  , 
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x = a cos  u . , 

x = a cos  (~  + uV  . 

— ■-  (f  + “)Vs' 

On  voit  clairement  ici  comment  l’imaginaire  l/ — i qui  ; 
dans  le  cas  irréductible  , s'introduit  dans  les  trois  racines  , 

disparaît  dans  l’expression  de  r (z  -f-  ^ , et  comment  l’hy- 

potbèse  a = cos  u + sin  u.|/ — i fait  prendre  aux  racines  , 
Une  forme  À la  fois  réelle  et  finie. 

Dans  le  cas  de  h = i , on  a Zu  = o , d’où  u = o -,  d’ailleurs 

4*  _ » . 


2x  1 

COS  = 

3 a 


cos 


donc  les  racines  deviennent 


-VS- 


P 

3’ 


x ="V  3! 


mais  la  relation  (a)  se  change  alors  dans  celle-ci 

¥3  = a . 

P V'  P 

de  laquelle  on  tire 

V?-"S-  « t/?— ï-  v£— !- 

et  enfin , 

-v/5=V-:- 

ainsi  les  trois  racines  se  changent  dans  les  suivantes  , 

* = a \J-\>  x=~\/~b  x=-\/-î> 

qui  sont  celles  que  nous  avons  trouvées  (56). 
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Lorsqu’abstraction  faite  du  signe  , le  nombre  h est  plus 
grand  que  l’unité , on  doit  faire 


d’où 


a3  = tang  u 

3 I 1 3 

* + 3 


, et  sin  au  = T : 

aJ  sin  au  h 


on  tire  de  là, 

3 

a — \Ztang  u — tang  u', 
et  par  conséquent , 

Vf 

.i?  — — y. • 


sin  au 


les  deux  autres  racines  seront 

X = + -l-,]  y/ë 

— " tang,tf/  + « ^ /P 
tang  a'  X V 3 ’ 

x = [.'M¥«'  + 75i_,]v/§ 

«'  tang’  u'  -f-  « 


y/?  ’ 


tang  u' 

, , , — 1 -f-  1/ — 3 — 1 — t/—  3 

« et  « étant  — — J — ■»*  v 


et 


; réduisant, 


on  trouvera 


p — 1 rp  coa  au'  |/ — 3 


= [ 


sin  au 


M 


Lorsque  le  coefficient  p est  positif , pour  que  la  quantité  r 
soit  réelle , il  faut  poser 


= r(‘-i)- 
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on  a donc 

r=v/i'  x“(‘“ï).Vli* 


et  la  transformée 


s5  — 1 = — = 2 h . 

zJ  p »/> 


on  fera  alors 
d’où 


—,  = tang  u , 


— tang  u + 


z* 

i , i 


aft  et  tang  zu  = r : 


tangu  ° A 

on  aura  donc  l’angle  u au  moyen  des  tables. 

Soit  encore 

s 

l/tang  u = tang  u'  : 
la  racine  réelle  sera 

V? 

X = . — 1 — ? » 
tang  au 

et  les  deux  racines  imaginaires  seront  représentées  par 

Les  racines  de  l’équation  du  quatrième  degré  , étant  des 
fonctions  très-simples  de  celles  de  la  réduite  , pourront  être 
facilement  traduites  en  quantités  trigonométriques. 

73.  Étant  donné  le  cosinus  d'un  angle,  trouver  lé  cosinus 
de  son  tiers. 
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Soient  3 m l'angle  donné  , a son  eosinuj , m l’angle  cher- 
ché , co8  m = Æ:oni  d’abord  cette  formule  trigonométrique 
connue 

cos  3m.  = cos3  m — - 3 sin*  m cos  m , 


laquelle  , à cause  de  sinam  = 1 — cos am , devient 
. cos  3m  = 4 cos3  m — ■ 3 *cos  m ; 
conséquemment , 


- = x3  — 1 x , d’où  jc3  — f x — ia  = o. 

4 

On  sait  que  a — cos  3m  répond  à un  nombre  indéfini  d'arcs 
différens  qui  sont  3m  , air  — 3m , a»  3m  , 45r  — 3m  , 
4»  3m , etc. , et  qui  ont , en  effet , même  cosinus  en  nombre 
et  en  signe  : mais  il  arrive  , ainsi  qu’on  l’a  vu  dans  le  chapitre 
précédent , que , parmi  les  cosinus  des  arcs  sous-triples  des 
précédées , trois  seulement  sont  différens , et  conséquemment 
propres  à exprimer  les  racines  de  la  proposée. 

Comme  cette  proposée  manque  de  second  terme , la  somme 
des  trois  cosinus  qui  en  sont  les  racines  , est  nulle  : on  a 
donc 

cos  m -f-  cos 


^ -g-  *+"  + cos  = o. 


En  effet , cette  quantité  développée  devient 

( 2ir  4»\  . / . St  . 4*\ - . 

1 -J-  cos  -g-  -f-  cos  —J  — sin  m f sm  -f-  sin  -g- 1 — o : 

il  faut  donc  qu’on  ait  séparément 

2ir  , 4»  .Vue  . . 4*' 

1 -f-  cos  -g-  + cos  ~ — o , sm  + sin  -g-  = o , 


conditions  qui  ont  effectivement  lieu  , en  observant  que 

V/3 


a*- 

008 -3=’ 


. a» 
sin  ■=■  = 


4»  1 

c°sT  = --; 


sin 


4^__  l/5 
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Le  problème  est  donc  en  même  temps  résolu  par  rapport 
aux  arcs  3m  , 2x  + 3m  , fa  -4*  3m  : mais  qu'on  prenne  l’arc 
2x — 3m,  qui  a même  cosinus  en  nombre  et  en  signe  qua 
l’arc  3m , et  on  aura  encore 


cos 


(y-  m) + cai  (if-m)  + cos  (y”m)  = 


qui  donne 


cos  m 


(Sx  fa  \ 

cos  -g  -f-  cos  -g — |-  cos  2x1 

-f-  s in  m ^sin  ^ -f-  sin  ^ -j-  sin  2x^  = o : 

en  est  donc  ramené  aux  conditions  précédentes , 


, 2x  . fa 

1 +cos-g--f  cos^-=o, 


. 2x  .fa 
sm  -g-  + sm  -g  = o ; 


et  conséquemment , le  problème  est  encore  résolu  pour  le» 


arcs  2x  — 3m  , fa  — 3m , 6x 

— 3m. 

On  trouve  d’ailleurs , 

cos  m X cos 

X cos  ( 

/2  x \ /fa  \ 

X cos  ( 

<6x  \ ,3 

cosf -g m)  X cos  (g  — ml 

et  comme  chacun  de  ces  produits  = , on  est  ramené  à 

4 


l’équation 


.3  a 

X — X — — — o. 

4 4 


Or  cette  équation  tombe  dans  le  cas  irréductible  , c'est-à-dire 
que  ses  trois  racines  se  présentent  sous  forme  imaginaire. 
En  effet,  la  condition 

*7^4 


i 
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«•st  satisfaite  , puisque  le  cosinus  a étant  toujours  plus  petit 
que  l’unité  , on  a 

6 4 ^ 64' 

ce  qui  est  le  caractère  de  l’irréductibilité.  On  sait  ce  que 
deviennent  les  racines , lorsque 

p!  — ?! 

a7  4 * 

ce  qui  arrive  ici  pour  a=  1.  D’ailleurs,  on  *reconnaît , à 
priori , que  la  proposée  tombe  dans  le  cas  irréductible  ; car 
elle  ne  peut  admettre  que  des  racines  réelles , et  c’est  alors 
seulement  que  l’irréductibilité  a lieu. 

Nous  nous  proposerons  donc  de  ramener  toutes  les  équations 
du  troisième  degré , lorsqu’elles  tombent  dans  le  cfts  irréduc- 
tible , à une  forme  telle  qu’ elles  soient  comparables  à l’équa- 
tion que  fournit  le  problème  de  la  trisection  de  l’angle.  Mais 
ayant,  examinons  plus  particulièrement  cette  équation 


et  supposons  que  son  dernier  terme  soit  positif , ou  qu’on  ait 


Le  produit  des  racines  qui  sont  réelles  , sera  donc  négatif, 
et  alors , ou  les  trois  racines  seront  négatives , ou  il  y en  aura 
une  négative  et  deux  positives.  Mais  on  aperçoit  aisément 
qu’elles  ne  peuvent  être  toutes  trois  négatives , parce  que  leur 
somme  est  zéro , d’après  la  composition  de  l’équation.  Ainsi, 
lorsque  le  dernier  terme  est  positif,  il  y a nécessairement  une 
racine  négative  et  deux  positives.  Dans  le  cas  du  dernier 
terme  négatif,  il  faut  qu’il  y ait  une  racine  positive  et  deux 
négatives  , parce  qu’autrement  les  trois  racines  devraient  être 
positives  , ce  qui  ne  peut  avoir  lieu. 


% 
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Si  l’angle  donné  est  droit , le  dernier  terme  est  zéro  : en 

— , i . • î » a»  ; w , 4*' 

effet,  dans  ce  cas,  les  arcs  tiers  sent  — , — + , -y  + y ; 

le  cosinus  de  y -f*  ^ j ou  de  — est  zéro , et  ceux  de  y 

et  ~ ~ , ou  de  Z et  ~ sont  égaux  et  de  differens 

o o ob 

signes. 

Revenons  maintenant  à la  question  énoncée  plus  haut , et 
prenons  pouV  exemple  l’équation 

x3  — f x — = o t 


qu’on  peut  écrire  ainsi  qu’il  suit , 

. _ 1 r i.  mi  i J.  — — o • 

» i 4 vL  À . 3 Ü. 


alors  x représente  le  cosinus  du  tiers  d’un  arc  dont  le  triple 
a ± pour  cosinus  : ainsi , pour  avoir  la  valeur  de  x , il  faut 
chercher  le  logarithme  de  j , et  l’arc  dont  log  cos  = log  j : 
divisant  cet  arc  par  3 , on  prendra  le  cosinus  du  quotient 
qui  sera  l’une  des  racines.  On  sait  trouver  les  autres. 

Passons  à l’équation  plus  générale 

x1  — px  q = o (i)  : 


on  suppose  ici  le  coefficient  p négatif,  afin  que  la  proposée 
puisse  tomber  dans  le  cas  irréductible  : le  terme  tout  connu 
peut  d’ailleurs  être  positif  ou  négatif.  On  fera  , dans  la 
proposée , 

x = tx  , 

ce  qui  la  changera  en  » 


ou 


r’x'3  — prx’  -f-  q = o, 

a'3.~£x  + J=:0 oo- 
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Sous  cette  forme , la  précédente  devient  comparable  avec 


en  posant 


Faisant  cette  substitution  dans  (a) , elle  devient 

TTÏT5- 
4 *pVp 

Si  donc  081  plus  petit  que  l’unité  , la  précédente 

rentrera  dans  le  cas  de  l’équation  ( 3 ) , dans  laquelle  a 
est  plus  petit  que  l’unité  : or  cette  condition  a toujours  lieu 
lorsque  l’équation  donnée  tombe  dans  le  cas  irréductible  ; 
car  alors  on  a 

Cela  posé,  on  peut  résoudre  cette  équation  par  la  méthode 
dont  nous  venons  de  faire  usage  à l’égard  de  l’équation 


0 0)» 

3 _ p . a 

4 r’  doù  r = -^. 


Dans  le  cas  de 


, 3 . 

x?  — - x — — =0. 

4 îa 


3qy/5. 

*pVp 


> > , 


on  aurait  un  cosinus  plus  grand  que  l’unité , et  dont , con- 
quemment , on  ne  pourrait  assigner  l’arc  Correspondant. 

74-  Cherchons  maintenant  à transformer 

v/(-ï+\/F^+v/(-ï-vF ?)■ 

qui  exprime  l’une  des  racines  de  l’équation  du  troisième 
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ANALYSE 


a + b\/—  1 = y/a*-{-  b'( — — -) — ^—..-y/ — 1^  : 

\y/a*-f-6‘  y/a’-H>*  ' 


or  a et  i étant  des  quantités  réelles,  y/a*  -f-  6“  sera  plus 

grand  que  a , ensorte  que  — sera  plus  petit  que  l’unité, 

y/a’  + é* 

ainsi  mie  — - - — . On  peut  donc  supposer  que  — ° — ■ 
ÿa‘+b‘  y/a'+b* 

soit  le  cosinus  d’un  arc  inconnu  x qu’on  peut  trouver  par 
le  moyen  des  tables  , puisque  les  nombres  a et  b sont  donnés  ; 

et,  dans  cette  supposition  , — ^ sera  le  sinus  du  même 

y/' a%  -f-  b* 

arc,  comme  on  s’en  convaincra  en  observant  que  le  rayon 
étant  l'unité  , on  a 


1 — 


a*  -f-  b4  a*  -f-  6*  ’ 


ensorte  que 

a-\-  b y — 1 = y/a*  -)-  b4  (cos  x-|-  sin  x.  ÿ — 1 ), 
et,  d’après  le  théorème  (chap.  X), 


V^a-J-ô  \/ — 0=  y/a*  -f-  b‘  (cos  J x-f-  sin  3 x.  y/ — 1 ) : 


«ubstituant  donc  — pour  a , et  y pour  b , 


on 


aura 


V(-l  + ' v/^-ï)  W(ri-v-‘  y/$  - 9 

6 

{cos  3 x -f-  sin  j x.  y/ — il  I p* 

+ cos  j x — sin  3 x.  y/—  1 J y 37  ’ 
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x étant  l'arc  dont  le  cosinus 

a — g 1/37 — 7>q  . y/3  ■ 

~ [/a’  +7*  ~~  a| /p3  ~ 2 pVp 


Ainsi  la  première  racine  est 

x = 2 cos  3 x X 


et  la  condition  sous 
primée  par 


laquelle  le  cosinus  est  < 1 . est  ex- 


Sl<É 

4 a7 


Les  deux  autres  racines  se  produisent  sous  une  forme  à la 
fois  réelle  et  finie. 


On  voit  donc  avec  quelle  facilité  on  peut,  au  moyen  des 
tables  des  logarithmes  des  lignes  trigonométriques , évaluer  en 
nombres  , les  racines  des  équations  des  second  et  troisième 
degrés , même  lorsque  les  racines  de  cette  dernière  tombent 
dans  le  cas  irréductible  , ce  qui  ne  peut  se  faire  autrement , 
dans  ce  dernier  cas  , qu’en  développant  les  formules  générales 
qui  les  représentent,  en  suites  infinies  pour  les  obtenir  sous 
forme  réelle,  et  convergentes  pour  les  calculer  avec  l’approxi- 
mation suffisante.  Le  lecteur  fera  bien  de  résoudre  trigo- 
nométriquement quelques  équations  dont  les  coclficiens  seront 
en  nombres. 

1 


18 


Digitized  by  Google 


ANALYSE 


*74 

CHAPITRE  XDL 

Résolution  algébrique  de  l’équation 

x"  — 1=0. 

70 . IN" ous  avons  annoncé  l'application  de  la  méthode  (54) 
à la  résolution  algébrique  de  l'équation  xm—  1 =0  : tel  est 
le  sujet  de  ce  chapitre  qui  est  encore  tiré  de  la  Résolution 
des  équations  numériques. 

76.  Nous  avons  démontré  ( chap.  IX)  que  • que  nous 
remplacerons  ici  par  r , étant  une  racine  autre  que  l'unité  , 
de  l'équation 

i"“  1 =0, 

on  pouvait  représenter  ses  m — 1 autres  racines  par  les  termes 
de  la  série  géométrique 

r , Ç\  r3,  rS r”-. 

77.  M.  Gauss  a eu  l’idée  heureuse  de  substituer  à la  pro- 
gression arithmétique  des  exposans  , une  progression  géomé- 
trique , en  vertu  du  fameux  théorème  de  Fermai , démontré 
(chap.  IX).  Soit  donc  a une^racine  primitive  pour  le  nombre 
premier  m , de  manière,  que  les  m — t termes  de  la  progres- 
sion géométrique 

a , a*  , a5 , a4, a"1-1, 

étant  divisés  par  m , donnent  pour  restes  tous  les  nombres 
moindres  que  m — 1 , et  dont  l’unité  sera  lé  dernier  : les 
m — 1 racines 

r,  r*,  r1,. r"-', 

pourront . en  faisant  abstraction  de  l’ordre  , être  représentées 
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car  comme  on  a , par  l’^juation 

xm  — 1=0, 

dont  r est  supposé  racine , r"  = 1 , il  est  visible  qu'à  la 
place  de  chaque  puissance  de  r,  comme  r*  , lorsque  a m , 
on  pourra  toujours  prendre  la  puissance  r’ , » étant  le  reste 
de  la  division  de  a par  m : ainsi , dans  la  série  précédente , 
on  pourra  toujours  réduire  les  exposans  de  r,  à leurs  restes  , 
après  la  division  par  m , restes  que  nous  avons  vu  comprendre 

tous  les  nombres  i,  s,  3 m — 1 , mais  dans  un  ordre 

différent  de  l’ordre  naturel,  ce  qui  est  indifférent  pour  les 
racines  r,  r4,  r1,  etc. 

Par  exemple,  l’équation  étant 


x's  — 1 s=  o, 


et  r une  des  racines , Joutes  les  autres  racines  , différentes  de 
l’unité,  seront 

r,  r4 , r\.....r"; 


mais  a étant  la  plus  petite  racine  primitive  par  rapport  à 19 , 
nombre  qu’on  prendra  pour  a , nous  avons  vu  (49)  que  les 
restes  de  la  division  par  19 , des  nombres 


a°,  a*,  a4 a'7. 


étaient  la  suite  des  nombres  depuis  t jusqu'à  18  , ensorte 

qu’on  peut  prendre  les  nombres  a°t  a',  a* a'7  pour  les 

exposans  de  r. 

L’avantage  de  cette  nouvelle  forme  de  racines  , consiste  en 
ce  que  si , dans  la  série  des  racines 

r,  f,  r-*,  r13 * . 

t»n  met  r“  en  place  de  r , elle  devient 

1-,  r4* , r43,  t-4.. r. 
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si  on  y met  r4*  à la  place  de  r,  elle  devient 


et  ainsi  de  suite.  * 

En  effet,  il  est  visible  que  par  Ta  substitution  de  r“  pour  r, 

1 * devient  (r4)‘,=  r1*  ; r4*  devient  (r4)4*  = r*3,  et  que  le 
dernier  terme  r4"1-*  devient  *=  r"'"- 1 = r , parce 

que  le  reste  de  la  division  de  am~ 1 par  m esf  l'unité.  De 
même , par  la  substitution  de  r4*  en  place  de  r,  le  terme  t*' 
devient  (r4*)4  = r43,  ainsi  de  suite  , et  le  dernier  terme  r4"-* 
devient  ( r1*  )am— *=  r3"  = — f*  > parce  que  le  reste  de  * 

la  division  de  am~ 1 par  m , est  l’unité. 

Cela  posé , si  pour  résoudre  l’équation 

x"-'  + r”"’  -f-  X”1"3  + + 1-0, 

dont  le  premier  membre  est  le  quotient  de  xm — 1 par  x — 1 , 
et  dont  les  racines  sont 


r”  étant  = 1 , en  vertu  de  l’équation  xm—  1 = o,  on  em- 
ploie la  méthode  ( 54  et  suiv.  ) , on  aura  , en  remplaçant 
x' , x",  x ",  etc.  par  r,  r4,  etc. 

t zs=  r -}-  «r*  4-  «’r4*  + «V5  + -f-  .-"-v"-*  , 


où  « est  une  des  racines  de  l'équation 
y*-'  —1=0: 

si  on  développe  la  puissance  m — 1 de  t , ayant  soin  de 
rabaisser  les  puissances  de  a.  et  r au-dessous  de  jtm~ 1 et  r™, 
à cause  de  «m— ' = 1 et  rm  = 1 , on  aura  cette  fonction  or- 
donnée suivant  les  puissances  de  « , 

e = tm~'  = -f-  4-  «T + -f«— '{C--*), 

où  î",  etc.  seront  des  fonctions  rationnelles  et  entières 


/ 
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de  r , qui  ne  changeront  pas  par  la  substitution  de  r" , 

• r1*,  r*3,  etc.  en  place  de  r,  puisque  nous. avons  démontré 
( 54  et  suiv.)  que  ces  quantités , lorsqu’elles  étaient  fonctions 
de  x',  x",  xm,  etc.  , étaient  invariables  , lorsqu’on  augmentait 
chaque  accent  de  un  , deux  , trois,  etc.  accens  , ce  qui  répond 
aux  changemens  de  r en  d,  de  r1  en  r etc.,  de  r en  . 

r“  en  r*3,  etc. , en  observant  que  remplacer  r par  r*,  c’est 
remplacer  r1  par  r*1,  r**  par  r*3,  etc.  -,  qu  aussi  changer  r 
en  r**,  c’est  changer  r*  en  r°3,  r°“  en  r“+,  etc. 

On  peut  démontrer  que  chacune  des  fonctions  4°>  4',  4",  etc. 

«3t  réductible  à la  forme 

A + B(r+ra+ra*-f- 

A et  B étant  des  quantités  connues  indépendantes  de  r : c’est 
ce  que  nous  ferons  voir  dans  un  cas  particulier , parce  qu’il 
sera  facile  de  généraliser  la  conclusion.  Supposons  donc  qu’il 
s’agjsse  de  l’équation 

x5  — 1=0: 

en  ôtant  par  la  division,  la  racine  1 , on  a cette  équation 
du  quatrième  degré 

x*  -f-  x3  -f-  x*  -{-  x -f-  1 = 0, 

dont  les  racines  seront  r , r*,  r3,  r1-  Puisqu’on  a ici  7rt=5, 
on  trouve  par  la  table  (4q)  qu»  la  plus  petite  racine  pri- 
mitive est  2 , de  sorte  qu’on  a 9 ss  a , et  que  les  racines  dont 
il  s’agit , peuvent  être  représentées  par  les  puissances 


lesquelles  se  rabaissent,  à cause  de  1^=1,  à celles-ci, 
r,  r*,  r3,  . 

en  prenant, 'au  lieu  de  23  = 8,  le  reste  de  la  division  de  8 

« 
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par  5.  Ainsi,  au  Jieu  de 


t = r + «r*  + «V  -f  «V* , 
on  pourra  poser  . 

\ 

t = r «r*  -f-  + «’r5» 

en  prenant  pour  * une  racine  de  l’équation  y * — î = o , de 
manière  que  l’on  ait  «*=  î.  • 

Pour  trouver  la  fonction  t , il  faut  élever  t à la  quatrième 
puissance  , et  développer  suivant  les  puissances  de  « , en 
rabaissant  celles-ci  au-dessous  de  et  celles  de  r au-dessous 
de  r5,  par  les  conditions  *l  = î , r5  = î . Ce  calcul  qui  q’a 
d'autres  diflicultés  que  la  longueur  , mais  qui  peut  cepen- 
dant s'exécuter  assez  rapidement,  en  y mettant  de  l’ordre  , 
donne 

« = is-j-  i3  12 Cr_+- r*-J- vv)3 

+ C24  4. 10  (r  + r*+  t*+  r»)]  + i6«3  (r+  r*+  r>+r>)  : 

donc 

= 13  -f-  i3  (r+r"+rî-f-r<)  — 12 — i3  = — 1 , 

= 16  -f-  12  (r+  r°-f-  r3+r*)  = 16  — 19  = 4» 
f'  = 2 4-f-  10  (r-f-  r*+  =24— 10  = i4> 

?"  = 16  ( r -+-  r*  + r3  + r‘)  = — 16  , * 

en  observant  qu’à  cause  de 

« x*  r+-x3-f-x*;f-x+i=o, 

on  a 

r + r*  + rs  + r*=  — 1; 
conséquemment , 

« = — 1 -f-  4»  + i4«*  — iG«3. 

Ainsi , dahs  ce  cas , et  généralement , les  fonctions  ?°,  et«. 

«ont  données  en  nombres. 

» 
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Désignant  donc  par  1 , « , S , y , etc.  les  m — 1 racines 
de  l’équation 

y*-1  —i=o, 

et  par  I”,  <f , t",  etc.  les  valeurs  de  > qui  répondent  aux 

substitutions  de  ces  racines  pour  • dans  la  formule 

• - + «f  + + v 

• — •• 

on  aura  sur-le-champ,  par  les  formules'  ( 54  ) , en  écrivant 
m — 1 pour  m , r pour  x',  r°  pour  x",  r1*  pour  x",  etc. , 

• 4 

1/  -f*  ^ *4“  1/  “4“  etc. 

r~  m — 1 * 

_ y/<°4-  «m- * y + g*—’  y/à“--f-  etc. 

m — 1 * 

M\/'è°  + «m~3  y/V  4-  g’"'"3  + etc. 

m — 1 5 

etc. 

1 a tç t l ■** 

Dans  le  cas  particulier  de  m = 5 , l’équation 

y — » — o = (y  — 0 {y  + O 

donne 

y — 1 » .y  = — » . y = V—  »,  y = — V'—  1 , 

qu’il  faudra  substituer , à l’exception  de  y = 1 , pour  • dans 
I = — 1 + 4*  + 14*“  — i6«’  : 
on  aura  ainsi , 

#'  = a5,  •*  = — i5  -f  20  y/ — 1 , •*= — 15  — aoj/ — 1 : 
or  J /i°  ou  f répondant  à « = 1 , on  a 

yt°  = r-f-r*+r(  + r3  = — 1 j 


1 « 
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conséquemment  la  première  racine 


r = i [— 1 + J/5+  y/(— 1 5 + ac|/ — 1 )+y  (—i  5-r-ao  j/—  i)J. 


Mais  en  observant  que  l'exposant  m — i=4!=aX3,  ou 
pourra  faire  usage  de  la  seconde  méthode  ( chap.  cité)  : on 
prendra  donc  pour  « une  .des  racines  de  l’équation 

. y»  — 1 = o, 


de  sorte  qu’à  cause  de  l'équation  «’n,  l’expression  du 
la  fonction  t , savoir  , 


deviendra 

où 


t = t art  4*  «V*  + «3rs 
t = X'  4-  •X”, 

X'  ='r  4-  ri,  X*  = r*  4.  r»; 


faisant  le  carré  de  t,  on  trouve 

l = i>  = l"4.*i',  f = X*  + X'* , r = aX'X” ; 

substituant  les  valeurs  de  X',  X'  en  r , développant  les  carrés 
et  les  produits , et  rabaissant  les  puissances  de  r au-dessous 
de  r*,  on  trouve 

,Ç*  = r“  + a4-»34*«44-  a+r  = 4 4-  r+  + r\ 

f =i(rM-  r<+r4-r1)  = a(r  +r*+r3+  r> ): 
donc,  comme  r -f-  r*-f*  r’4-  »*=  — * 1 , on  aura 

e»  = 3 , r = - 2. 

Ainsi  l’expression  générale  de  t deviendra 
. I = 3 — a«. 

Comme  les  valeurs  de  » sont  1 et  — 1 , on  aura  pour  la 
première , . 


l/f  = t = X'  + X'  = r + r'  4 f + r1  = - 1, 

v ♦'  = ÿ'S, 


» 
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Portant  ces  valeurs  dans  les  formules  générales  de  X',  X",  etc. 
données  (54)  , on  trouvera 

X'  = — 1 ~fr~  X"  = 1 ~ 

a * a 

On  aura  ainsi , par  la  valeur  de  X',  celle  de  r + r3*,  somme 
de  deuv  des  quatre  racines  de  la  proposée.  Pour  avoir  la 
racine  r en  particulier,  on  fera  de  nouveau  un  calcul  sem- 
blable, et  considérant  les  deux  racines  r,  r*  comme  celles 
d une  équation  du  second  degré.  On  posera  donc 


et 


ou 


t,z=r+  «r-1 
'■  = <:  = ?■  + < » 

E = r*  + ^ et  Ç;  = ar5 . 


Ici  on  voit  que  les  valeurs  sont  données  au  moyen 

des  valeurs  déjà  connues  de  X'  et  X*.  En  effet , à cause  do 
r5  = 1 et  de  r*  — r3,  on  a 


£ = r*  + r>  = X'  et  £ = a ; 


donc 


».  = X'  + a. , 

et  substituant  pour  « la  seconde  des  racines  de  l’équation 
y*—  r , qui  sont  i , — 1 , on  aura 

«;  = X'  - a*  ; 

•r , » _ 

]/,t  = t,  = r + ^ = X'; 

donc , par  la  formule  connue  , 

_ t/«°+l/»'_X',-i-v/X!^a  _ — 1 + 1/5+  y/  — îo — av/5 
r~  a — a ~ 4 
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La  seconde  racine  r*  sera  donnée  par  la  formule 


. r<  = 


qui  correspond  à la  seconde  valeur  de  « = — 1 ; on  aura 
donc  s %» 


t_X'  — [/X“— g _ — i-H/5—  10  — 2 y/5 


Mais  si  l’on  observe  que  X'  devient  X"  et  que  X*  devient 
X' , en  changeant  r en  r“ , et  conséquemment  Heur1  il  ne 
faudra  plus , pour  avoir  les  racines  r*  et  r3,  que  changer  X' 
enX"  et  X"  en  X'  dans  r et  r*,  ce  qui  donne 


Comme  l’équation 

x*  — 1=0, 
peut  se  rabaisser  à celle-ci , 

x*  -f-  x2  -j-  i = o , 

au  moyen  de  la  division  parle  facteur  xa — î , correspondant  aux 
deux  racines  -j-i  et — î , et  comme  cette  équation  du  quatrième 
. degré  est  résoluble  à la  manière  du  second , nous  passerons 
de  suite  à l’équation 

x7  — 1=0, 

laquelle  étant  dégagée  de  la  racine  î , devient 

x6-f-x5-{-x*  + x3-t-x1-}-x-f-  1=0, 
dont  les  racines  seront  r , r*,  r5,  r(,  r^r6.  La  plus  petite  racine 
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primitive  pour  le-nombre  7 est  5;  ainsi  on  aura  la  progression 

30,  3‘,  3*,  3!  44,  35 

des  exposans  de  r,  qui  , divisés  par  7 , donneront  les  restes 

« * 

* > 3,  a,  6,  4 , 5: 
on  aura  donc  pour  les  racines  de  l’équation  proposée  , 
r‘,  r’,  r’.  r*,  r»,  r5, 
qu’on  prendra  pour  3/,  x“,  x®,  etc. 

• Maintenait  on  fera 

t = r -}-  «r1  + «V  + «V  + •,5'3» 

en  prenant  pour  « une  racine  quelconque  de  l’équation 

. y — 1 = o ; 

♦ 

ensuite  on  formera  la  fonction  6 — t®.  Mais  comme  l’expo- 
sant 6 = a. 3,  on  pourra  simplifier  le  calcul  étalés  résultats  , 
en  ne  prenant  d’abord  pour  * qu'une  racine  de  l’équation 

y'  — 1 ==  o » 

ce  qui , à cause  de  «t*=  i , réduira  l’expression  'de  t à celle-ci 
t = X'  + -X', 

dans  laquelle 

X'  = r + r*  + r»,  X*  = r3+r*  + ri: 

* .*  r . 1 

on  aura  ensuite 

» = C = f + «£', 

où 

1°  = X'1  4-  X" , Z = aX'X', 

et  on  trouvera  après  le  développement,  à cause  de  rT=i  , 

= 3(r  + r3  + r1  + r6  -f  r4  + r5) 

Z'  = 2(3-f-r  + r,-H  r*  + r*  + jr*  -J-  4). 
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Or,  somme  des  racines,  = — i ; 

donc 

e = -3,  e = + 4. 

«t  la  valenr  de  » te  réduit  à 

< 2=  — 3 -J-  4*  • 

de  là  , en  faisant  a = — î , on  aura  *'  — — 7 ; d’ailleurs , 

|/C3:lt=  X'  +.X'  = — T, 

donc  on  aura  sur-le-champ , par  les  formules  X',  X",  etc. , 
en  y faisant  ti=a,  * * 


X'  — — 1 4-  V—  7 x»  _ — 1 — V—7 
a ’ a 

Considérons  maintenant  les  trois  termes  r,  r%  r1  de  l’ex- 
pression de  X',  comme  les  racines  d’une  équation  du  troisième 
degré  ; prenant  alors  a pour  racine  de  l’équation 


on  fiera 


y — 1 — o, 

t,  = r + ar2  4-  a’r»; 


ensuite  en  faisant 


».  = t?  = i;  + < + -a«; 


on  trouvera  , à cause  de  a1  = 1 , f = 1 , 

. = 3 ( r + r>  + r1), 

= 3 ( r»  + r«  + r5), 

•avoir , 

e:  = 6 + x*,  s;  = 3x\  = 


3X'i 


de  sorte  qu’on  aura 

■ «,  x=  6 + X»  + 3aX'  4 3a*X*  : 
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donc  en  nommant  » , S les  deux  racine*  imaginaire*  de 

l’équation  y3 — i=o,  lesquelles  sont 

\ 

_ — I + l//— — V—  3 
* — - . > 

et  faisant 

U = 6 + X*  + 3«X'  + 3«“X", 

«"  = g -+.  X'  + 3CX*  -f  3C*X', 

V . • J 

on  aura  , en  faisant  * = 3,  et  obserrant  que  y/f  es  f, 
= r+^  + rl=X', 

, ■ x'+iV.+fr: 

_ g 

sera  facile  de  trouver  les  autres  racines , et  d’ailleurs  nous 
détaillerons  cette  partie  du  calcul  dans  l’exemple  suivant. 
Venons  à l’équation 

x"  — i = o, 

laquelle  étant  divisée  par  x — t , a’ abaisse  au  dixième  degré  , 
et  devient 

x'°+  x9-J“  x*-J-  x7-f-  x6-f-.r5+x4-|-x3-f-  x*+x  -f-  i = o. 

La  table  (49)  donne  a pour  la  plus  petite  racine  primitive  do 
nombre  1 1 ; ensorte  que  les  racines  seront 

r,  r® , r**,  r*.  r*4,  t*s,  r*‘,  r*7,  i®\ 

et  les  restes  de  la  division  des  exposans  par  11  , à cause  de 
r“  = i,  seront 

t * 

r , r*,  r »,  r*,  r5,  r’*,  r«,  f7,  r»,  r®, 

dont  la  somme  sera  par  conséquent  = — 1 , et  l’on  aura 
pour  t cette  expression  générale 

t = r+ mr3 «^4  •5r’*-J-«>6rs4'«77''4- 
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laquelle , en  prenant  pour  « une  racine  de  l’équation 

y'°  — i = o , 
donnera , à cause  de  *'°  = 1 , 

i = = + «•£*  + -T  +,-V’+ 

d’où  l'on  tirera  par  la  formule  connue  , en  y faisant  m — 1 1 , 
la  valeur  de  la  racine  r. 

Mais  comme  l'exposant  10  de  l’équation  dont  on  cherche 
les  racines , est  décomposable  dans  les  facteurs  a et  5 , on 
pourra  décomposer  l'opération. 

A cet  effet , on  prendra  pour  « une  racine  de  l’équation 

y — 1 = ° * m 

par  là  l'expression  de  t se  réduira  à cette  forme  plus  simple  , 
t = X'  -f  «X'  , 
en  faisant,  pour  abréger, 

X'  = r + + r5  + r*  + r\ 

X’ = r*  + r*  + r'°  + r'  + r*, 

et  la  valeur  de  6 sera 

6 = t1  = X'a  -f-  X"*  + a-X'X".  • 

En  développant  les  carrés  X'%  X"*,  et  rabaissant  toutes  les 
puissances  de  r au-dessous  de  r",  à cause  de  t"  — 1 , on 
trouve 

X'*  = aX'  + 3Xr,  X"*  = aX'  + 3X', 
et  par  conséquent , 

* X'*  -f-  X"»  = 5 (X'  4-  X")  = — 5, 

parce  que  X'  -f-  X"  est  la  somme  de  toutes  les  racines  , • 
laquelle  est  égale  à — i. 

On  trouve  de  même  par  la  multiplication , 

X'X"  = 5 4-  a (X'  + X")  = 5 — a = 3 : 
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= t = X'  + X*  = — 1 , 

«'  = X'“  -f-  X**  — aX'X"  = — 5 — 6 = — 11  ; 


donc  , en  faisant  n a , 


X'  = ~ 1+v±=- 


1 1 


X" 


Ayant  ainsi  les  valeurs  de  X'  et  X",  pour  avoir  celle  de  r, 
il  faudra  considérer  les  cinq  termes  qui  composent  X',  comme 
les  racines  d’une  équation  du  cinquième  degré  , et  puisque 
5 est  un  nombre  premier , on  ne  pourra  employer  que  cette 
expression  de  t , 


t = r -f-  i*r(  + «’r5  + «V#  -f-  «fr3, 


en  prenant  pour  « une  racine  de  l’équation  y*  — 1=0. 
Ensuite  il  faudra  faire  • 


t = t*  = ç 0 + «?  + -f  + -T  + ^,T , 

et  il  ne  s’agira  que  de  trouver  les  valeurs  en  r,  de  f°,  etc. , 
par  l’élévation  de  t à la  cinquième  puissance  , en  rabaissant 
les  puissances  de  <t  au-dessous  de  *b,  et  celle  de  r au-dessous 
de  r",  à cause  de  «5  = 1 et  r"  = 1.  Par  un  calcul  qui  n’a 
de  difficulté  qu'un  peu  de  longueur , on  trouve  en  retenant  le* 
expressions  de  X'  et  de  X"  en  r , obtenues  plus  haut , 

= 120  +3iX'  + 70  X”, 

f = 100  60X'  ■+•  45  X’, 

f=5o  +85X'+3oX', 
f*=GoX,4-  65X', 

Ç"=5oX'+  75  X*. 


Comme  les  valeurs  de  X' , X'  sont  déjà  connues , l’ex- 
pression de  la  fonction  i ne  présente  plus  rien  d’indéterminé. 
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D'abord  on  a 

» _ » 5.9  — 5.9  V—11  v 
l * 5 ’ * 

__  — 15  4 55 1/—  n „ 

* — l * * 

— ia5-fn5\/— m 


95+1 5 y/— n 

a * 

— ia5 — 5l/ — 1 1 
a 


Qu’ensuite , au  lieu  de  « dans  6 , on  substitue  les  quatre 
racines  qui  avec  l'unité  résolvent  l'équation 

y — 1 = o , * 

en  place  desquelles  on  peut  prendre  1 , « , «*,  «*,  «*,  parce 
que  5 est  un  nombre  premier , et  qu’on  rabaisse  les  puissances 
de  au-dessous  de  l’unité  , on  aura 

k = *»  4-  «r  4 «t  + «r  4 «<r,  * 

«"  = i#  + -*r  4 *'r  4 «r  4 

= t°  4 «jr  4 «r  4 -*r  4 «*r, 

«"=  i°  4 4-  «t  4 «*r  4 «î,T; 

mais  d'ailleurs  , * 

y/»°  = t = r 4 H 4 r-  4 4 r3  = X'. 

Donc  par  la  formule  connue , en  y faisant  m = 5 , 


i (—»+✓—»  04l^'4v/s"4v/«"4l/«,T 
r — 5 ; 

où  il  n’y  aura  plus  qu’à  mettre  pour  a,  «*,  r,  les  racines 
r,  r*,  r’,  r*  trouvées  pins  haut  pour  l’équation  x 5 — 1 = 0. 

Pour  avoir  les  valeurs  des  antres  racines  r\  r6,  r»,  r3,  on  obser- 
vera que  les  changemens  dans  l’expression  de  t , de  la  racine  r en 
r *,  en  r5,  en  rs  et  en  r3,  s’opéreraient  en  multipliant  t par  «>,  * 
«\  •*  et  « , parce  qu’en  effet  le  développement  de 
est,  en  même  temps,  celui  de  («‘t)5,  («3t)s,  (•**)*>  («t)5»  à 
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cause  de  «5  — % : ainsi , d’après  les  formules  qui  donnent 
x' , x" , x f,  etc.  , on  aura  les  valeurs  des  racines  r* , 
i3,  r*,  r’  qui  entrent  dans  X'.  On  y parviendrait  encore 

5 

en  multipliant  dans  l’expression  de  r , les  radicaux  [/t', 

SIS 

l/â",  i/Ü",  y/9‘*  respectivement  par  «l,  £*,  y^  J'1  pour  la  racine 
r*  ; par  , C*,  y’,  «P  pour  r5;  par  £*,  y*,  «J'*  pour  ; par 

• a,  £ , y , J'  pour  r1 , , c’est-à-dire , à cause  de  £ = «’  , y = a1, 
; par  «*,  «\  « pour  r»;  par  «\  «,  «»  pour  r5; 

par  «a,  * , «*  pour  r» , et  par  <* , «*,  pour  r\ 

Pour  avoir  la  valeur  des  autres  racines  r*,  r8,  -r10,  r',  r6  qui 
entrent  dans  la  fonction  X",  il  n’y  aura  qu’à  changer  r en  r*, 
ce  qui  change  X'  en  X"  et  X"  es  X',  et  comme  X'  et  X" 
ne  diffèrent  que  par  le  signe  du  radical  \/ — 1 1 , il  ne  faudra 

que  changer  ce  signe  dans  Ç. , ou  dans  les  racines 

précédentes  r,  r*,  r5,  r9,  r3. 

On  aurait  pu  prendre  pour  « , dans  l’expression  générale 
de  t , une  racine  de  l’équation 

/ — 1 = o, 

au  lieu  d’une  racine  de  l’équation 

y — i = o , 

comme  nous  l’avons  fait,  ce  qui  est  permis,  puisque  a et  5 
sont  les  facteurs  de  10  ; faisant  donc  «5  = 1 , l’expression  gé- 
nérale 7 devient 

t = X'  + -X*  + „*X*  + «X”  + «»x% 

dans  laquelle 

X'  = r + r'°,  X"  = r1  + r*,  X*  = r»  4-  r', 

X1’  = r8  + r\  X’  = r5  4-  r8,  # 

et  l’on  regardera  X',  X",  X”,  X,T,  XT  comme  les  racines 
d’une  équation  du  cinquième  degré  ; on  fera  donc 

t = fi  = f + + „<£«*; 


♦ 


* 
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élevant  f à la  cinquième  puissance , en  rabdftsant  continuel- 
lement les  puissances  de  « au-dessous  de  «t5,  et  celle  de  r 
au-dessous  de  r",  d’après  = 1 , r“  = i , et  faisant,  pour 
abréger , 

s = r 4-  f*  4-  t4  .{_r».|_r5_f.r'o_j_r9_f.r7-f-r3+»^> 
on  a 

f 0 = 1 640  -J-  1 836s  , 

= 1700  + i83os  , 
f = ao5o  4-  1735s  , 

£“  = 1800  + i8aos  , s’ 

Ç,,=  1900  -f-  1810s  , 

et  parce  que  s = — 1 , • 

£f°=  — 196,  % =—  i3o,  ^ = a55,  £*=  — ao,  |‘v*=9o  : 
ainsi  la  valeur  de  # sera 

1 « = — 196  — i3o*  -|-  a55«*  — ao*3  4-  go**  : 

t 

en  mettant  successivement  à la  place  de  • les  quatre  racines 
* , G > V > f 1 autres  que  l’unité , de  l’équation  x3 — 1=0,  ou 
les  puissances  * , «*,  *3,  *'  dont  les  valeurs  sont  les  mêmes  que 
celles  des  racines  r , r3,  r3,  r‘  de  l’équation  x3  — 1 , distrac- 
tion faite  de  l’unité  ; on  aura , à cause  de  *5  =:  1 , 

* 

s'  = — 196  — i3c*  + a55«*  — 20a3  4-  go**, 

("  — 196  — i3o«’  -J-  a55**  — ao*  4-  go*3, 

(T  — — 196  — i3o*3  4*  255#  — 20**4-  9e*1» 

— — 196  — i3o«*  4"  u55*3  — ao«*4“  9°*  » 

d’ailleurs , pour  « = 1 , on  a 

j°  = — 196  — i3o  4-  a55  — ao  4-  90  = — 1 ; 


/ 
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donc  par  la  formule  générale  (54)  , en  y faisant  n= i 5 , 

_—i  + Ÿ*'+  W+  W + V *,r. 

— ^ * 

Nous  prenions  pour  dernier  exemple , l'équation 

x'3  — 1 = o. 

Comme  i3  — i = îa  = a.a.3,  l’opération  pourra  se  décom- 
poser en  3 , de  la  manière  suivante. 

La  plus  petite  racine  primitive  pour  le  nombre  i3  , est  a , 
dont  les  puissances  successives,  jusqu’à  la  onzième,  divisées 
par  i3  , donnent  les  restes 

a , 4 , 8 , 3 , G , îa  , u , 9 , 5 , 10  , 7. 
Ainsi  en  nommant  r une  racine  de  l’équation 

x'*  + x"  4* 4*  x 4"  1 , 

* 

le»  .onze  autres  seront  • 

r*,  rt,  r*  r3,  ri5,  r1*,  r",  ri,  r5,  r10,  ri. 

On  fera  donc,  en  général , 

t =t:  r + «r*  + *“4  4-  «3r*  -f-  «rir3  -f*  «*r*  4-  «V*  *’r“ 

+ aV9+  «9^4-  •,v°4-  «"ri, 

• # 

et  l’on  prendra  pour  « une  racine  de  l’équation 

y — 1 = ». 

ensorte  que  m*—i,  ce  qui  réduira  la  fraction  f à 1a  forme 
. t = X'  + «X*, 


dans  laquelle 

X'  = r + r*  + r3  + r“  -f  ri  + r"*, 
X”  = ri  4-  ri  + ri  + ri*  -f-  r5  + ri, 

, 19- 


» 


Digitized  by  Google 


ANALYSE 


sga 

de  là  on  aura 

t = t*  = Ç»  + «f,  1°  = X'4  + X"S  f = aX'X*. 

On  peut  se  dispenser  de  chercher  la  valeur  de  £°,  en  obser- 
vant que  pour  « — 1 , on  a 

= Ç»  + f = **  = (—  i )*  = i , d’où  f = i — 4', 
et  conséquemment , 

I = 1 -+-(•—  1 ) r : 

de  sorte  qu’en  faisant  « = — 1 , on  aura  la  valeur  de  6' , 

s 

et  les  deux  racines  X',  X"  seront , en  observant  que  y$°=  — î , 

x'  — ~~ 1 di  x"  = — 1 — v7 1 — 

a ' a 

Pour  avoir  la  valeur  de  il  faut  développer  le  produit 
X'X"  en  puissances  de  r , ayant  soin  de  rabaisser  les  puis- 
sances supérieures  à r",  à cause  de  rlS  = i,  et  l’on  trouve 

X'X"  = — 3 d’où  f = — 6. 

On  regardera  maintenant  les  six  racines  qui  composent  la 
quantité  X'  comme  celles  d’une  équation  du  sixième  degré , 
et  on  fera  de  notiveau  , 

• _ 
t,  = r <*r‘  + «"r3  + aV*  -f  + «V°  ; 

mais  au  lieu  de  prendre  pour  * une  racine  de  l’équation 
y8 — i=o,  ce  qui  exigerait  le  développement  de  la  sixième 
puissance  du  polynôme  t,,  nous  prendrons  de  nouveau  une 
racine  de  l’équation  y*  — î = o , de  sorte  qu’au  moyen  de 
«*  = t , la  fonction  t,  redeviendra  de  la  forme 

t,  = X;  + -X" , 

dans  laquelle  on  aura 

X;  =r  r + r3  n>,  X"  = r>  + r’4  + r**  : 


• ALGÉBRIQUE. 

on  aura  ensuite , comme  ci-dessus  , 


2g3 


». =<?=?:+«£,  où  ç:=x;*-f-x:'*,  ç;=ax;x% 

donc  pour  * = — i,  on  a 

«'  = X-*  4-  X"*  — aX'X"  , 

I I 1 l | I 1 

V*;  = x;  - x;  ; 

X;  + X"  = X', 


^où  l’on  tire 


mais 


donc 


Y,_x'+v/«;  V„_x'-v/*; 

A‘  — n > X,  = 


Î*!l6. 


d’ailleurs , 

t = i:  + K =>  = (x;  + x")* 

= ( r + r‘  + r3  + rs  + r”  + r10)*  = X'*, 

donc 

v£  = x'‘-e;, 

et  conséquemment, 

ô,  = x'*  + (•-!)£;, 

et  faisant  « = — i , 

♦ 

0'  = X'3  — a£\ 

Pour  avoir  Ç'  , il  faudra  développer  le  produit  X'X"  , en 
observant  que  rl3  = i , et  l’on  obtiendra 

X'X"  = 3+  X' 

ce  qui  donnera  • » 

*;  = e + 
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et  par  conséquent , 

X'+  ÿ(X'‘ — i3  — 4-X* ) , 
• a « 
_ X'-i/(X'*-  .a--4X*) 


Nous  allons  chercher  les  fonctions  correspondantes  à 
X;  , X"  qu’on  obtiendrait  en  procédant  à l’égard  des  raciiifs 

qui  composent  la  fonction  X",  comme  on  a fait  sur  celles 
de  X'  : nous  les  désignerons  par  (X  ' ) , ( X"  ) ; or,  «mime  en 

mettant  r5  au  lieu  de  r,  la  fonction  X'  devient  X",  et  la  fonc- 
tion X®  devient  X',  on  aura 

x®+i/(X-»-.a_4X') 

(A,)  — 3 * 

x*—  y1  (X** — i a — 4X*  ) * 

(X,)  - 3 * 

11  faut  encore  regarder  les  trois  racines  qui  composent  la 
fonction  X'  , comme  celtes  d’une  équation  du  troisième  degré  , 

et  faire  en  conséquence  , 

t»  = r -f  ar3  + M*r», 

en  prenant  pour  « une  racine  de  l’équation  y3  — 1 = o : de  là 
on  formera  la  for.ctiqÿ 

0.  = *f  = E +<+<’, 

et  on  trouvera , par  le  développement , en  faisant  «3  = 1 
et  r13  = i , 

ï:  = 6 4-  x; , £=3(X;)  , £ = 3 (XI)  -, 

donc  nommant  « et  fies  deux  racines  de  l’équation  y3—- 1 = a, 
distraction  faite  de  l’unité,  on  aura 
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•'  = 6 + x;  + 3-  (x;)  + 3«*  (x;-) , 

»;='  6 + x;  +3C(x;)  + 3^cx"), 

et  conséquemment , 


Ainsi  la  valeur  de  r est  entièrement  déterminée;  et  il  est 
inutile  de  chercher  à la  simplifier , dit  M.  Lagrange , parce 
que  , dans  tous  les  cas  , il  est  toujours  plus  avantageux  d’em- 
ployer pour  la  résolution  xlS  = i , ainsi  que  .de  toutes  les 
équations  de  ce  genre , les  formules  en  sinus  etecosinus  , trou- 
vées (ch.  XI).  Lagrange  ajoute  : je  remarquerai  que  la  méthode 
que  nous  venons  d’employer,  peut  être  regardée  comme  une 
simplification  de  celle  que  M.  Gauss  a indiquée  d’une  ma- 
nière générale  dans  l’article  36o  de  ses  Disquisitiones  arith- 
meticœ. 

Celle-ci  est  aussi  fondée  sur  le  développement  d’une  fonc- 
tion semblable  à celle  que  nouï  avons  désignée  par  I ; mais 
elle  demande  de  plus  la  formation  et  le  développement  d’au-’ 
tant  d’autres  fonctions  du  même  ordre  que  l’équation  a de 
racines , ce  qui  alonge  considérablement  le  calcul.  La  méthode 
actuelle  est  indépendante  de  ces  fonctions  auxiliaires , et  con- 
duit directement  aux  expressions  les  plus  simples  des  racines. 


78.  Nous  dirons  un  mot  des  équations  réciproques  1 on 

donne  ce  nom  aux  équations  dont  une  racine  est  x , et  l’autre  - , 

, , 1111 

ensorte  que  x étant  a,  0,  c,  etc.,  - sera  - , r » - ,etc.: 

x abc 

on  en  a vu  un  exemple  (71).  Ces  équations  sont  donc  d’un 

degré  pair , et  telles  qu’elles  ne  changent  pas  par  le  change- 

, 1 ...  ... 

ment  de  x en  - : cette  propriété  va  nous  servir  a trouver 

les  relations  générales  entre  les  coefliciens.  Soit,  à cet  effet. 
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**  — Aa*  4-  Bx<  — Cx3  + Dx3  — Ex  -f-  F = o : 


si  on  remplace  x par  , qu’on  multiplie  par  x*,  qu'on  di- 
vise par  F , puis  qu  on  écriye  le  premier  membre  en  sens 
inverse , on  aura 


L s , D G , B 

F^+F^-F 


or  1 identité  entre  les  premiers  membres  donne 


donc 


E = A,  D = B; 

« 

eé  conséquemment  la  proposée  deviendra 
• x6 — Ax6-)-  Bx' — Cx3  -f-  Bxa — Ax-f-  1 = o. . . . .(i), 

• f ^ 

oà  les  coefiîciens  des  ternies  équidistans  de  celui  du  milieu  , 
sont  les  memes.  Réciproquement  on  reconnaît  à cette  cir- 
constance, que  "l'équation  est  réciproque. 


79.  Toute  équation  réciproque  est  'réductible  à une  autie 
dont  /e  degré  est  moindre  de  la  moitié. 

En  effet  l’équation  (1)  peut  s’écrire  comme  il  suit , 

(*6+  Ü — A(x5-f-x)4-B(x*  + x3)— -Cx3=o; 

divisant  par  x1,  on  a ' 


+ p)“  A(x‘ + f) + B (x  + 0 - c = °-  • * <•>• 

De  .l’hypothèse* 


t 
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**  + = y — 9 > 

x’  + J,  = ÿ — ; 

ensorte  que  (q)  devient , par  ces  substitutions  , 

/ — Ay  — 3 _y  — C = o (3), 

4-  B + qA 

équation  du  troisième  degré , qui  combinée  avec  celle-ci , 

» 

•N  | 

* 4 -=y>  d’où  + 1 = o (4) > 

fera  trouver  les  six  racines  de  la  proposée. 

. 8o.  Les  équations  binômes  ou  de  la  forme 

xm  — î = o , 

/ 

et  dont  le  degré  est  impair,  donnent,  après  la  division  par 

x — i , 

xm~‘  4*  x*~*  4"  *m~3  4 4-  x*  4-  x + » = o, 

équation  de  degré  pair  et  réciproque , et  conséquemment  ré- 
ductible au  degré  m *■  : les  racines  sont  données  par  l’équa- 
tion du  second  degré 

x*  — xy  -f-  i = o. 


, m — i 


dans  laquelle  y dépend  d’une  équation  du  degré 
de  la  forme 

y'+f-'-  (-or-'M)  y-3 + (,~3)2(,~-  y-* 

+ y- 5 _ etc.  = o (A) , 

« 

trouvée  note  X de  la  résolution  des  équations  numériques. 
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3 , 

Pour  m — 5 , l'équation  (A)  est  du  degré  — - — = 1 . Pour 
m = 4 , le  quotient  de  x*  — î par  x — i , est 


x34-xa+x  + i = (x+ i)(æ*4-  i ) = o. 

Pour  m =5  , le  quotient  de  x5 — î par  x — i',  savoir, 

« 

X4  + X3  + X*  + X+1=0, 

est  réciproque  et  réductible  au  second^  degré. 

Pour  m = 6 , le  quotient  de  x6  — 1 par  x — 1 , est 

xs4-x*4- -f~x-f-  1 = (x34”  î ) (xa  + x-f-  l) 

= (X»  + xa  +i  ) (x+  i). 


Pour  m—’j , le  quotient  de  x7 — 1 par  x — î , est 

x6  -f-  x5  + -)~  x + 1 = o, 

et  on  a la  transformée 

y3  •+-  y*  — *y  — » = ° » 

qu’il  faut  combiner  avec 

x*  — yx  -|-  l = o. 

Pour  m=  8 ^le  quotient  de  x’  — î par  x—  1 , est 

x74*x64- ....+x-f-i  =(x3-f-x’-4-x4-i)  (x4-f  i ) 

=(x*+i)  (x‘4-1)  (x+i) 

= (x*+\/-i)(x»-v'-0(x*+i)(x+,). 
Pour  m = g}  le  quotient  de  x9—  i par  x — i , savoir  , 
x3  4“  x7  4"  x®  4“ 4-x  4-  i = o, 

est  réductible  au  quatrième  degré , ou  décomposable  dans  les 
facteurs 

(x6  4-  x3  4-  i)(xa  4-  ï + t)  = o, 

dont  le  premier  est  résoluble  à la  manière  des  équations  du 
second  degré. 
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Pour  m.=  10 , le  quotient  de  x‘° — 1 par  x—  1 , est 

x9-f-x*-f- + x+  » = (xl+xS+x'-J-x+i)  (xs+0 

= (c«+X®  + Xl+X»+l)  (f+l) 

» = (y4y+y+-.y+o  (-c+o , 

en  posant  x*  = y : or  le  facteur  y+y+y-f-  y ~h  1 est 
réciproque  et  réductible  au  second  degré. 

Pour  n»  = 1 » , le  quotient  de  x"  — 1 par  x—  1 , est  réduc- 
tible à cette  équation 

y + y — 4y  — sy  + 3.y  + » = ° ; 

or , r étant  une  des  racines  de  ce  quotient 

x'°  -f-  x®  -f- + 1=0, 

la  correspondante  de  l’équation  en  ^ = x-f-i,  est 

' 1 r’® 

y = r+-  = r + — =r  + r'\ 

à cause  de  r"  1 : mais  nous  avons  déjà  désigné  plus  haut 
r 4-  r ° par  X',  et  nous  avons  assigné  en  nombre  la  racine  X'. 
V and er monde , dans  un  mémoire  sur  la  résolution  des  équa- 
tions , a donné  la  racine  de  l’équation 

y*  — yl  — 4y3  + Zy*  -h  3y  — 1 = o , 

qui  n’est  que  la  proposée,  en  y changeant  y en  — * y,  ce  qui 
a fait  dire  à Lagrange  ( Résolution  des  Équations  numé- 
riques , note  XIX  ) que  ce  géomètre  est  le  premier  qui  ait 
franchises  limites  dans  lesquelles  la  résolution  des  équations 

à deux  termes  se  trouvait  resserrée. 

* 

Pour  m =3  m4  le  quotient  de  x”  — 1 par  x — »,  est 
xn4- etc + 1 = 0=  (x3-f-x*-t-.r4- 1 ) (x*+x(+  1) 

= (•*•+')  (*•+*)  (y+j+o. 

en  posant  x*  — y. 
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Pour  m—  i3  , le  quotient  de  a;'3  — 1 par  x — i , c’est- 
à-dire  , l’équation 

x,s  + x"  4 4*  x + x = o, 

« 

est  réductible  à une  équation  du  sixième  de^é  , ou  du 
degré  a .3. 

Enfin  pour  m = i5,  on  a pour  quotient  de  x‘5 — i par 
x — 1 , 

x'*-j-x,3-f- -f-  I = (x*-4nX3+-r*+^+l)(x’°-f-XS-4-l) 

= (xH-x3+x*+x+i)(yi  4 Y+0  » 

en  faisant  x5  = y. 

8 1 . Pour  rendre  raison  des  décompositions  que  nous  venons 
d’employer  , nous  observerons  que  l'équation 

x*m—  4 x«m-*  -f  x^"~3  + + x+  i=o, 

peut  être  mise  sous  la  forme 

X"H->  4. 

4 _f_  JC"»-»-*  4.  x"»-»— 3 4. 4.  XH|— »» 

+ x"»-*»-1-!-  x"t~H-*-|-  x"?~!’_3-+- . . . .*.4  X"»-3» 

« ; I 

+ X*»-*  4-  x5»-*  ir’f-1  4- + ^-1 

4-x»-'  4-x»-*  4x*“3  + + x»-»  = o: 

de  cette  décomposition,  on  passe  aisément  à la  suivante  : 

(x*-*  4-  x»~»  4-  x»~3  4 + i ) x"*-» 

4-  (x»-‘  4-  x»~»  4-  x*~5  4- 4-  i ) x’"*-’» 

4-  (*»-•  4-  x»-*  4-  x»-3  4- 4 i ) x1"*-3». 


4 ( x*- 1 4 xf_*  4 x*-3  4 4 î-)  x»  ■ 

4 ( x*-1  4 x*-’  4 x*-3  4 4 1 ) x° 

= ( xf'  4 x»-*  4 x 4 i ) x 

( xmt-« 4 x"*-r>»4 1-1-4. . . -4x<4  X")=  O. . 


Digitized  by  Google 


ALGÉBRIQUE.  3oi 

Ainsi , pour  m~  3 et  q — 5 , on  retrouve  la  décomposition 
ci-dessus  de  l’équation  x*  -f-  etc.  r=  o. 

Passons  à l’équation 

x* ~f~ xl~n  -f- x>-“* 4- x*~3a  4- =o, 

dont  nous  supposerons  le  nombre  des  termes  divisible  par  p : 
elle  se  décompose  ainsi  qu’il  suit  : 

x*  -fx*~*  +x6~"  -f-....4-x6-^-‘>' 

4-x*~^"4-xJ~('-‘'4'  ' ) -J- ....  4-  xi,_c  ‘f—  '> 

etc. 

• 

P étant  le  nombre  des  termes  de  chaque  ligne  , et  observant 
d’ailleurs  que  le  nombre  total  des  termes , ou. le  multiple  kp 
qui  le  désigne  , étant  diminué  d’une  unité  , est  le  multiple  de 
n-  dans  le  dernier  terme.  L’équation  précédente  devient  encore 

[xc"4-x^~0"4^r<c-*)»4-, . .4_x(f-H-0»]xJ'lf" 
4-[.f£*4.x^-')"4-xC'“»)”4-...^.x(f-H-')"_]x‘-tc+r)* 
4-[x«4-x<‘-,>*-hr<‘-‘)-  4- . . . 4-xCc-<’+0’]x>-C^)>)» 
etc. 

p étant  toujours  le  nombre  des  termes  de  chaque  ligne , et  c 
un  nombre  quelconque.  On  a donc 

x*4-x‘-"4-x*-,»4-  etc.  — [xc,,4-xCc-,),'4. 4_xC^-p+i)«-j 

X [x»-«4-x‘-t'+f’>4-xi-Cc+*/’)»+  etc.]  -o; 

f 

ensorte  que  pour  n z=z  1 , b m 5 , on  trouve 
x54-  x<4-  x54-  xa4-  x 4-  i 

= (.cc4-xc-,4-...4-xC‘-^,))(x5-c4-x5-Cc+',)+x5-(ï+,/,)4-etc.): 

or  le  nombre  des  termes  étant  S , on  peut  prendre  p = 3,  c = 3 , 


S, 
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et  alors  , 

x5-}-  x*+  x34-  x*-f-  x -f- 1 = (jf34-x*4-  x)  ^x*  -J-  , 9 

parcê  que  p étant  =3,  les  premières  décompositions  ne 
doivent  fournir  que  deux  lignes  ; et  d'après  (’) , on  ne  doit 
pas  aller  au-delà  du  facteur  xk—<'f+0''.  On  peut  faire  aussi 
p = a , c = a , auquel  cas  , 

x5+  x‘+  x34-  x*-f-  x -f*  1 = (x*4*x)  ^x3+x  -f-  ^ = o. 

Je  suppose  dans  l’équation 

x*  + x1-"  + je*-"  + etc,  = o, 

des  coefficiens  autres  que  l’unité  : la  décomposition  (a)  ne 
sera  possible  qu’autant  que  le3  p premiers  , seconds,  troi- 
sièmes , etc.  terînes  seront  alfectés  des  mêmes  coeflficiens , ou 
que  les  rapports  entre  les  p premiers , seconds,  troisièmes,  etc. 
coefficiens , seront  les  mêmes.  Supposons , pour  donner  un 
exemple  du  premier  cas  , qu’on  ait  l’équation 

ax5  ^x*  -J-  çx3  ax*  -f-  bx  -f-  c — o ; 

la  décomposition  sera  . 

(nx3+6x*-4-cx)x*-f- (ax’-f  èx*+ ex) 

92 

d’où 

(ax3  -f-  bx * -f*  ex)  Çx*  4*  — 9* 

L’équation 

. ax5 -f-  bx3  4-  ex3  4*  a'x‘  4“  A'x  4-  c'  = o, 

sous  les  relations  a.'==na,  b'  — nb , c'  = nc,  aura  pour 
décomposition  ^ 

(ax3  4“  bx?  -f*  ex)  x’  4“  n («x3  -f-  bx* 4~  ex  ) ^ = o , 
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(n  -f-  0 (<wr3+  ùx*+  ex) 

82.  Ce  qui  suit , repose  sur  cette  formule , 


(M) . . . .tan+  b*  — (a  + b)n  — ^gib  (o  + b)1— 

+ j . ’lZ^-a'bXa+by-'—"  . ~ . ^aW(a+by~e+.... 

a’,br(a+by~,i’^:  etç, , 


t n n — ap-{-i  n — 2p+a  n — p — 1 

1 ' a ' 2 p 


qu’il  est  facile  de  démontrer  par  induction , et  qui  l’a  été  d’une 
manière  complète  et  générale  dans  un  mémoire  de  M.  Ampère, , 
ayant  pour  titre  : Considérations  sur  la  théorie  mathématique 
du . Jeu  (*). 

JC  c 

Faisons  dans  (M)  les  hypothèses  a~-,  b = - , qui  donnent 


ab  = 1 , a -f  b = ? -f 

c x 

et  posons  encore 

, . x c 

a+°  = -+  - = a; 

C X 


(*)  Si  l’on  ne  veut  qu’une  démonstration  per  indnetion  , on  partira 
de  ceue  égalité 

a'  -h  b‘  = (a  + b)'  — a ab  , 

dont  on  multipliera  les  deux  membres  par  a + b , eusortc  que  dégageant 
a3  b3  , on  trouvera 

a*  ■+•  4*  =3  ( a -f-  4)'  — 3a4  («  + i)j 

multipliant  de  nouveau  de  part  et  d’autre  par  n-t-6,et  dégageant  al  ■+■  b>, 
il  viendra,  aptes  avoir  remplacé  a*  -f- 6*  par  sa  valeur  ( a-h  b)'  — lab , 

a*  -b  b*  = (a  -V-  4)4  — ^ab  (a  -f-  4)*  -4-  aa*4*. 


é 


1 
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la  formule  (M)  deviendra 


-a»  M-  - 

1 1 


» n-— 5 n-— 4 

- . . — V 

12  O 


+ .n  n — ap-f-i  n — ap-f-a 

— — • . 

•1  2 


n — p — 1 


z*-”1 (N) 


1 3 ••••  P 

Prenons  l’équation  réciprcxpc  de  la  forme  la  plus  générale  , 


y*1-}-  pcxm  1 -f-qc\r™  2-f- -{-qcm~^x'1-\-pcm~'x-{-cm=  o , 

ou  , ce  qui  revient  au  mêmp  , 

ym4-  cm4-pcx  (xm-a-+-c"-*)  + qc’x1  (xm~++cm_‘)  +etc.  = o : 

cette  équation  est  divisible»  par  x -f-  c , toutes  les  fois  que  m 
est  impair  ; et  comme  le  quotient  est  une  équation  réci- 
proque dont  le  degré  «st  pair , il  s'ensuit  que  la  résolution  des 
équations  de  ce  genre , est  ramenée  à celle  des  équations 
réciproques  de  degré  pair,  qui  sont  toutes  représentées  par 
la  formule 

x'r+c*'+pcx  (x!r“s-f -c*’—)  + qc,x‘(x,r~*+  c,f“0  + etc.=  o : 

on  réduit  la  résolution  de  celle-ci  à des  équations  du  degré  r, 
en  la  divisant  par  c'xr , ce  qui  donne 


(?  + !?)  +h=)+t,(^  + ^)+ etc-  = 0 » 


* xT  c? 

et  substituant  pour  — + — et  les  autres  quantités  entre  pa- 
renthèses , les  valeurs  qu’on  trouve  en  supposant  successive- 
ment nx=r,  n = r — î , n — r — a,  etc.  dans  l’équation  (N). 
L'équation  en  z qui  résultera  de  ces  substitutions,  sera  du  degré 

m m — i . . ,, 

— ou  — - — , suivant  que  m sera  pair  ou  impair;  or,  dès 

qu’on  a les  r valeurs  de  z , on  trouve  ar  valeurs  de  r, 
en  vertu  de  l’équation 

* x c * 

— |~-=z,  ou  X*  — czx  + c*  = o. 


et  on  a en  outre  x = — c dans,  le  cas  de  m impair. 


* 
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Ainsi  la  proposée  ‘étant 

x74-pcxt-I-gcîx'5-}-ic3xt+ic4x3+gcsxa-}-pc8x-f-c7  = o , 
c’est-à-dire  , 

(.r7-f-c7)-f-  pcx  (x5+c5)  + qc'x%  (x34  c3)  + scV  (x-J-c)  = o j 

le  quotient  de  la  division  par  x-\-c , sera 

(x6-f-  c6)  -f-  (p  — î)  ex  (xi+c!J  + (1  — p +q)  c'x'  (x*-f  cs) 

+ (s  — q + p — 0 c **1  = ° > 
qui  divisé  par  c’x3, pionne 


<?+£)+&>-  >($+£)+<■  -p+oÇ+â 

+ s — q-fp  — 1=0. 


or  d’après  (N)  , 


donc  la  précédente  devient 

**+(p— 0 a“+  (9—  P—  2)*+(i-  <7— P+0=°. 

Cette  équation  donnera  trois  valeurs  de  z , et  la  dernière  de* 
trois  précédentes  en  x,  laquelle  devient 


x1  — czx  -f-  c“  = o , 

fournira  deux  valeurs  de  x pour  chacune  de  ces  trois  racines  a; 
ce  qui  fera  , en  totalité  , les  six  racines  de.  la  proposée. 
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CHAPITRE  XIV. 


De  quelques  procédés  de  décomposition  des  équations 
en  facteurs  d’un  degré  supérieur  au  premier. 


83. On  a quelquefois  besoin  de  décomposer  effectivement 
une  équation  en  facteurs  d'un  degré  supérieur  au  premier. 
Nous  avons  prouvé  (3)  la  possibilité  de  cette  décomposition  , 
et  nous  nous  proposons , dans  ce  chapitre  , de  faire  connaître 
les  divers  procédés  que  l’on  peut  employer  à cet  effet. 

Prenons  pour  premier  exemple  une  équation  du  quatrième 
degré  , délivrée  de  son  second  tenue  , telle  que 

x*  -f-  pv*  -J-  qx  + r = o , 

qu’on  se  propose  de  décomposer  en  facteurs  du  second  degré  , 
qui  seront  de  la  forme 


(x’  -f-  ax  + b)  (x*  — ax  -J-  c ) = o , 

en  observant  qu’on  n’a  supposé  les  seconds  termes  affectés 
des  mêmes  coelficiens , pris  avec  des  signes  contraires  , qu’à 
l'effet  d’avoir  un  produit  sans  second  terme , comparable  avec 
la  proposée.  On  aura  donc  l'identité 


x'-f -px*-f-qx-f-rj-r=x( + (6  +c — a1)  x’+a  (c — b)  x-j-bc 
d’où  résultent  les  égalités  entre  les  coefficiens 


b + c — a*  — p , 
desquelles  on  déduit 


a ( c — b)  — q , bc  — r , 


o, 


c = 


a — 


a ' 


= c + b — p. 
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Il  faut  donc  , i°.  que,  pour  chaque  couple  de  diviseurs  c etb , 
la  différence  c — b soit  un  diviseur  de  q ou  du  coefficient 
de  x dans  la  proposée , et  que  de  plus , le  quotient  soit 
positif;  20.  que  le  coefficient  de  x*,  retranché  de  la  somme 
c + b,  ait  pour  racine  le  quotient  précédent.  Si  l’une  de 
ces  conditions  manquait , la  décomposition  supposée  serait 
impossible. 

Faisons  une  application  à l’équation 

x*  —%  îgx3  — îoox  — 91  = o, 
pour  laquelle  on  a 


P — — 19,  <7  = -*-100,  r = — 91. 

Les  diviseurs  de  91  sont  1,7,  i3,  91  , parmi  lesquels  il 
n’en  existe  que  deux  dont  les  différences  divisent  — 100  , 
et  donnent  un  quotient  positif  : ces  diviseurs  sont  — 7 et  t3 
ou  — i3  et  17  : on  prendra  donc 


ou 


c = — 7 avec  b = -f-  i3  , 

c = — i3  avec  4 = -f  7. 


En  effet , on  trouve  également 


mais  on  doit  avoir  encore 

b c — p = a 5, 

condition  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’en  supposant 
c = — 7 et  b = -f-  i3: 

on  a donc  pour  les  facteurs  du  second  degré, 

« 

x3  5x  + 1 3 = o , x*  — 5x  — 7 = 0. 

20. . 
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Reprenons  les  égalités 

bc  — r , c b = p + a',  c — 6 = - , 

trouvées  précédemment  : si  l’on  ajoute  les  deux  dernières  , 
puis  qu’on  retranche  l’Une  de  l’autre,  il  viendra 


(1) c = 


P+a'  + 7. 


P + a'-l 


2 

% 


• ■ • • (2) ; 


multiplions  b par  c,  nous  aurons,  à cause  de  bc  —r. 


(p-ba'Y-~ 


donc 


P*  + spa*  + = 4r, 


ou 


a6  2PC*  + (p1  — 4r)  as  — q1  — o ; 


c’est-à-dire , 

a'3  + apa'*  + (pa  — 4r)  «'  '*“•  <7*  = ° » 
en  posant  et*  = a'. 

Pour  l’équation  déjà  traitée, 

• x>  — tqx* — îoox  — 91  =0; 

on  a , par  la  comparaison , 


P = — 19  , q = — too,  r — — 91  , 
conséquemment  , > 


a'3  — 38a' ’ -+-  7a5a'  — icooo  = 0; 

mais  cétte  équation  n’ayant  que  des  variations  de  signes  , 
n’admet  que  des  racines  positives  , et , à cause  de  a = a“, 
ou  ne  doit  essayer  comme  diviseurs  de  iccoo , que  des  carrés. 
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savoir, 

1 , 4 > 16  > a5  , *ioo  im  4°°  » 625,  25oo  , iooco  ; 

en  observant  ’ que  le  nombre  a est  essentiellement  rationnel. 
Le  diviseur  a'  = a5  est  racine  , et  il  donne  a = 5 : des 
équations  (1)  et  (2)  on  déduit  alors 

t c = — 7 , b — + i3  , 

valeurs  obtenues  plus  haut. 

Passons  enfin  à la  recherche  des  diviseurs  commensurables 
du  troisième  degré  , et  proposons-nous  , à cet  effet , de  trouver 
ceux  de  l'équation  générale  du  sixième  degré 

• 

x 6 -f-  pxt  -f-  qxz  + rx*  -f-  jx  -+-  t = o : 

je  suppose  maintenant  que  cette  équation,  provienne  des 
facteurs 

**  + axx  bx  -f-  c , x3  — ax*  -f-  dx  + f'- 

si  on  les  multiplie  et  que  l’on  compare  les  coefficiens  des 
mêmes  puissances  de  x , on  trouvera 

(i°)...  b+d — a*—p,  (20). . ,c-\-f+ad — ab  = q, 

(3°) . . . af—ac+bd  = r , (4°). . .bf+cd=s , (5  °)...c/=/; 

(i°)  donne  b-\-  d—a>-\-p , et  (a*)  donne  b — c?  = — “ * 

donc 

(s x)...b=a2±^±t-S}  (7q) ...d— a?Jtlipr~c~if±3 . 

' sa 

Substituant  ces  valeurs  dans  (4°)  , il  vient , après  les  réductions, 

. (n “‘+(',-jîî)“+(/-0(,-rT"c)- 

On  cherchera  donc,  puis  on  disposera  par  ordre,  tous  les  di- 
viseurs du  dernier  terme  tde  l'équation  donnée  , et  on  ne  pren- 
dra pour  c et  y que  ceux  dont  le  produit  soit  t en  nombre  et  en 


« 
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signe  ; d'ailleurs  on  doit  avoir  a nombre  entier  ; donc,  d’après(8), 
f+c  doitétre  , en  même  temps  , diviseur  as  et  de  q ( f — c). 
' Des  valeurs  de  a,  c et  f , on  conclura,  au  moyen  des  équations 
(6e)  et  (70)’,  celles  de  b et  d qui  doivent  être  en  nombres 
entier»  , et  enfin  on  examinera  si  l'équation  (3°)  qu'on  n’a  pas 
employée  , est  satisfaite. 

Nous  appliquerons  cette  méthode  à l’équation 

y + 6/  -f-  4yi  — 34/  — ôqy  -f  i4y  + 35  = O : 

on  fera  évanouir  son  second  terme  , en  posant 

y — x — 1 » 

ce  qui  donne  cette  transformée  en  x , 

x6  — 1 ix*  — îox1  -f-  aax*  -f-  38x  — 5 = o, 
pour  laquelle  on  a 

p — — il,  q = — 10,  r = 22,  j = 38,  t = — 5: 

les  diviseurs  du  dernier  terme  sont  1 et  5 ; donc  , parce  qu’il 
est  négatif,  les  facteurs  c et  y sont  — 1 et-f-5,  ou  -{-  J et — 5- 
Prenant  d’abord  c — — 1 et  y = -}-  5 , on  trouve 

f+c  = 4, 

qui  est  un  diviseur  de  as  ou  de  76 , et  qui  l’est  encore  de 
q(f  — c)  ou  de  — 60.  Faisant  les  substitutions  dans  (8°)  , il 
vient  l’équation 

à3  — 3oa  -f-  31  = 0 » 

qui  n’a  pas  de  diviseurs  commensurables  du  premier  degré. 
Essayons  c = -f-  1 et  f — — 5:  on  a d’abord 

/ + c = — 4 » 

diviseurs  de  as  et  de  q (/  — c)  : substituant  dans  (88) , il 
vient  , 

o5  + 8c  + 9 = °, 

qui  donne 

a = — 1 ; 
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donc  , d’après  (6°)  et  (70)  , on  trouve 

b — — 8 et  d.  — — a. 

Toutes  ces  valeurs  et  celle  de  r , substituées  dans  (3*)  donnent 

o = o;  é 

donc  les  facteurs  binômes  sont  • 

x1  — x1  — 8x  -f"  1 = 0 > x3  -4-  x’  — ax  — 5 = o: 

si  l’on  fait  x = y + 1 , on  aura  ces  facteurs  triples  de  la  pro- 
posée. 


* y + ay— 7y— 7—  o»  y+4y + 3y  — 5=0. 

Ces  applications  sont  plus  que  suffisantes  pour  donner  une 
idée  de  cette  méthode  , et  du  grand  nombre  d’ essais  infructueux 
auxquels  on  est  exposé , lorsque  le  terme  tout  connu  admet  un 
grand  nombre  de  diviseurs. 

84.  La  méthode  suivante , due  à Newton  , trouve  naturelle- 
ment place  ici. 


^ Supposons  qu’une  équation  qui  n’a  pas  de  diviseurs,  com- 
mensurables  du  premier  degré  , puisse  se  décomposer  en  divi- 
seurs commensurables  du  second  , et  soit 


x4  -j-  mx  -}-  n. 

l’un  de  ces  diviseurs  : la  proposée  ne  cessera  pas  d’être  divi- 
sible par  x“  -f-  mx  -|-  n , pour  des  valeurs  particulières  de  x. 
Nommons  A et  B ce  que  devient  la  proposée  pour  les  valeur» 


x = — 1 et*  x = + 1 : 

le  diviseur  de  A sera  1 — m-\-  n , celui  de  B sera  1 + m + n, 
et  n sera  le  diviseur  de  l’équation , dans  la  supposition  de 

x = o. 
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Les  trois  diviseurs  ne  sont  pas  en  progression  arithmétique  ; 
mais  si  l’on  retranche  une  unité  de  chaque  diviseur  de  A et 
de  B , pris  en  plus  et  en  moins  , on  aura  des  nombres  parmi 
lesquels  doivent  se  trouver 

n — n > m n i 

nombres  en  progression  arithmétique  dont  la  différence  est  m. 

Il  ne  faudra  donc  s’arrêter  qu’à  ceux  des  diviseurs  de  À et 
B qui,  diminués  d’une  unité,  forment  une  progression  arith- 
métique avec  quelqu’un  des  diviseurs  du  dernier  tenue  de  la 
proposée.  On  pourra  d’abord  trouver  quelques  progressions 
arithmétiques  inutiles  ; mais  on  les  écartera  par  de  nouvelles 
suppositions  , telles  que 

x — — a,  a:  = -f-  2 : 

on  formera  par  là  les  valeurs  de  A'  et  B',  et  le  diviseur 
deviendra 

i ' . 

4 — 2 m -f-  n et  .4  ~f"  3m  •+*  n : 
retranchant  4 de  chacun  d’eux  , il  restera 

n — sm  et  n + 2 m, 

qui  contiennent  la  progression  ci-dessus.  D’autres  supposi-# 
tions  , si  elles  sont  nécessaires,  achèveront  de  Gxer  les  véritables 
diviseurs. 

La  valeur  de  n est  le  diviseur  qui  répond  à x — o,  et 
m -j-  n est  celui  qui  répond  àr=  + i : eu  retranchant  le 
premier  dtr  second  , on  trouve  m ; donc  les  deux  indéterminée* 
m et  71  sont  connues. 

Lorsque  m = o , ou  lorsque  le  facteur  du  second  degré  est 
de  la  forme  x'  -f-  n , alors  il  ne  s'agit  que  de  déterminer  n , 
et  il  est  visible  que  n -f-  1 Soit  être  diviseur  commun  de  A 
et  B,  et  que  n- f- 4 1°  sera  de  A'  et  B\ 

Soit , pour  exemple  , l’équation  •> 

ar*  -f-  4^  -f-  4-^  + 5 = o, 
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dont  ou  demande  les  facteurs  doubles  commensurables , si 
elle  en  a. 

Par  la  supposition  de  x = — i , gn  a A = 4 : en  faisant 
= on  a B = 20  : la  supposition  de  x = — a donne 

A'  = 5 ; celle  de  x = -J-  a donne  B'  = 85  ; enfin,  pourx=o, 
on  a 5.  On  formera  donc  le  tableau  suivant  : 


B' =3  85 

i j 

5 , 

17> 

85. 

B = 20 

i » 

a . 

4 > 

10  , 

5 = 5 

i > 

4- 

A = 4 

l s 

a , 

)4- 

A'=  5 

» » 

5. 

Pour  savoir  si  l’équation  a quelque  diviseur  de  la  forme 
x1  -f-  n , examinons  si  quelque  diviseur  du  dernier  terme  5 
de  l’équation , augmenté  de  l’unité  , est  en  même  temps  divi- 
seur de  A et  B : on  ne  trouve  que  le  diviseur  î , car  1 -f-  î 
ou  a est  diviseur  de  4 et  de  ao  ; donc  n = î et  * peut 
diviser  l’équation. 

Cherchons  le  diviseur  de  la  forme  x’  + + n : parmi 

les  diviseurs  de  A et  B qui , diminués  d’une  unité  , forment 
une  progression  arithmétique  avec  quelque  diviseur  du  dernier 
terme , on.  trouve  a et  t o -,  car  î , 5 et  g sont  une  suite  de 
nombres  dont  la  différence  = 4 i donc 

n = 5 , m -f-  ti  = 9 , d’où  Tri  s=  4« 

Ainsi  le  facteur  double  est 

xa  -f-  4X  ~h  5 ; 
donc  la  proposée  revient  à 

(x*+  1 ) (x‘+4Æ  + 5)  = o, 
qui  donne  ces  racines 

x = + S/—  i , x = — l/—  i , 

x — . 2 -f-  y — î , x — — a — \/ — i. 
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85.  Nous  allons  envisager  la  question  sous  un  autre  point 
de  vue , en  nous  bornant  cependant  à la  décomposition 
d'une  équation  du  quatrième  degré  en  ses  diviseurs  du  second 
degré. 

Reprenons  donc  l’équation  du  quatrième  degré 

x*  4.  PjJ  4.  + Rx  + S = o , 

et  proposons-nous  de  la  décomposer  en  deux  facteurs  dn 
second  degré 

xl  -f-  Ax  “4-  B « o , -4*  A'x  4*  B’  = o. 

Les  racines  de  la  proposée  étant  « , f , y , si  l’on  cherchait 
l’équation  dont  les  racines  fussent  les  sommes  des  racines 
« , ff , y , î , prises  deux  à deux  , on  en  trouverait  une  du 
sixième  degré , qui  servirait  à déterminer  le  coefficient  du 
second  terme  des  diviseurs  du  second  degré.  En  effet , les 
facteurs  de  la  proposée  étant  x — *,  x — £,  x — y,  x — S , 
il  y a lieu  à six  diviseurs  du  second  degré  , dans  chacun  desquels 
le  coefficient  du  second  terme,  est  la  somme  de  deux  des  racines 
de  la  proposée  ; ainsi  l’équation  d’où  dépend  A , par  exemple  , 
doit  être  du  sixième  degré.  Mais  , dans  cette  équation  finale , 
le  coefficient  du  second  terme,  étant  la  somme  des  valeurs  de 
A , prises  en  signes  contraires , vaudra 

+ 3C  + 3y  -4-  3^  = — 3P  , 

I 

et  on  le  fera  disparaître  en  posant 

3P  P 

A ~ y + y • d où  y — A — a » 

ensorte  que  les  racines  de  l’équation  finale  seront , en  met- 
tant pour  A toutes  ses  valeurs  , 

» 
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_y  = -(*4-C)H = (0# 

*=-(*+»)  + = îtip=Z, (a), 

,=_<.+>) +ifeH  = p). 

y=-(e+r)+=tîÇ±i=^=ï («. 

^=_({+^)  + î±î±£±i='-±!=^ (5), 

,=_frV<î  + ^te^  = "+C7~J CS). 

qui  sont  égales  deux  à deux  et  de  signes  contraires , ainsi 
que  le  montrent  (î)  et  (G)  , (a)  et  (5)  , (3)  et  (4)  ; par 
conséquent  l’équation  en  y ne  renfermera  aucune  puissance 
impaire  de  y,  et  elle  pourra  se  réduire  à une  équation  du 
quatrième  degré  , en  z , en  posant  y*  — Z.  • 

Le  ^produit  des  facteurs  correspondans  aux  six  racines  de 
l’équation  en  y , sera 

[>-C-±“)'][r-(=±^)‘] 

o-c+^y]— 

faisant  y'—z,  et  posant  pour. équation  finale , * 

■ 

z3  — Lza  -f  M*  — N = o , 

on  aura 

l = (^?=o‘+ (d^) + 
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• i 

. ^«4-*— y — fy  ^a+y — g — J'y 

+(=**?¥)■  c^y- 
N=(.+£_rri).  ('±£=^)\  . 


Or , dans  l’hypothèse  de  P = o , pour  abréger  les  calculs  , 
on  a (cbap.  VU) 


(*  4- c — y — <0  (<*  4-y — £ — ^)  (»  4-  ^ — £ — <^) 

2 ( «**  4~  ^ 4™  y1  4“  ^ ) 4"  2 ( ctoy  4 4"  *>4  4"  £y<^ ) 

— («4-  * 4-  y 4*  ^ ) ( *’  4-  *3  4-  y3  4-  <^)  = 8R  ; 


les  autres  coelliciens  L,  M sont  aussi  des  fonctions  invariables 
de  * , S , y , <f , qui  peuvent  par  conséquent  s’exprimer  au 
moyen  des  coefliciens  Q , R et  S de  l’équation  donnée , et 
l’on  trouve , par  un  calcul  qui  n’a  de  difficulté  qu’un  peu  de 
longueur , 

L = — aQ , 


d’ailleurs  , 


i M = Q=  — 4S; 
N = R»; 


donc  l’équation  finale  est 


4.  4-  (Q*_4S)  z — R*  = o (7); 

» * C 

€t  comme  son*dernier  terme  est  essentiellement  négatif , elle 
aura  , au  moins,  deux  racines  réelles,  l’une  positive  et  l’autre 
négative  (lre  sect. ).  Reprenons  maintenant  l’équation  sim- 
plifiée par  J’  = o , savoir, 

x t 4"  Qx*  “t-  4*  S = o , 
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pour  laquelle  les  facteurs  du  second  degré  deviennent 

-f-  Ax  -)-  B = o , x*  — Ax  -f-  JJ  = o , 

on  trouvera  , après  les  avoir  multipliés  l’un  par  l'autre  , et 
comparé  leur  produit  avec  la  proposée. 


A(Q+  AQ—  R 
2A  m 


P 

2 


* 

donc  on  aura  nécessairement  une  valeur  réelle  pour  B et  une 
pour  B'.  Ainsi  les  deux  facteurs  précedens  seront  réels.  « 
Examinons  le  cas  de  II  = o ; on  a d’abord , d’après  (7) , 

' z — o , d’où  7 = 0, 

et  conséquemment  A = o,  à cause  de 

y = A 

les  valeurs  correspondantes  de  B et  B'  deviennent  donc  - 

o’ 

circonstance  sur  laquelle  nous  allons  revenir  : les  deux  autres 
facines  sont 

z = — Q + 2 l/S  , z = — Q — s [/S, 

auxquelles  répondent , d’après  A=j^r=  [/z , ces  valeurs 
de  À , 

A ==  — V—  Q + 2 l/S  , A = ± /—  Q — Ü y/s. 

Pour  les  deux  premières  valeurs  conjuguées  de  A,  on  a 

8=24A=  VS.  “ S 

et  pour  les  secondes  , 

b = 5±£=_^s, 


B' 


B 


= V/S, 


On  conclut  donc  pour  N 

x*  + Qx»  + S = o, 
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ces  deux  décompositions 

(*’+  x v/—  Q 4-  a v/S  + l/S  ) 

(x3— x y/~ Q + 2 v/S  + v/S)  = o (8) , 

(x*-f  xy/ — Q — a y S — y/S) 

(x3— x y/—  Q—  3 y/S^—  y/S)  = o (g). 

Maintenant  pour  voir  ce  qui  se  passe  lorsque  la  valeur  de  B 
se  produit  sous  la  forme  de  l’indétermination , reprenons 
l’équation  du  quatrième  degré  et  les  facteurs  du  second , qui  , 
dans  l’hypothèse  actuelle,  se  réduisent  à 

• . x*  -f~  Qx3  ■+•  S = o , 

x*  -f-  B = o , x3  + B'  = o ; 
on  a donc  pour  résultats  des  comparaisons  , , 

B + B'  = Q,  BB'  = S , 

ensorte  que  la  valeur  de  B sera  donnée  par  la  résolution 
d’une  équation  du  second  degré , dont  l’une  des  racines  sera 
prise  pour  B et  l’autre  pour  B'.  Ainsi  la  valeur,  de  B , déduite  de 

„ _ A (Q-t-AQ-R 
aA 

• 

ne  devenait  | pour  R = o , d’où  résultait  A = o , que  parce 
que  l’expression  de  B étant  rationnelle , n’était  pas  propre  à 
donner  deux  valeurs  de  B , et  cependant  on  ne  devait  pas 
plutôt  obtenir  l’une  que  l’autre  £Ire  sect. , chap.  XXV  , (34o)]]. 

L’équation  du  second  degré  qui  donne  les  deux  valeurs  de 
» . est  éTUfc- 

B*  — QB  + S =/<>,  jtFé&F- 
T * 

de  laquelle  on  déduit 

B = iQ  + B'  = i Q - Vï 

donc  les  facteurs  doubles  de 

(d  + Qr*  + S ^ ' 
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seront 

(to)....x*  + iQ+/KF^,  x>+iQ-t/|Q^=S...(u). 
Dans  le  cas  de  S > o et  > \ Q%  si  l’on  pose 

iQ=/.  iQa-s  = -gV 

on  trouvera  les  quatre  facteurs  du  premier  degré 

* + V — > > x + ^/_  i , 

x — V/— /— g V—  1 . x — f+g  V-^  ; 

si  l’on  multiplie  entr’eux  ceux  de  la*première  ligne , et  l’un 
par  l’autre  ceux  de  la  seconde , on  trouvera  d’abord 

• . 

4-  W— f— gV— i 4-  V'—f+gV—i]  x + v/fM-g’, 

x*  — [V— /— gv7— ■ + i/— f+gv— >]  •r+  vT'+g3, 

qui  (chap.  I)  se  transforment  dans  les  suivans, 

xt  + iY/-  p/+2V//‘-Hg‘,  + VF+f, 
x’—  x\/—  *f+*\/f*  + g 4-  V7/1  + g1 , 

facteurs  réels  et  les  mêmes  que  ceux  de  ( 8 ) , à cause  de 

/=iQ  et  -g>=iQ>  - S,  . 

tandis  que  les  facteurs  doubles  produits  des  facteurs  vertica- 
lement placés , savoir  x*  -f-  f -4-  g \/ — i , x’  -f - f — g \/ — i , 
sont  imaginaires  : néanmoins  en  les  multipliant  entr’èux,  on 
retrouve  la  proposée. 

Il  est  maintenant  très-facile  de  comprendre  qu’on  ne  gagne- 
rait rien  à décomposer  l’équation  du  troisième  degré 

x3  -f-  Px*  -f-  Qx  -f-  R = o , 
dans  les  facteurs 

x*  + Ax  + B et  x -f-  A'; 
car  pour  la  détermination  de  A',  on  serait  conduit  à l’équa- 
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tion  du  troisième  degré  ; 

— A'3+PA'a—  QA'+R  = o ou  A'3 — PA'*+  Q A' — R = 6, 

puisque  de  j + A'  = oon  déduit  x — — A'  : conséquence  qui 
devient  plus  évidente  encore  , si  l'on  considère  que  A'  doit  être 
l’une  quelconque  des  racines  de  la  proposée.  Quant  au  coeffi- 
cient A , comme  il  est  la  somme  de  deux  quelconques  des  racines 
de  la  proposée , on  aura  pour  l’évaluer  une  équation  dont  les 
racines  seront 

— («  + y)»  — (£  + y)j 

et  qui , conséquemment  , sera  du  troisième  degré.  Le  coeffi- 
cient B sera  encore  donné  par  une  équation  du  troisième  degré, 
ayant  pour  racines  les  produits  deux  à deux  «?,  «y  ,*à  : nous 
avons  effectivement  vu  (.1"  sect. , cbap.  XXIY  ),  que  cescoeffi- 
ciens  étaient  donnés  par  ces  équations 

A3  — nPAa+(Q-f-  P*)  A + R — QP  = o,  B=  — -JL_; 

ensorte  que  quel  que  soit  celui  de  ces  coefficiens  qu’on  veuille 
évaluer,  pour  en  conclure. les  deux  autres  , on  parvient  toujours 
à une  équation  du  même  degré  que  la  proposée. 

8.  Ceux  qui  désireraient  approfondir  Cettematière  , pourront 
consulter  la  note  X déjà  citée  de  la  résolution  des  équations  numé- 
riques, sur  la  décomposition  des  polynômes  en  facteurs  réels , 
que  Lagrange  termine  par  cette  observation  : « Il  faut  aypuer 
r>  qu’à  l’exception  de  quelques  cas  particuliers  où  la  décompo- 
n sition  de  l’équation  est  facile,  cette  méthode  sera  impraticable 
r>  par  la  multiplicité  et  par  la  longueur  des  opérations  qu’elle 
n peut  exiger.  r>  Aussi  l’objet  principal  de  cette  note,  est  de 
prouver  , à priori  , la  possibilité  de  cette  décomposition  des 
polynômes  et  des  équations  en  facteurs  réels  du  premier  et  du 
second  degré , objet  qui  n’avait  pas  encore  été  rempli  d’une 
manière  directe  et  complète. 


. Digitized  by  Google) 


ALGÉBRIQUE. 


3a  i 


CHAPITRE  XV. 


De  V extraction  des  racines  des  quantités  en  partie 
commensurables  et  en  partie  incommensurables . 

Sj.IN'oüS  avoas  déjà  assigné  (Ir*  sect.,  chap.  XIX)  la 
relation  entre  o et  i,  sous  laquelle  il  était  possible  de  dé- 
composer l’expression  doublement  radicale  / a -f-  [/b  en  deux 
radicaux  carrés  séparés  ; nous  allons  , dans  ce  chapitre,  gé- 
néraliser la  question  , et  nous  occuper  de  l’extraction  de  la 
racine  n,im‘  des  quantités  de  la  forme  a -f-  /b  , et  d’abord, 
pour  commencer  par  le  cas  le  plus  simple,  nous  considére- 
rons celui  de  n = 3. 

On  aperçoit  de  suite  qu’on  ne  peut  supposer 

3 

y/a  -f  y b = y/A  + y B , 

parce  que  le  cube  de  /K  -f-  {/Ii  ne  contenant  que  des  ternies 
irrationnels , le  nombre  a ne  serait  pas  commensurable  comme 
on  l’a  supposé. 

Cette  contradiction  cesse  d’avoir  lieu  lorsqu’on  suppose 
1 

Ka-f-j/6  = A -}-  v/B  , 
ou,  plus  généralement, 

i 

V a ~h  V b — ( A.  —J-  /B  ) s , 

z étant  mie  indéterminée.  Élevant  de  part  et  d’autre  au  cub;  , 

ai 


/ 
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il  viendra 

a + ]/b  = s3  (A3  -f  3A*  l/B  4-  3AB  + B l/B) , 
ensorte  que 

a = z3  ( A3  4-  3AB  ) , = *S  ( 3A4  + B ) |/B- 

II  faut  de  ces  deux  équations  déduire  A et  B , et  on  obser- 
vera que  la  forme  supposée  à la  racine  cubique  , n'aura  lieu 
qu’autant  qu’on  trouvera  pour  A et  pour  B des  nombres  ra- 
tionnels. levant  l’une  et  l’autre  équation  au  carré  , puis 
retranchant  la  seconde  de  la  première , on  aura 

= A«  — 3A4B  + 3A*B*  — B3  = ( A*  — B)3, 

posant  z3  = C , puis  extrayant  la  racine  cubique  de  part 
et  d’autre  , il  viendra 


Choisissons  C d’après  la  condition  que  (a*  — b ) C soit  un 
’ cube  parfait,  et  posons. 


sous  aurons 


✓(a*  — i)  C 
C 


c. 


A*  — B = c , d’où  B = A*  — c. 
Substituant  pour  B cette  valeur  dans  celle  de  a , on  trouvera 


4CA*  — 3cCA  — a = o. 

Pour  que  A et  B soient  des  nombres  rationnels  , il  faut 
que  la  dernière  équation  ait  une  racine  commensurable.  On 
prend  C = 1 , lorsque  a*  — b est  un  cube  parfait , ainsi 
qu’il  arrive  à l'égard  des  doubles  radicaux  qui  entrent  dans 
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l’expression  des  racines  du  troisième  degré  , et  qui  sont  de 
la  forme 

vZ-f+v/f^ 

en  effet , alors 

« = -î,  b = £±£, 

* 4 *7 

d’où  résultent 

a* — b — ±.  — , c=»/±f-  = ±:| 

$7  -V  a7  3 * 

ensorte  que  l’équation  qui  donne  A,  devient 
4A3  rp  pA  -f-  3 — 0 » d’où  8A3  zp  £/jA  -f-  7 — o , 
et  faisant  aA=  y. 


y + PJ'  + 7 = O. 


A l'égard  de  l’expression  y/ a — y/S , on  poserait 

« 

l/a  — V/^  = ( A — |/B  ) z, 

et  on  suivra  de  tout  point  la  marche  des  calculs  précédens. 

Soit  la  quantité  5a  -f-  5o  y/3 , dont  on  propose  d’extraire 
la  racine  cubique  : on  a,  par  l%comparaison , 

a = 5a , ,y  b = 3o  y/3  , a‘  — b =s  4 , 

A*  — B = -V  y4C. 

la 

Dans  cet  exemple , pour  rendre  4C  un  cube  parfait , il  faut 
prendre  C = a : on  trouve  ensuite 


A*  — B = c = 1 et  8A3  — 6A  — 5a  = o. 


ai,. 


/ 
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Pour  préparer  cette  équation,  on  fera  2 A = y , d’où  résulte 
y3  — 3 y — 5fl  = o : 
on  trouve  pour  la  racine  , 

y = 4 > donc  A = 2 , B = 3 , 

d’où 

\/ba  -J-  3o  \/3  = ( 2 -f-  y/3)  y/a. 

Soit , en  second  lieu  , l’expression  — îo  -f-  9 V — 3 dont 
on  ait  à extraire  la  racine  cubique.  Pour  ce  cas  , 

a = — 10 , y/b  = g y/ — 3 , as  — b = 343  , 

A*  — B = e = |/343  ; 
comme  343  est  un  cube  parfait , savoir  (7)5,  on  a 
C = 1 , c = 7, 
et  l’équation  en  A devient 

4A3  — 2lA-f-*0  = 0> 

dont  les  trois  racines  sont 

A = 2 , A = ; , * A = — ^ ; 

• donc 

B = - 3 , B = - ^ , B = - 2 ; 

d’où  l’on  déduirait  les  trois  racines  cubiques  cherchées. 

$8.  En  général,  la  racine  du  degré  n de  l’expression  n-\-y/b , 
doit  être  supposée  de  la  forme  A -J-  y/B  : i°.  parce  que  ce 
résultat  élevé  à la  puissance  n , est  comparable  avec  a-f-  y/b  ; 
2°.  parce  qu’il  résultera  de  cette  comparaison  deux  équations  , 
l'une  entre  les  termes  rationnels  , et  l’autre  entre  les  termes 
incommensurables , desquelles  on  déduira  les  valeurs  des 
indéterminées  A et  B , qui  doivent  être  rationnelles  lorsque 
l’extraction  est  possible.  On  introduit  dans  cette  analyse  une 
arbitraire  C qu’on  détermine  de  manière  que  B ne  devienne 
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commensurable  on  incommensurable  que  par  A , ainsi  qu’on 
le  remarque  dans  la  racine  précédente.  Soit  donc  à extraire 
la  racine  nUm'  de  a V'b  • on  posera 

V ’/a+Ÿb  = (A+  VB)  {/ C , 

ensorte  qu’en  élevant  de  part  et  d’autre  à la  puissance  n , et 
faisant  deux  équations  , l’une  entre  les  termes  rationnels  , et 
l’autre  entre  l^^ermes  incommensurables , on  aura  * 

\/b— C A"-  \/B  + -""à’p  A"-3B  \/B  + etc.) . . . (n), 

d’où  il  est  facile  de  conclure 

a = iC[(A+  v/B)»+(A  — VKY], 

\/b  = i C [(  A + V'B )*  — (A  — v'B)"]. 

En  imitant  ce  qui  a été  fait  précédemment,  ôn  retran- 
chera le  carré  de  la  seconde  équation  de  celui  de  la  pre- 
mière , ce  qui  donnera 

a’-iiiCV  (A  + i/B)’“  + 2 (A*  — B )*  1 

< + ( A — V'B)’"  — ( A + V'B  J”  > 

l + a (A*  — B)"  — (A  — [/CY") 


et  réduisant , on  trouvera 

o*  — b = C*(A>  — B)*, 


11  faudra  d’abord  prendre  C de  manière  que 
devienne  une  puissance  exacte  du  degré  n , que  nous  dési- 
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gncrons  par  c , ensorte  qua 


B = A1 


.(3). 


Substituant  cette  valeur  pour  B dans  ( i ) , on  aura  une^ 
équation  du  degré  n en  A (*),  qui  devra  comporter  des  racines 
conmiensurables,  pour  que  B et  A soient  des  nombres  com- 

mensurables. 

r 

Supppsons  qu’on  ait  à extraire  la  rachat  cubique  de 
— * 3 -+-  TT  y' — 3 ; on  aura 

a ' — b 343  73 


n—  3,  a = — 3,  6=  — 


too 


27C*  ~ 


en  posant  C = 1 : donc 


A*  — B = £, 


d’où  B = A* 


r « 
s * 


ensorte  que  l’équation  (1),  en  y faisant  n = 3 et  remplaçant 
B par  sa  valeur  ci-dessus  , donne  la  suivante  , 

4A5  — 7A  -f  3 = o , 


qui  a poUr  racines  f , 4"  1 1 — ï : les  valeurs  de  B seront 
donc  — , — f , — tc  > et  Ie  binôme  proposé  aura  les  trois 

racines  cubiques 

i -h  I v=i.  * 4-  ! - i + i V7-^- 

La  racine  quatrième  du  biDome  14  4*8  y 3 donne 
n = 4 > a — i4  » b — 192,  d’où  a1  — b = 4 : 


(•)  On  observera  quen  étant  pair,  la  plu»  haute  puiuance  ite  B dans  (1)  , 
» * 
est  B’  qui  est  multiplié  par  A»;  ensorte  que  , d’après  (3) , B*  sera  remplacé 
par  un  polynôme  du  degré  n en  A.  Lorsque  n sera  impair , la  plu»  haute 

m— i 

puissance  de  B dans  (i),  sera  B * qu’on  remplacera  , d’après  (3),  par  un 

■*— « 

polynôme  du  degré  n — t en  A ; mais  comme  B * est  multiplié  par  A , 
le  polynôme  résultant  sera  encore  du  degré  n. 
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qu’on  pose  C = { , on  aura 

A*  — B = y/ 16  = 2 , d’où  B =;  A1  — 2 , 
et  l’équation  (1)  deviendra 

A4  — aAJ  — 3'  = o; 

on  en  déduit 


A = ±J/3,  A = =*=  y/-*  , 

et  ces  valeurs  correspondantes  de  B , savoir,  B = 1 , B = 
Le  système  de  valeurs  A = y/3  et  B = 1 , donne 


— 3. 


VW  + 8 K3 


V^  + J 

— ï • 

y/a 


Dans  le  cas  de  n pair  , comme  il  arrive  dans  le  second 
exemple  , l’équation  (1)  est  du  quatrième  degré  , et  réductiblo 
à une  équation  d’un  degré  moitié  moindre,  c'est-à-dire,  réso- 
luble à la  manière  des  équations  du  second  degré.  Mai»  alors 
on  peut  poser 


y 'a+  Vb  = (J/A+  1/B)  l/C, 

A et  B devant  être  des  quantités  rationnelles.  Elevant  de 
part  et  d’autre  à la  puissance  an , on  trouve 


a-j-y/ù=Cj 


( ( y/A)“+  y O/a)—  y/B+ — ' ( V/  ] 


2n.an— 1 .an — a 
1 .a. 3 


(y/A)1"- 3B  y/B  -J-  etc. 


Egalant  séparément  les  termes  rationnels  et  ceux  qui  sont 
affectés  de  radicaux  , on  obtient  ces  deux  équations 


a=a 


, an.2n—  1 . 

A*-| A—'B 

1 î .* 


. an. an — î.an  — a. an — 3.A"  "B1  , 

+ . „ g-> f-etc. 


K..  CO, 


1 .a. 3. 4 

y/i=c{~(j/A)**-'  y/B-f-  fln'3l”it-;g--(V/A)‘-1-3B  y/B-f-etc. } , 
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a = ±C  CÜ/A  +V  B)«  + U/A  — WJ, 
|/&  = s C [(i/A  + ^B)«  - (V/A  — V/B)*"], 
et  de  là  , comme  ci-dessu«  , 

ea  — £ = C*  ( A — B )•» , 

d’où 


an 


et  conséquemment, 

B = A — c. 

* 

Ces  formules  appliquées  à l’exemple  que  nous  venons  de 
traiter , donnent 

n — a , a = i/(  , b — îqa  , d'où  aa  — b = 4 > 

4 

A — B = yj  ~ — y'iG  = a = c; 

en  faisant  C = 5 : on  a donc 

B = A * — 2 , 

et  l’équation  (4)  donne  , par  la  substitution  de  cette  valeur  de 
B , et  dans  les  hypothèses  précédentes  , 

A*  — 2 A — 3 = o, 

d’où  l’on  déduit 

A = 3 , A = — î , 
valeurs  auxquelles  correspondent 

B = i , B = — 3. 

Pour  A = 3 et  B = î , on  trouve  , comme  ci-dessu*, 

v«4  + 8 i/o  = 

V^a 
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CHAPITRE  X\T. 


De  T évanouissement  des  radicaux  dans  les  équations. 


89.  JL/Évanouissement  des  radicaux  dans  les  équations  qui 
en  contiennent , ne  présente  quelques  difficultés  qute  lorsque 
les  radicaux  entrent  dans  plusieurs  termes  ; car  lorsqu’il  n’entre 
qu’un  seul  radical  dans  l’équation  , on  peut  l’isoler  dans  l’un 
des  membres , et  élever  à la  puissance  indiquée  par  l'indice 
du  radical. 

90.  La  règle  à suivre  pour  ramener  une  équation  à une 
forme  toute  rationnelle , est  celle-ci  : Remplacez  chaque  ra- 
dical par  une  lettre,  ce  qui  donnera  une  équation  sans  radi- 
caux, et  d’ ailleurs  autant  d'équations  que  de  radicaux  'élevez 
chacune  de  celles-ci  à une  puissance  égale  à l'indice  du  radical 
quelle  contient  ; puis  éliminant  entre  toutes  ces  équations  , les 
lettres  qui  représentent  les  radicaux , il  viendra  une  équation 
Jinale  qui  sera  celle  qu’on  cherche. 

Eclaircissons  cette  règle  par  quelques  exemples.  Soit  d’abord 
l'équation 


x*  — \é ax  -f-  bx‘  = 


m. 


posons 


l/ox  = y , l/  bx‘  — z , 

hypothèses  qui  réduisent  la  proposée  à 
x’  — y z — m , 


3 3o 
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y = x*  z — . m : . ' , 

élevant  au  carré  de  part  et  d’autre  , remplaçant  y1  par  sa 
valeur  ax , et  faisant 

A = (x1 — m)* — ax  , B r=  a (x*  — m) , 
on  aura  la  transformée 

. z*  + Bz  -j-  A = o (t)  ; 


mais  l’équation  z — b. r“  élevée  au  cube  , donne 

1 z3  — bx*  = o , 

et  la  précédente  multipliée  par  z , devient 
z3  -f-  Bz*  + Aa  = o ; 

retranchant  la  première  de  la  seconde , la  différence  est 

Bz4  +~  Az  + bx*  = o (a)  ; 

multipliant  ( 1 ) par  B , et  du  produit  retranchant  ( a ) , 
trouve 


d’où 


(B4  — A)  a -f  BA  — bx*  = o , 
, _ ( bx*  — B A)3 


(B1—  A)3 


= bx'. 


on 


et  faisant  disparaître  le  dénominateur  , on  parvient  à 

&r4  (B*  — A )3  = ( bx*  — BA)3. 

Après  avoir  remplacé  B et  A par  leUrs  valeurs , fonctions 
rationnelles  de  x , on  trouvera  une  équation  du  dix-huitième 
degré. 

Soit , en  second  lieu  , 

. s 

y/ax  — y a*  — ax  = aa  -f-  yax'. . . . .(1)  : 
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pour  en  Faire  disparaître  les  radicaux , posons 

» 

3 

t = \/ax  , v~  \/x — ax  , y—\/ ax' (2), 

substitutions  qui  transformeraient  la  proposée  dans  la  suivante , 
t — v = 2a  -f-  y '• 

c’est  de  cette  équation  qu’il  faut  nécessairement  éliminer 
t , v et  y , pour  n'avoir  plus  qu’une  équation  rationnelle  en 
x.  Elle  donne  d’abord 

y — t — v — sa,  ou  y -=  t — r, 

en  faisant 

donc 

y3  = ax*  — t3  — 3 t’r  -f-  3/r*  — r1 (3) , 

et  puisque  t = l/ax  , on  a 

t*  = ax , f3  = atx  ; 

substituant  pêur  i1  et  f3  leurs  valeurs  dans  (3)  , cette  équa- 
tion devient 

ax’  = atx  — 3 arx  -f-  3 ir*  — r3 (4)  » 

d’ailleurs , 

r*  r=  v*  -f-  -f*  4a*  = 5a*  -f-  4°^  — ax  1 

en  mettant  pour  v*  sa  valeur  a* — ax  ; et,  à cause  da 
r = v-j-aa,  ona 

r3  = v3  + 6av*  -f  taa’v  + 

remplaçant  v*  para*  — ax  et  v3  par  aV — a ex,  on  trouve, 
après  les  réductions, 

r3  = 14a3  -f-  i3a*v  — avx  — 6a’x. 
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Substituant  maintenant  dans  (4)  pour  r , r*  et  r3  leurs  va- 
leurs , on  obtient 


ax*  = atx  -f-  3 ax  ( — v — sa  ) -f-  3f  ( 5aJ  -f ■ £,av  — ax  ) 

-f-  ( — 1 4&3  — i3a*v  -|-  avx  -f-  6a‘x  ). 

Faisant  les  multiplications  indiquées , transposant  dans  le 
premier  membre  les  termes  affectés  de  t , et  dégageant  t , on 
aura* 

_ ax*- f-  i4<ï3  4-  1 3a’ t»  -f-  a avx 
î oaa  — aax  -f-  î a av 
_ x*  -f-  1 4a’ 4-  i3av  4“  avx 
i5 a — ax  -f-  lav 

Elevant  tout  au  carré,  il  vient 

/x*  r4a*  4-  i3av  -|-  aux\‘ 

* = “ = V, Tba^c+\âv ) ■ 


Après  avoir  développé  le  carré , fait  évanouir  le  dénomina- 
teur , substitué  pour  v * sa  valeur  a*  — ax  , opéré  toutes  les 
réductions , et  transporté  dans  le  premier  mÀbre  tous  les 
termes  affectés  de  v , on  aura , en  dégageant  v , élevant  en- 
suite les  deux  membres  au  carré  , et  remplaçant  v1  par  sa 
valeur  a* — ax  , 

t /x*  — 8ax14-  i84a‘x' — 486a3x -f- 365a<  \ » 

a ax  ^ — 4.1,'1 — 74ax;‘  4-  3o4a’x  — 364a3  J ’ 

faisant  les  opérations  indiquées , et  ordonnant  le  résultat  par 
rapport  aux  puissances  de  x , on  trouve  enfin , »■ 

x*  4~  ioo8a*x# — i^S4a>xs — 276aa“x*  4*  368oa5x’ 

4-  agi6a6x* — g72«;x  4"  739a'  = °* 

gi.  On  peut  encore  se  proposer  cette  question  : Trouver 
ï équation  qui  a donné  pour  l'une  de  ses  racines  , 


I 
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x = y A -f  yB. 

Ce  problème  admet  plusieurs  solutions.  On  peut  d’abord  com- 

3 3 , 

biner  y A et  [/ B avec  les  trois  racines  cubiques  de  l’unité , 
ainsi  qu’on  l’a  vu  (chap.  X),  ce  qui  fournit  ces  neuf  com- 
binaisons de  facteurs , 

*■  s » î » J 

x—  v/A—  yB,  x — « v^A — yB,  x—  y A — « \/B , 
x-»y A— « v/B,  x-«  v,A-«VB,  x— «VA— « t/B, 
x— «VA— «V®>  x — «VA — yB , x — ^/A — «VB. 

Si  l’on  multiplie  ces  facteurs  entr’eux , et  qu’on  tienne 
compte  de  ces  relations  connues  entre  les  racines  cubiques 
de  l’unité  , 

1 +«  + «’  = ° > « + «*  -f-  «3  = O , «1=i, 

il  ne  restera  dans  le  produit  aucun  terme  irrationnel. 

On  peut  encore  poser 

J s 

t = i/A  et  u = y B , 

d’où  résultent 

t3  — A = o,  u3  — B = o , 
et  conséquemment, 

x — t — u — o. 

. ) i i 

Si  pour  t on  écrit  ses  trois  valeurs  y A , « y A , «*  y A , on 
aura  à multiplier  les  trois  facteurs 

[(x  — zi)  — V/A][(x  — zi)  — « y A~\  [(x  — u)  — «’  v/A]  : 
or  les  coefilciens  des  second,  troisième  et  quatrième  termes 
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étant 

1 + * 4“  **  — 0 > * -f-  «*  -f-  a3  = o , »*  = 1 , 

le  produit  se  réduira  à 

( x — u y — A = o. 

1 J s 

Ecrivant  pour  u ses  trois  valeurs  i/B , « \/B  , «’  y/B , ce 
produit  donnera  lieu  aux  trois  autres  facteurs  • 

(x — l/B)3 — A,  (x  — v'Bf—  A , (x  — V B)5— A; 

dont  le  produit  réduit  d’après  les  trois  relations  précédentes , 
est  le  même  que  celui  qu’on  obtiendrait  par  le  procédé  ci- 
dessus. 

Enfin,  la  manière  la  plus  simple  de  résoudre  la  question 
énoncée  , consiste  à faire  disparaître  les  radicaux  cubiques  par 
des  puissances  cubiques  successives.  On  aura  d'abord 

x3  = A + 3 ÿ A*B  + 3 \/AB*  -f  B : » 

transposant  dans  le  premier  membre  les  termes  sans  radi- 
caux , on  trouvera 

3 * 

x3  — • A — B = 3 v'A*B  3 V/  AB* 

= 3 t/AB[VA  + l/B]; 

donc 

x1  — A — B = 3x  v/AB. 

Elevant  au  cube  de  part  et  d’autre  , l’irrationnalité  disparaî- 
tra , et  on  parviendra  à l’équation  cherchée  , 

[x3  _ ( A + B)]3  — ayABx3 , 

laquelle  est  du  neuvième  degré  , ainsi  que  la  première  solu- 
tion le  démontrait  à priori.  Cette  équation  est  réductible  an 
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troisième  degré  , par  l’hypothèse 

x1  = z : 

or  si  nous  supposons 


nous  trouverons 


x1  -+-  q = — px , d’où  x*  -f-  px  + q = 9 , 

pour  l’équation  du  troisième  degré  qui  a donné  pour  l’une 
de  ses  racines, 


X =^A  + VB> 

comme  on  le  savait  d’^Kce. 


92.  Il  nous  reste  â faire  observer  que  les  opérations  au 
moyen  desquelles  on  fait  disparaître  les  radicaux , introduisent 
des  racines  étrangères  à la  proposée.  Nous  nous  explique- 
rons sur  des  exemples. 

L’équation 

V'x  — i = 1 4-  y/x—  4 (1), 

en  faisant  disparaître  les  radicaux  , conduit  à . 

x — 4 = 1 » d’où  x = 5 , 
valeur  qui  satisfait  à la  proposée.  L’équation 

— s/x—  1 = x — \/x—  4 (2)  , 

conduit  encore  à xr=  5 , après  l’évanouissement  des  radicaux  ; 
mais  il  faut  observer  qu’elle  ne  sera  satisfaite  par  cette  valeur 
de  x,  qu’en  prenant  chacune  des  racines  V^4  et  V 1 avec 
le  signe  moins.  Ainsi  l’équation  (2)  ne  peut  être  satisfaite , 
lorsqu’on  prend  les  radicaux  sous  le  signe  plus. 
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L’équation 

ax  — V^x-f-i  = 4, 

conduit  à 

4^*  — 17X  + i5  = o (3), 

qui  a pour  racines 


la  première  valeur  de  x satisfait  seule  à la  proposée  , mais 
la  seconde  , substituée  dans  le  premier  membre  , donne  l’unité  , 
et  conséquemment  elle  ne  satisfait  pas.  Pour  rendre  raison  de 
ce  fait , on  observera  que  le  carré  de  ^/x+i,  étant  le  même  que 
celui  de  — ^/x  + î , les  deux  équations 

(4)...  — \/x+  î =4—  ax,  -^x-f-i  =4— ax...(5), 

conduisent  à l’équation  (3)  , et  que  3 satisfait  à (4)  , tandis 
que  x=  * satisfait  à (5). 

Par  rapport  à l’équation 

• _____  s 

V/x-f-a  — \/3x  — 5 = î, 

si  on  fait  disparaître  d’abord  le  radical  cube , puis  le  radical 
carré , on  est  conduit  à 

x3  — 24X1  + aix  -f-  46  = o , 

dont  les  racines  sont  + a , -j-  a3  et  — i : les  deux  premières 
satisfont  à la  proposée , tandis  que  la  dernière  ne  convient  , 
qu’en  prenant  le  radical  carré  avec  le  signe  moins.  Autre- 
ment, si  l’on  pose 

j 

' l/x  -f-  a = y , l/3x  — 5 — z , 

d'où 

x 4-  a = y*,  3x  — 5 = 7?  et  y — * = 1 , 
et  qu’on  élimine  x et  y entre  ces  trois  équations,  on  trouvera 
z3  — 3 za  — 6z  + 8 = o, 
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équation  qui  a pour  racines  + 1 , +4  et 1 — 2 ; les  valeurs 
correspondantes  de  y , sont  — f-  *2  , —J—  5 et  — i , et  celles  de 
x sont , comme  précédemment , a , -(-  a3  et  — î : or  à 

s 

* = —2i=  yZx  — § , 

correspondent 

a 

y = — t = Éx+a  et  x — — î , 

et  la  valeur  de  y montre  qiAl  faut  prendre  le  radical  carré 
avec  le  sigue  moins. 

• 

g3.  Il  nous  reste  à étendre  ces  procédés  à deux  équations 
entre  deux  inconnues. 

Soient  les  deux  équations  . 

y + 1 = V**  > X + y = 1 -f  + i : 

en  faisant  successivement  disparaître  les  radicaux  contenus 
dans  chacune  d’elles  , on  aura  celles-ci , 

sx= y*-\-2y î , x*+axy  — 3-r+y1 — 3y  = o, 

qui  donnent  pour  équation  finale  ( I"  sect.  , chap.  XXV)  , 

yi  -f-  Sy3  -f-  i2y*  — tfij'  — 5 = 0.  v 

Les  valeurs  de  y seront  + î , — 5 , — a + yZ,  — 2 — yZ , 
et  les  valeurs  correspondantes  de  x seront  -f-  2 , -f-  8 , a — y 5, 
et  a -f-  yZ  : les  valeurs  y = -f  i , x = + 2 satisfont  aux 
proposées  ; mais  y ■==:——  5 et  x = -f-  8 ne  leur  conviennent 
qu’en  prenant  y 0.x  avec  le  signe  moins.  Les  valeurs 

y = — a -f-  y' Z , x = a — yZ , 

substituées  dans  les  proposées  , donnent 

-1  + 1/3=  V/43T73  , o = i + \/i  ; 

22 
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la  seconde  n’est  donc  vraie  qu’en  prenant  en  moins  le  radical 
-f-  y + i '•  en  partant  de  la  formule 

= y/ÏE  - y/IE , 

« 

trouvée  ( Ire  sect. , chap.  XIX)  -,  et  posant  a = 4 « A = 12  > 
on  trouvera , à cause  de  c=  j/a’ — A , 

l/4—  l/i3  = V/3  — U'-f-  1 = — 1 + v/3  : 

ainsi  on  doit  prendre  [/ax  en  plus.  On  découvrira  facilement 
les  signes  qu'on  doit  supposer  aux  radicaux  pour  que  le* 
proposées  prennent  le  couple  de  solutions , 

y — — a — , x — a ■+•  \/3. 


■/ 
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CHAPITRE  XVII. 

De  la  résolution  des  équations  littérales. 

T out  ce  que  nous  ayons  dit  jusqu’ici , ne  convient  qu’aux 
équations  numériques  : nous  nous  occuperons , dans  ce  chapitre, 
de  la  résolution  des  équations  littérales. 

g5.  Pour  commencer  par  le  cas  le  plus  simple , considé- 
rons d’abord  l'équation 

x 1 — i6ax  55a*  = o : 
on  fera  x = ay , et  on  aura  la  transformée 

t 

y * — 16 y -f-  55  = o, 

qui  n’est  que  la  proposée  en  y faisant  a — 1 , ensorte  que 
les  racines  do  celle-ci  étant  5 et  1 1 , celles  de  la  première 
seront  5a  et  lia. 

Les  racines  de  l’équation 

x3  -f-  a*x  — âa3  = o , 
seront  pareillement  données  par  celles  de 

P + y — a = o ; 

et  comme  l’une  des  racines  y est  l’unité  , la  correspondante 
dans  la  proposée , sera  — a:  les  deux  autres  seront  iniatÿ* 
naires.  On  remarquera  que  les  deux  équations  que  nous  venons 
de  traiter,  ne  sont  réductibles  à des  équations  numériques  que 
parce  qu’elles  sont  homogènes. 

33. 
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96.  Passons  aux  équations  homogènes  entre  trois  lettres  , 
et  considérons  d’abord  la  suivante  , 

je3  -f*  a*x  + abx  — 2 a3  — P — o , 

on  pourra  appliquer  à sa  résolution  la  méthode  des  coefficiens 
indéterminés  : à cet  effet , et  si  b < a , on  posera 

x = A + Bù  4-  CP  -J-  T)P  + etc. , 

A , B , C , D , etc.  étant  des  coefficiens  , fonctions  de  a et  de 
nombres , qu’il  s'agit  d’évaluer.  On  a,  d’après  cette  hypothèse  , 

x1  = A3  -f-  3A*B6  + 3AB*  1 P + B3  b 3 + etc. 

4-  3AsC  I 4-  3A“D  + etc. 

4-  6 ABC  4-  etc. 

4-  a’x  = oa A 4"  4"  PCP  4"  PE)  P 4"  etc. 

4-  abx  — 4*  «A4  4"  aBP  -f-  aCb3  4™  etc- 

— aa3  = — 2a3 

— P = — b3’, 

« 

et  parce  que  la  somme  des  premiers  membres  est  nulle , i}  y 
a lieu  aux  égalités 

A3  4“  a” A — aa3  = o , 

3A*B  4*  a’B  4"  «A  =0  , 

3AB“  4-  3A*C  4-  a-C  4-  aB  = o , 

B3  4-  3A“D  4-  6 ABC  + o'D  4-oC- i = o, 
etc. 

La  première  est  satisfaite  par  la  supposition 
À = a; 

cette  substitution  faite  dans  la  seconde , la  réduit  à 

5a*B  4*  «’B  4 a“  = °i  d’où  B = — 

Ces  valeurs  de  A et  de  B , portées  dans  la  troisième  , 
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tyâ1 


1 5 1 
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de  la  quatrième  on  déduit 
D = 

On  trouve  donc 

b b2  . i3ih3 

x = a — — h r -t-  etc.,' 

• 4 °4a  5i2a“ 

^ . 

série  convergente  , puisqu'on  a supposé  b < a. 

On  remarquera  qu’on  a déterminé  le  premier  coellicient  A 
par  la  résolution  de  l’équation 

A3  -f-  o* A — 2a1  = o ; 

mais  si  cette  équation  n’admettait  pas  de  racines  comrnen- 
surables , on  serait  réduit  à chercher  une  valeur  appro- 
chée de  A. 

Dans  le  cas  de  b > a , on  supposerait 

x = A -f-  Ba  + Ca*  -f-  Da3  -f-  etc. 
et  opérant  ainsi  qu’on  vient  de  le  voir  , on  trouverai^ 


A =b,  B = -i,  C = - 
d’ou  résulte 


D = 


55 

8ih* 


etc. , 


, a a*  55  a3 

a7  = i___--+___etc.> 

série  convergente. 

Sous  la  première  relation  b < a , si  l’on  regarde  la  quan- 
tité b comme  nulle , la  proposée  se  réduit  à 

x3  -|-  a*x  — 2a3  = o, 

équation  qui  est  la  même  que  celle  qui  a servi  plus  haut 
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à déterminer  A,  ensorte  qu'on  en  déduit  une  première  valeur 
approchée  de  x , c'est-à-dire  a.  On  pourra  donc  poser 

x = a + p, 

p étant  une  quantité  très  - petite  , et  on  aura  la  transformée 

as  -f-  Sa'p  -f-  3 ap'  -f-  p3  = o = a‘b  /p?p  ; 

-f-  a3  -f-  a'p 
-4-  a‘b  -f-  abp 
— » aa? 

— b\  • 

en  négligeant  dans  cette  première  approximation , les  ternies 
qui  renferment  les  puissances  de  p et  b , supérieures  à la  pre- 
mière , ainsi  que  ceux  qui  renferment  des  produits  de  b pâr  p. 
On  a donc 


h 


Qu’on  suppose  maintenant 

b , 

x ~ a — 4 +■  1 ’ 

par  la  substitution  , et  en  s’arrêtant  à la  première  puissance* 
de  q , on  trouvera 

(“— 1)’+ 3 (—?)’»■ +”'(—  !) 

-f-  a'q  -f-  ab  Ça  — -J  -f-  abq  — aa3  — b3  = o ; 

✓ 

négligeant  les  puissances  de  b , supérieures  à la  seconde  , 
puisqu’on  s’en  fient  à b 3 dans  cette  approximation  , négligeant 
aussi  les  produits  de  b par  q , comme  étant  d’un  degré  infé- 
rieure à b*,  la  transformée  précédente  deviendra  • 

X 

= d’où  <7=^ 
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b , i P 
I = “-4+64  7- 


5*3 


Ponr  trouver  un  terme  de  plus , nous  poserons 

b 1 P , 

x = a“4+64  77+  r: 

en  négligeant  les  puissances  de  r au-dessus  de  la  première 
celles  de  b au-dessus  de  P,  et  les  produits  br , Pr  moindres 
que  P,  puisqu'on  s’en  tient  à P dans  cette  approximation  * 
on  trouve,  après  les  rédactions , cette  transformée  , 


4<jV  = 
ensorte  que 


i3tP 

128 


d’o 


i3i  b , 

5 12  a1 


b , 1 P , )3i  iJ  , 

x =z  a — -}  + c-, h - — — + etc. , 

4 64  a o 1 a a-* 

série  obtenue  précédemment  par  une  autre  voie. 

97.  Les  équations  qui  contiennent  plus  de  trois  lettre* , 
peuvent  se  traiter  à peu  près  de  la  même  manière;  mais  la 
difficulté'  consiste  à découvrir  ceux  des  termes  de  l’équation  , 
qui  sont  les  plus  grands,  et  qui  déterminent  la  loi  suivant 
laquelle  doit  descendre  la  série.  Nous  allons  résoudre  la 
question  par  line  autre  méthode. 

Soit  l’équation 

x3  — acPx*  — asP  x -f-  a*P  = o (1), 

-J-  Pb6  + a1  P 

-f • cd  — 2 PPc 

dont  on  demande  les  racines  qui  seront  exprimées  par  de* 
suites  infinies , si  elles  sont  incommensurables. 

D’abord  on  supposera  x = am,  et  si  l’on  est  tombé  sur  nne 
racine  de  l’équation , nécessairement  après  avoir  ordonné  le 
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résultat  par  rapport  aux  puissauces  successives  de  la  lettre  a , 
les  coefliciens  de  ces  puissances  seront  égaux  à zéro  ; mais  on 
conçoit  que  , pour  qu'une  telle  réduction  ait  lieu  , il  faut  que 
la  puissance  m de  a , soit  telle  qu’il  n'y  ait  pas  dans  le  résultat 
de  la  substitution,  un  terme  unique  de  plus  haut  exposant  de 
la  lettre  a,  parce  que  ce  terme  ne  pouvant  se  réduire  avec 
aucun  autre  , sa  destruction  serait  impossible.  Soit  d'abord  , 
par  rapport  à la  proposée  , x — a*  ‘ ; et  on  aura  cette  ligne 
des  plus  grands  exposans  de  la  lettre  a , 

a30,  a",  a'*,  a»; 


cette  supposition  n’est  pas  admissible , parce  que  a3"  est  lç  seul 
tenue  de  son  espèce.  Les  hypothèses 


X — “H  donnent 
x = a*  J l a1*. 


a",  a",  a®, 
aS  i a*. 


et  elles  doivent  être  rejetées , parce  que  les  termes  a’5  et  a’* 
ne  se  trouvent  pas  répétés.  Soit  enfin  x = a3  : on  a pour  ta 
ligne  des  plus  grands  exposans  , 

o»,  a\  a*,  a8, 

supposition  admissible  , puisqu'elle  fournit  deux  termes  d’une 
même  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a,  etqu’aiusi  les  termes 
de  as  peuvent  se  détruire.  Ces  deux  termes  sont  a3  — £aa9  ; 
or , si  l’on  eut  supposé 

x ~ k a3, 

k étant  une  indéterminée , la  condition 
lt3ü9  — hb‘a$  s=  o 

aurait  donné  • 

h xz  dfc  b ; 

donc  ± ba 3 est  le  premier  terme  de  deux  des  racines  de 
l’équation  proposée.  Soit  x = aa-,  ce  qui  donne  pour  la 
ligne  des  plus  hauts  exposans  de  a , 

a5,  a 5,  a8,  a\ 
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et  faisant,  comme  dans  l’exemple  précédent,  x—ka *,  les 
deux  termes  de  a®  seront 

— /ièVi8  + 6*a8  = o,  d’où  k — b'  \ 

donc  a'b * est  le  premier  terme  d’une  troisième  racine  de 
l'équation  proposée.  Toute  autre  supposition  serait  à rejeter  , 
ensorte  qu’on  ne  trouverait  que  trois  racines , ce  qui  doit 
arriver , puisque  la  proposée  n’est  que  du  troisième  degré.  Nous 
verrons  bientôt  comment  on  obtiendrait  les  termes  subséquens 
des  trois  séries  qui  expriment  les  trois  racines. 

q8.  Soit , en  général , l’équation 


o” 

xm  -f-  a"' 

xm'+  a- " 

xm"  -f-  a**  xra“-+-  etc.  = o , 

-f-  etc. 

+ etc. 

-f-  etc. 

-f-  etc. 

la  ligne  inférieure 

contenant 

les  termes  sous-ordonnés  par 

rapport  à la  lettre  a : on  demande  quelle  puissance  de  la 
lettre  a il  faut  substituer  à la  place  de  l’inconnue  x pour  i 
que  deux  termes  aient  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a. 

Si  l'on  suppose 

x = a', 

la  proposée  deviendra 

a"+”'  -f  -f-  etc  _ 0> 

-f-  etc.  4-  etc.  -f-  etc. 

Considérons  deux  exposans  quelconques , par  exemple  , n-j-mc 
et  n’  -f-  me  : suivant  qu’on  aura 

n + me  ou  = ou  n -f-  m'e  , 
on  aura  aussi 

n — n 

e > ou  = ou  <T  

rn — m 

Soient  maintenant  ( fig.  4 ) 

A m = m , Am'  = m , mrt  — n , m'ii  — n , 
mn  et  m'n‘  étant  perpendiculaires  sur  AN , et  menons  une 


J' 
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ligne  NM  qui  fasse  avec  l'axe  des  abscisses  , un  angle  dont 
la  tangente  trigonométrique  = e : si  cette  ligne  marchant 
parallèlement  à elle-même , jusqu'à  rencontrer  le  point  n , 
rencontre  en  même  temps  le  point  n , on  aura , en  menant 
nrt"  parallèle  à AN , 


tang  n'nnf'  = e 


/ u r r / 

n n n m — nm n — n 

nn"  Am — Am'  m — m' 


si  elle  laisse  le  point  n'  en  dessous , alors  on  aura  (fig.  5} 


e > 


n’  — n 
m — m' 


ou 


n -f-  me  > n'  -f-  me. 


enfin  si  cette  parallèle  à MN  passant  par  n , laisse  le  point  n 
en  dessus , -on  en  conclura 

e < ^ ”,  d’où  n + ms  < n'  + m'e. 

m — m 


Dans  le  premier  de  ces  trois  cas  seulement,  la  substitution  x= a* 
donnera  deux  termes  de  plus  grands  exposana  égaux. 

A l’effet  de  généraliser  ce  procédé , prenons  pour  abs- 
cisses les  exposans  de  x,  et  pour  ordonnées  correspondantes  , 
les  plus  hauts  expçsans  de  a dans  chaque  coefficient  des  puis- 
sances successives  de  x.  Si  on  veut  avoir  deux  termes  qui 
renferment  la  même  plus  haute  puissance  de  s,  il  faudra 
incliner  la  ligne  passant  par  l’extrémité  de  l’ordonnée  correspon- 
dante à la  plus  grande  abscisse,  jusqu’à  ce  qu’elle  rencontre  un 
autre  point  situé  de  telle  manière  qu’elle  laisse  tous  les  autres 
en  deçà , par  rapport  à l’axe  des  abscisses  : alors  la  tangente 
de  cette  inclinaison  sera  la  puissance  cherchée  de  la  lettre  a : 
on  obtiendra  donc  le  premier  terme  d’une  des  racines , eu 
égalant  à zéro  les  deux  termes  correspondans  de  l’cquation  , 
et  tirant  de  là  la  valeur  de  x en  a.  Par  exemple  , dans  l’équa- 
tion (i),  On  aurait  (fig.  6) 

Am—m—Z,  mn—n  — o,  Am  — m'— a,  m'n'  — n—  1 , 
Am"=  m"=  1 , n“=.  6, , Am"=  m*=  o,  m”nm=nmx=8 
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les  points  n'  et  n"  doivent  rester  au-dessous  de  la  ligne  mn", 
parce  que  des  proportions 

mm"  mm’  îf  m"n"  \ y' , mm"  î mm"  “ m"n"  z , 
on  déduit 

y — 3 > mn,  z = 9 > m’a"  ; , 

I 

donc  il  faut  égaler  à zéro  la  somme  des  deux  termes  qui 
» contiennent  a avec  les  exposans  n~  o et  n"  = 6 , ce  qui 
donne 

x 3 — asb‘x  = o , d'où  x = ±:  ab  , 

comme  on  l'a  trouvé  plus  haut  ; d’ailleurs  on  aurait  la  tan- 
gente trigonométrique 

n"  6 . 

e = = = = 3 , donc  a"  = <r. 

m — m 3 — î 

* * 
Pour  obtenir  une  autre  valeur  de  e , on  inclinera  la  ligne 

passant  par  le  point  n ",  jusqu’à  ce  qu’elle  rencontre  un  autre 

point,  ensorte  que,  dans  cette  position  , elle  n’en  laisse  aucun 

au-dessus  d’e  11#.  et  s’il  arrive  qu’alnrs  elle  passe  par  trois 

points  , on  égalera  à zéro  la  somme  des  termes  correspondans  , 

ce  qui  donnera  les  premiers  termes  d’autres  racines , et  ainsi 

de  suite  à l’égard  de  tous  les  points  qui  se  trouveront  sur  le 

périmètre  de  ce  polygone.  Dans  l’équation  proposée , comme 

le  point  n"  est  le  seul  à la  gauche  de  n",  on  égalera  à zéro 

la  somme  des  deux  termes  correspondans  , ou  de  ceux  dans 

lesquels  la  lettre  a est  affectée  des  exposans  n"  — 6 et  «*=8, 

et  qui  sont 

— a6b*x  -J-  a8M  = o , d’où  x — a’b* , 

ainsi  qu’il  résulte  de  la  première  méthode.  On  trouverait  pour 
ce  cas , « 

e ~ | = 2,  d’où  a .*  = a%, 

substitution  déjà  connue. 

ii  » 
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99.  Il  est  aisé  maintenant  de  .se  rendre  raison  de  la  règle 
suivante , donnée  par  Newton  , dans  son  Arithmétique  uni- 
verselle. 

Pour  résoudre  une  équation  littérale,  on  mènera  à angles 
droits  deux  lignes  A X , AY  ( fig.  7 ) qu'on  partagera  en  autant 
de  parties  égales  qu’il  y a d’unités  dans  les  plus  hautes  puis- 
sances de  1 et  de  y que  nous  prendrons  ici  pour  a ; puis 
après  avoir  coordonné  tous  les  termes  de  l’équation  proposée , 
horizontalement,  par  rapport  aux  puissances  de  x,  et  vertica-  • 
lement , par  rapport  à celles  dey',  on  placera  tous,  les  termes 
qui  sont  en  tête  des  colonnes  verticales , dans  les  cases  de 
même  x et  de  même  y , et  au  moyen  d’une  règle  , on  trou- 
vera sur-le-champ  tous  les  termes  des  équations  partielles  , 
qui  fournissent  les  premiers  termes  des  racines.  Faisant  une 
application  de  ce  procédé  à l’équation  (1) , dans  laquelle  on 
changera  oeny,  on  trouvera  que  les  lignes  qui  passent  par 
les  cases  y°x 3 et  y6x , ysx  et  x°_y*  laissent  tous  les  autres 
termes  en  dessous,  et  on  doit  poser 

x3  — b ' ysx  = o 1 ,,  . f x = ± b y3, 

— 6yx+  ay  = 0/  dou  i x = 

A ♦ 

résultats  obtenus  précédemment. 

Reprenons  la  formule 

n' — n , 

e = — —7  , 


et  posons  l’équation 


1 t 

T % 

i 

£ 

A 

ï 

yx5+ay>x< — ^y3 

x'-\-7y* 

x'—fy 

x+y* 

-*3y% 

-f-a  bc3y 

— 3 bcy% 

-by 

comparant  le  premier  terme  avec  chacun  des  suivans  , on 
formera  la  suite  des  valeurs  de  e , en  divisant  la  différence 
entre  l’exposant  de  y , dans  le  second  terme  comparé  , et 


t 
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celui  de  la  même  lettre  dans  le  premier  terme , par  la  diffé- 
rence , prise  en  sens  contraire  , entre  les  exposans  de  x,  ce 
qui  donnera  la  suite  des  fractions  qu’on  voit  au-dessus  de  la 
première  ligne  horizontale  de  la  proposée  ( on  doit  faire  abstrac- 
tion des  autres  termes  qui  ne  sont  que  sous-ordonnés  ).  Les  plus 
grandes  valeurs  de  e correspondent  donc  aux  termes  — 8y7x 
et  y*,  ce  qui  veut  dire  que  lés  extrémités  du  premier  côté  du 
polygone,  répondront  aux  termes yx5  et — 8 y7x,  et  que  celles 
du  second  côté  aboutiront  aux  termes  — 8y7x  et  y*,  ensorte 
qu’on  doit  poser  les  deux  équations 

yx5  — 8y7x  = o , — 8y7x  -|-  y8  = o , 

d’où 


et  comme  \/S  admet  quatre  valeur»,  on  aura  de  cette  ma- 
nière les  premiers  termes  des  cinq  racines  de  la  proposée. 

Nous  procéderons  à la  recherche  de  quelques  termes  des 
racines  de  l’équation 

a • 2 

a 3 

my3  — x3y  — mi1  = o , 

résolue  par  rapport  à y.  En  appliquant  la  règle  donnée  ci- 
dessus  , on  trouve 

my3  — x?  y = o , x3 y + mr3  = o , 

d’où 

y = ± m * x*  -f-  etc. , y = — m + etc. 

Pour  avoir  les  seconds  termes  , on  supposera 

y = + m *x“  + * •••(*)  : 

cette  valeur  substituée  dans  la  proposée , donne , toutes  ré- 
ductions faites  , 

! i ! 

• i j. 

ma1  -j-  Zm'x'  a*  + ax’a  — mx1  = o (A)  ; 


I 
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mz*  -|-  Wi's  -f-  ax3  = o (B)  , 

a jc3*  — mi3  = o (B')  : 

or  (B)  donne 

_ i 3 * j 

x = — m *x*  et  z = — am  'x1, 


valeurs  à rejeter  , parce  que  l'une  étant  substituée  pour  x dan» 
(1)  , donnerait  zéro  , et  l'autre  rendrait  le  premier  terme  de 
la  seconde  racine  : on  tire  de  (B') , 


i m 

z = + -, 

second  terme  de  la  première  racine. 

La  substitution  dans  la  proposée  de 

-a  2 

y = x — m *x* (a), 

donnerait  pour  transformée  en  x , 

2 2*2  • 

* .■  * 

L 2 

mz3  — 3 m*x*x*  -f-  — mx3  = o (C)  , 

et , d’après  la  règle  , 

I 2 

mz * — 3m*  x*  a -f-  ax3  = O (D)  , 

ax*z  — mx3  = o (lY)  ; 

d’où  résultent  d’abord 

_ 1 S _ 2 2 

x=  -f-  am  ’x*,  z = -j-  m *x“, 
valeurs  à rejeter  : on  aurait  ensuite 

i m 

x = + ~. 


On  connaît  donc  déjà  les  deux  seconds  termes  des  deux 


Digitized  by  Google 


ALGÉBRIQUE.  35 1 

premières  racines.  Faisant  ensuite  dans  l'équation  donnée , 

y = — m + z, 
on  aura  pour  transformée 

° » 

ms3  — 3 m*za  — x3  I z — . m*  = o . . 

-f-  3m3  J 

et  en  appliquant  la  règle  , on  trouve 


•CE), 


d’où 


ma3  — xPz  = o , ar’z  -f-  m*  = o. 


z = rc  m x , a — — — . 

x3 

On  ne  doit  prendre  ici  que  la  valeur  de  a,  qui  est  simple, 
puisqu’autrement  on  aurait  plus  de  trois  racines.  On  a donc 
déjà  trouvé 

-i  a m 

y = m *x‘  + -4-  etc., 

_i  1 m 

y — — m * x*  ^ h etc. , 


y — — m — — + etc. 

\ « 

Nous  procéderons  maintenant  à la  recherche  des  troisième» 
termes,  et,  à cet  effet,  nous  ferons  dans  (A), 


ce  qui  donnera 
A 

I 1 

mu5  -J-  3m  * x* 
+ ;"i‘ 


m 

a = - + u. 


U*  -f-  2X3 

3m* 

+ ->3 


1 î 

-f-  3m“  x* 


4 

u + â m*x*  : 

+ - 

' u 


o; 


* 
i • 
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donc  , d'après  la  règle  , on  aura  les  équation» 

J A 

mu*  + 3 m*  x*  u -f-  aar1  = o , 

4 î 5 _ s 

ax’u  -f-  | m*  x*  = o , d’où  u = — *; 


la  première  de  ces  équations  doit  être  rejetée , parce  qu’étant 
la  même  que  ( B ) , elle  donnerait  deux  valeurs  de  u.  Pour 
trouver  le  troisième  terme  de  la  seconde  racine  , faisons  la 
même  substitution  pour  z dans  l’équation  (C)  qui  donnera 


1 Z 

mu 3 — 3 m“x* 
+ î m* 


u*  + ax3 

1 -1 

— 3m1  x * 


k A 

u — J m*x*  = o, 
m* 


+ 5 tu1 

de  laquelle  on  tire  le*  deux  suivante*  , 

AJ. 


8 


mu*  — 3m*  x*  u -f-  ax1  = o , 

4 J 

ax3u  — j m*  x’  = o : 

la  première  répète  l'équation  (D)  , et  la  seconde  donne 


s _s 

u = j m*  x “ . 

Passons  enfin  à la  recherche  du  troisième  terme  de  la  troi- 
sième racine , et  pour  le  trouver , faisons  dans  (E) 


on  parviendra  aux  deux  équations 

mu*  — x3  = o , x5u  + 3 m’x~3  — o , 

d’où^ 

. -ï  î ^ v 

u — + m ’x  « = — V * 


* 


\ 
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# 


erisorte  qu’on  aura 

y 


= m a x1  + ^ f m‘  x a -f-  etc. 


y — — m 


+ ~ + 


5. 

m*  x a -j-  etc. , 


y 


m 


m t 3/n7 

x1  x6 


etc. 


En  continuant  de  cette  manière , on  trouverait , sans  peine  ; 
autant  qu’on  voudra , de  termes  suivans.  On  remarquera  que 
les  équations  qui  fournissent  les  valeurs  de  z,  u,  etc.  doivent 
toujours  être  du  premier  degré;  car,  autrement,  elles  don- 
neraient plus  de  racines  que  n’en  comporte  la  proposée. 


..  10°-  Nous  allons  reprendre  la  résolution  en  séries  des  équa- 
tions littérales  , par  une  autre  méthode  due  à Lagrange , et  qui 
est  insérée  dans  les  Mémoires  de  Berlin  , pour  l’année  1768  - 
l’analyse  dont  nous  allonsfaire  usage  , suppose  le  développement 
en  série  d un  logarithme , qu’on  trouve  dans  la  première  sec- 
tion, et  dans^le  chapitre  suivant  de  celle-ci. 

Soit  l’équation  générale 

o = a — • bx  + ex»  — dr'  + etc . , * $ 

dont  on  suppose  que  les  racines  soient  x'.  x*  x*  etc  • „„ 
aura  d’abord  [P*  sect. , (chap.  XXIII)]  , ' 


Qu’on  divise  cette  équation  par  bx  , puis  qu’on  change  les 
signes  , et  on  aura 


a ex — dx*+e  fc. 

bx  b 


—£(■-»  (-8  (-S) 
= Ê?(' 


etc. 

etc. 

23 


4 
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Prenant  le*  logarithmes  de  part  et  d’autre,  il  viendra 

, f a ex — dx34-etc.  \ 

^l1-^ b 1 

= los  w + Ios(l  ”1) + log(‘  - ÿ) 

+ l°s(«“p)+etc- 

Faisant , pour  abréger  , 


X = - + ex  — tir1  •+■  etc. , 
x 


d'où  résulte 


a ex  — tir1  + etc. X _ 

1 bx  b b ’ 

f 

' . X x' 

et  réduisant  en  séries  les  logarithmes  de  1 £ » 1 — — , 

i — ~ * etc.  , on  aura , après  avoir  changé  les  signes  , 

x » 

X WC3  X3  , bx'  x'  . x '*  x'3 

?-t^F+SP'+MC=.l0S“  + ï+=;+ïii  + ett- 
+ *{îr  + i'  + *•} 
+7{?;+?;+"c} 

+ïf^+^+“c-}  • 


-f-  etc. 

équation  identique  : donc  si  on  remet  à la  place  de  X sa 
valeur  - -f-  ex  — etc.,  et  qu’on  suppose 

J* 
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x . x*  , x3  , ' . e y *- 

b + aé*  **"  3é3  + etC‘  ~ x + + ^4-  etc- 

. + Ax  + Bx*  + Cx3  + etc., 

on  aura , par  la  comparaison  , 


. hx' 

, = 1°S^T« 


£ — x'  , y ~ 


* — -g- , etc. 


Ainsi  on  connaîtra  non-seulement  Ja  racine  x mais  encore 
son  carré  , son  cube , etc. , et  son  logarithme. 

Soit  l’équation  du  second  degré 

a — bx  4-  ex*  = 0, 

on  aura  dtfnc 


X = - + cx, 

a' 


X*  — ■ — -f-  sac  -4-  c*X*, 


- -4- 

3«’c 

— X3  + 

X 

= -4- 

xlT 

é\<£c 

xa 

etc. 

+3acsx-f-  c’x3, 

» 

4“  6aV  + 4ac3x*  4-  c^x3, 


Donc  , en  observant  que  C est  le  coefficient  de  i , on 
devra  retenir  dan 
de  - , et  on  aura 


ne 


X Xa  X* 

devra  retenir  dans  etc.  que  les  coefficiens 


^ r a i 3aV  , 5.4«3c*  , 7. 6. 5*4(4 

b + 3£3  + a.5  6â  + ~3 .7^‘  + etc’ 

Et  en  effet , l’équation  proposée  étant  résolue , donne 

b ^ V-b'—Aac 

a?.. 


2C 


2C 


? 


N 


/ 
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./■rz — — > fac  , a*c*  , 4° c’  , G-5a(c<  \ 

l/i-_4«c=4-=(T  + -tT  + V +X3JT  +«c-)i 

donc 

. b V/&3 — 4ac  o , * , 4«3c*  . 

x=  5? ^ — = b + -V  + V + etc- 

M.  Lagrange  donne  ensuite  les  moyens  de  simplifier  la  com- 
position des  coefficiens  ff y , J',  etc.  des  puissances  négatives 
de  x ; mais  nous  nous  contenterons  d'appliquer  son  analyse 
au  coefficient  C. 

Soit , pour  abréger  , 

- ex  — dx 1 -+•  ex'  -f-  etc.  . * 

#,*'  5 ’ 
et  on  aura  , d après  ce  qui  précède  , 

log{*  “ê“^}=log^+log(  r)+1°sO  -5) 

+ log(1-?)  m 
==T+è-  + fe+etc'=“log(1“  t) 

=-lo<‘-é)-lo6^— 7 


, , o 

6x  ai”1"1 

5 . 


x*  ' ’5bix'i 
? 


+ etc. 


.4 


1 bx  2(1-ê)  3(‘~è) 
e* 


/ ^Ÿ+etc- 
4V”W 
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bx 


(-0 

F0 


. a‘  J 

h^- 

r 

o 

r A ’x3 

3a* 

4<z3 

i*x*  ‘ 

Ù3X3 

fl. 3a  , 

3.4a* 

bx 

hÙ*x* 

+ etc. ; 


! „ tu.»  * / . 3-4-5.a‘  . 4-5.6.«3  . * 

(i—g.y  ^ ^ 4‘bx+^^+~v^^cî 

etc.  ► 

11  reste  donc  a multiplier  ces  développemens  respectivement 
P®r  f > Ç3 » etc.  , après  quoi  oa  rassemblera  les  coefli-. 

ciens  de  — . 
x 

Préposons -nous  l’équation 

a — bx  -f-  ex"  = o : 
en  la  comparant  avec 

a — bx  + ex1  — etc.  — o,, 
qui  devient  , d’après  la  valeur  de  Ç, 

a — bx  -f-  bx£  = o , 

on  aura 

bxl  = ex-,  d’où  | = ffpl  ; 

z.  — « __  eV—3  e<x<"-* 

ç — i*  ' ^ ~~W~'  ? = —£—>  etc. 

Or  le  seul  terme  du  premier  développement,  à multiplier 

par  £ , pour  n’ayoir  que  x en  dénominateur , est  ~ — - 

• • onx* 
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t ca " 

x ' b1"*'  ’ 

le  seul  terme  du  second  développement  à multiplier  par 
sous  la  même  condition , est  c,„_,  , et  ou  a , en  divi- 
sant par  a , 

1 an  f’fl5"-1 
x ' a 'C’"-4-1"  ' 

Le  Al  terme  du  troisième  développement  à multiplier  par 

l 3n.3n — i.a3*^1  , , . 

V j est  - . — — » et  apres  avoir  divise  le  produit 

par  3,  on  trouve 

î î 3«.3n — i .c’a3"- *’ 

x ' a. 3 ' b3*-*’1 

Pareillement  le  seul  terme  du  quatrième  développement  à 

multiplier  par  est  ^ » et  aPre* 

avoir  divisé  le  produit  par  4 » on  obtient 

î 1 4n.4n— 1.4« — a.c^a'"- 3 

x‘a.3.4'  * 

et  ainsi  de  suite.  Donc  qne  des  racines  de  la  proposée  , sera 

, a , ca"  , 1 2ncsa“"— 1 , 1 3n.3n — 1 .c’a3*-* 

X b'bn~*~''ix'  b‘"+l  2.3*  b,+l 

t 1 An. An — 1.4« — 2.c*a4"-3  , 

+ â7374  ' efc’ 


Si  l’on  pose  x = - , on  aura  la  transformée 

t y 

ayn  — by"~ 1 -f-  c = o. 

Prenons  pour  second  exemple , l’équation  à quatre  termes  4 
a — bx  - f-  ca"  — xr  = o ; , 


* 
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on  Fera 

4 

d'où 


bx?  = ex"  — xr , 


? = 
? = 
f = 


ex"-*—  xr-‘ 

6 » 

0’x™-»_  3TX,+t-*+  X4r“* 

_ » 

c-îjJ^-3_3c»x,"+'“:î4-3cx"-w'-3— 

. p ; 


et  ainsi  de  suite.  Le  seul  tenue  du  premier  développement 

ex"-"*  . i 

à multiplier  par  — g — , afin  de  n'avoir  que  le  facteur,-  , 

est  lei  terme  divisé  par  x“ , c’est-à-dire  ^ - , et  on  a pour 

produit  - t : pour  trouver  l’autre  , on  changera  n en  r , 


et  c en  — »,  ce  qui  donnera  sur-le-champ  — i . IV 

sera  facile  de  composer  tous  les  autres  termes  à l’instar  de 
ceux-ci , et  on  trouvera  pour  une  des  racines , 


b~\bn-*-1  b'+'J  « 

+ ï( 

+ 


1 fo, ncaaa"— ' (n-}-r)  ca*+'—I  ar . a*' 

£aii+l  3 £n+r+l  *1  £•<+ 

i |~3n.3n — 1 .rV"~*  „(an+r)(an-4-r—  i)C!,a5,HW— 1 * 


a.3L_  fr’"+* 

+ 3^ 


.(n+ar)(n+ar — i)ca""4",r_a  3r.3r — î.a3' 

£»4-ar-t-i  ' 

Soit  enfin  l’équation  générale 


£.,+<  ) 

y 

]+etc. 


a — £x  + ex*  — dj&  -f*  ex^  — fzs  + etc.  ~ o , 

/ • 

on  aura 

bx£  = ex*  — ir3  + ex*  — fx?  -f-  etc.  , 


a 


4 
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et  par  conséquent, 

ex  — t/x’-f-  px!  — yjr*  -f-  etc. 

z - b •-  - . 

e, r’x*  — 2 edx'  + (d’>  -f-  3re)  x'  — etc. 

Ç — U » 


r= 


: ?= 


rV  — 3f<fx*  -f-  etc. 
- 

c*x*  — etc. 

ÏT  » 
etc. 


Pàr  un  procédé  semblable  à celui  que  nous  avons  employé 
dans  les  deux  exemples  précédens  , on  composera  le  coeffi- 
cient de  i , qui  sera  l'une  des  racines  x',  et  on  trouvera 


a oV  oV 
= Â + -£T  — 


,a*fe  rf 
+ bs  b6  + 


sot 


V* 


^ 6S 
. 5a>c'' 

+ » ; 

+ — + etc. 


6’ 

5n’rcJ 

"T»-; 

2 1 a Yt2 

é8 


3as  fd“-|-ace) 


b7 


etc. 


-f-  etc. 


69 

-f-  etc. 


c’est  la  formule  connue  de  Newton  pour  le  retour  des  suites  , 
que  nous  avons  trouvée  autrement  dans  le  calcul  différentiel. 

Nous  allons  , d'après  Lagrange  , présenter  quelques  obser- 
vations générales  sur  la  nature  des  différentes  racines  d'une 
«meme  équation  , et  sur  la  manière  de  les  distinguer  l’une 
de  l’autre. 

Nous  reprendrons,  à cet  effet  * l’équation  générale 


o = a — ■ bx  -f-  ex 1 — dx‘>  + ex*  — etc. 
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dans  laquelle  nous  supposerons  qu’il  ne  manque  aucun  terme. 

Je  remarque  d’abord  que  si  l’on  suppose  a = o , l’équation 
proposée  se  décompose  dans  celles-ci , 

o = x , 

I o = — & -J-  ex  — dxi  -f-  ex5  — etc.  ; 

d’où  l’on  voit  que  la  supposition  de  a=o,  doit  rendre  nulle 
une  des  racines  de  l’équation',  conséquemment,  parmi  les 
fonctions  qui  expriment  ces  racines  , il  doit  y en- avoir  une  * 
et  il  ne  peut  y en  avoir  qu’une  qui  s’évanouisse  en  faisant 
a = o,  puisque  l'évanouissement  de  a ne  réduit  qu'une  racine 
à zéro. 

Supposons  de  plus  b = o , et  la  dernière  des  deux  équa- 
tion» précédentes  se  décomposera  encore  dans  celles-ci , 


o = x , 

o = c — dx  -f-  ex*  — etc. 


Cette  supposition  fera  donc  évanouir  une  nouvelle  racine , 
de  sorte  que  parmi  les  fonctions  qui  représentent  ces  racines, 
il  faudra  qu’il  y en  ait  une  qui  s'évanouisse  par  a = o , 
b ~o.  * . <* 


En  continuant  le  même  raisonnement,  on  prouvera  que 
parmi  les  fonctions  dont  il  s’agit , il  y en  aura  aussi  une 
qui  s’évanouira  par  a = o,  b ■=  o,  c=  o ; une  autre  qui 
s’évanouira  par  a —o  , b = o,  c = o , rf.=  o , et  ainsi  de 
suite.  Nous  appellerons  première  rMne , celle  qui  devient 
nulle  par  a = o -,  seconde  racine,  celle  qui  devient  nulle 
par  a = o,  b — o,  etc.  Ainsi  si  l’o^a  plusieurs  expressions 
des  racines  d’une  équation  , on  pourra  reconnaître  si  elles 
représentent  la  même  racine  ou  des  racines  différentes. 


La  racine  > 


4 - 5 4.  _L  &.  etc 
X ~ b + b'  + ai5  + CtC’ 


trouvée  plus  haut,  s’évanouit  o :-îl  reste  -à  trouver  r 
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la  secondé  A cet  effet,  nofts  donnerons  à l'équation. 

a — bx  - f-  ex * — o t 


la  forme 


, a 

b — ex  — - = o, 


qui  peut  se  rapporter  à celle-ci 

* 

a — ix  -(-  ex*  = o, 
en  faisant , dans  cette  dernière , 

• n = — î,  a — b , b — c et 


— a : 


de  cette  manière  , la  formule  générale  qui  représente  x' , 
deviendra 


b 

‘ o 


a 

b 


arc 

6* 


~ir 


5 . 6a-*c3 

a.367 


etc. , 


, b 


laquelle  pour  a — o , se  réduit  à - , puis  faisant  b = o , 

elle  devient  nulle  : cette  série  représente  donc  la  seconde 
racine. 

• * 

Nous  venons  de  voir  que  la  supposition  de  a — o , b—o, 
doit  rendre  nulles  deux  des  racines  de  la  proposée  ; donc 
si  on  suppose  d’abord  b r=  o , ce  qui  réduit  l'équation  à 

a -f-  ex*  — dx3  -f-  etc.  = o , 

et  qu’au  lieu  de  faire  o , on  le  suppose  infiniment  petit  , 
il  est  clair  que  les  deux  racines  devront  devenir  infiniment 
petites  , autrement  elle?  ne  s’évanouiraient  pas  pour  a = o. 
Ainsi  par  rapport  à l’équation 

my3  — x3y  — mx3  “ o, 

» » • 
traitée  (99),  et  que  nous  mettrons  sous  la  forme 

à + £y  y-  rfy  = o , 

en  observant  que  le  terme  dé  c manque  , nous  ferons  d'abord 
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a = o , ce  qui  donnera 

b + dy 1 = o : 

ainsi  parmi  les  racines  de  la  proposée  , il  y en  a une  qui  doit 
s’anéantir  pour  a = — mx’’  — o , c’es^-à-dire  , pour  m = o , 
parce  qu'on  ne  peut  supposer  x = o , sans  qu’il  en  résulte 
a = o,  b—  o,  en  même  temps,  hypothèses  relatives  aux 
autres  racines.  Ainsi  la  dernière  des  trois  formules  trouvées  (99), 
et  qui  s’anéantit  pour  m—o,  est  la  première  racine.  De  l’autre 
équation 

b + àf  — o 

on  déduit 


y- 


X = ü 


On  conclut  de  là  que  les  deux  autres  racines  doivent  deve- 
nir infinies  pour  m — o , ou  qu’elles  doivent  se  réduire  à 

'K 

X* 

zb  — - , ce  que  montrent  en  effet  les  deux  premières  for- 

__ï 

m , • 

mules  du  numéro  cité. 

La  proposée 

— mx3  — x3y  -f-  my3  = o , 
est  comparable  avec  ' • . 

a — - bx  -f-  ex*  = o , 

en  faisant  dans  celle-ci , n~3,x— y,c— m,  b = -{-  x3, 
a = — mx 3 , et  on  trouve  , après  ces  substitutions  dans  la 
formule  générale  ci-dessus  , en  y changeant  x'  en  y ,1 

m*  3m7 

y = — m 5 etc.  , 

J x‘  x? 

qui  conséquemment  donne’la  première  racine. 

Si  on  donne  à l’équation 

a -r~  bx  -f-  ex3  = o. 
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— x* = 0 , 

c 

* 

• 

et  ensuite 

celle-ci 

• 

en  faisant 

b 

c 

t 

m t at  “ 0 

t = 

x1,  d’où  x — f* , 

* 

on  aura  une  équation  qu’on  pourra  encore  comparer  avec 
a — bx  + cxn  — o ; 


ensorte  qu’ayant  trouvé  la  racine  t en  série , on  aura  les  deux 
autres  racines  x par  l’élévation  â la  puissance  £ , ou  par  l’ex- 
traction de  la  racine  carrée  qui  donne  deux  signes , et  consé- 
quemment deux  séries.  Nous  avons  déduit  des  formules  géné- 
rales données  par  Lagrange  , les  deux  dernières  racines  y , et 
nous  les  avons  trouvées  exactement  conformes  à celles  qui 
ont  été  obtenues  (99). 

Il  sera  bon  de  consulter  le  dernier  paragraphe  du  mémoire 
cité , sur  la  convergence  ou  divergence  des  séries  qui  repré- 
sentent les  racines  des  équations  littérales. 


* 
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CHAPITRE  XVffl. 


Développemens  en  séries  des  quantités  exponentielles 
et  logarithmiques  , et  applications  de  ces  séries. 


C P 

-ioi.ii3oiT  l’exponentielle  a* à développer  en  une  série  pro- 
cédant suivant  les  puissances  ascendantes  de  x : j’écris  a 
sous  la  forme  d'un  binôme  1 -f-  (a  — 1 ) ; ensorte  que 

a*  = [ t + (a  — 1 )1* : 

en  développant  d’après  la  formule  du  binôme , on  trouve 

D 4- («  — i)],  = i+r(fl~i)  + J * *(a  — 0» 

+ T^3 (a-03+etc.f 


et , après  avoir  ordonné  par  rapport  à x , il  vient 

C i + (a  — 03* 


t + 

+ ( 


(«— 0*  , («— O3  (a— O4  , • . 
f 4 ^ 


L(—° Ï 1 3 

)*•+(  )*■  + ( 


] 


)x*  + ete fi). 


R est  donc  prouvé  que  l’exponentielle  ax  peut  être  représen- 
tée par  une  séçe  procédant  suivant  les  puissances  ascendantes, 
entières  et  positives  de  x.  D’après  cela , nous  poserons 
(Ir*  sect.  , chap.  ao) 

a1  = î -f- Ax-f-  Bx*  -f-  Cx’  -f-  Dx4  + etc (a) , 
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en  observant  que  , pour  x = o , on  a 


ax  = a°  = 1 : 

à l’effet  d’évaluer  les  coefEciens  A,  B,  C,  etc.  indéterminés 
et  indépendans  de  x , nous  partirons  de  cette  propriété  dont 
jouit  exclusivement  l’exponentielle  a1,  de  donner  des  résultats 
identiques  , en  faisant  x — ux,  et  en  élevant  au  carré  : par 
le  changement  de  x en  ax , l'identité  précédente  devient 


a*x=i  + a Ax -J- 4Bxa -f-  8CV-f-  iGDx^  + SaEx5  -f-  etc.  : 


élevant  de  part  et  d’autre  la  même  identité  au  carré  , en  re- 
gardant , pour  plus  de  commodité , l<usérie  infinie  , comme 
un  binôme  dont  le  premier  terme  esfWnité , on  trouve 


«**=  14-aAx-f-aB  | 

x*+aC 

x3+aD 

xt-f-aE 

+ A* 

-faAB 

-{-2  AC 

+aAD 

4-aBC 

a^-f-etc. 


Egalant  les  coefTIciens  des  mêmes  puissances  de  x , pris  dans 
les  deux  développemens  de  a%x,  on  obtiendra  ces  détermi- 
nations i 

B = - A*, 
a 


fi’où  l’on  conclut 


C = Z 5 A 


D = 


rs 

i 

a. 3. 4 

i. 


A<, 


E = — TT 


a.  3. 4. 5 
etc. , 


A5, 


, A’**  , AV  , AV 

ax  — 1 -f-  Ax  -j ~1 = — (-  — = — ; 

3 a. 3 a. 3. 4 


+ etc. 


•C3). 


Comme  les  développemens  (1)  et  (a)  sont  identiques  , on  a 


? 
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* , \ (a — 0*  i (° — O3  (« — 0*  . 

A = (a-i)-4r^+LTJ--LTi  + etc., 


367 


•(M); 


ensorte  que  le  développement  (3)  est  connu. 

On  reconnaîtra  facilement  l’avantage  de  l’analyse  suivante 
sur  celle  que  nous  venons  d’employer. 

On  a en  même  temps 

a*  = 1 -f-  Ar  Bx*  -f-  Car1  -f-  Dx*  -j-  etc.  , 
a?  — 1 -j-  A y -f-  By*  ■+-  Cy3  -f-  Dy*  -f-  etc.  , 

A » 

parce  que  les  indéterminées  A , B , C , etc.  étant  indépen- 
dans  de  x , ne  doivent  pas  changer  par  le  changement  de  x 
en  • y : la  soustraction  donne 

a*  — ar  — A (x  — y)  -f-  B (xs — y*)  -f-  C (x3 — y1)  -f-  etc.  , 
c’est-à-dire , 


A(x-y)  + B (x*— y)  + C (x3— y^-fetc...^); 
mais  d’ailleurs , 

az  — 1 r=  Ax  + Bx*  + Cx3  -f-^tc.  : 

remplaçant  ici  x par  x-r-y,  et  multipliant  de  part  et 
d’autre  par  a f,  on  trouve 

• e 

ar(a.x~ïr-  » )=ax[A(x — y )+B(x— y)*+C(x-y  )3-f-etc  J . . . (5) . 

Après  avoir  divisé  par  x — y les  seconds  membres  des  iden- 
tités (4)  et  (5)  , fait  y = x , et  ce  qui  donne 

\ 

a*  = a*  = 1 -f-  Ax  + Bx*  -f-  etc. , 

on  tombe  sur  cette  identité 

A -f-  aBx  -J-  3Cx*  -f-  4DX3  -f-  etc.  . 

= A ( 1 -f-  Ax  -f-  Bx*  -f-  Cx3  -f-  etc.  ) : 

la 'comparaison  des  coeiüciens  des  mêmes  puissances  de  x 


1 


ê 


s 
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donne  , comme  ci-dessus , 

B = ; c = rs*  d=îX4a‘-  ',c-: 

mai»  ici  la  loi  est  évidente. 

Du  développement  (3) , on  déduit  pour  x = i , 

a = 1 + A + y + Aj  + etc (N) , 


série  réciproque  de  (M)  : ainsi  par  (M)  , le  nombre  A dépend 
de  la  base  a , et  par  ( N ) , la  base  a dépend  à son  tour 
de  A. 


Du  même  développement  (3)  , on  tire , 


x . 

pour  x = — , 


«A=x+x-4+^+^+etc....(N0. 

_I_  1 

Ainsi  la  quantité  aA  est  un  nombre  constant  qu’on  désigne 
ordinairement  par  e,  nombre  qui  est  la  valeur  particulière 
de  la  base  a , lorsque  A = î , comme  on  le  voit  d’après  (N) 
qui , dans  cette  hypothèse  , donne 


ariesi+i+i+i-J I— 

^a^a.3  T 2.3.4 

on  a donc  cette  r%lation 


+ etc (P)  : 


* 


7-  . * A 

aA  = e , d’où  a = e (Q) 

* * * 

Si  donc  dans  (3) , on  fait  A = t , hypothèse  qui  nécessite  le 

changement  de  a en  e,  on  obtiendra  ce  développement  de 
l’exponentielle  e x, 

^=*+^  + Ç + â + ^ + etc (6). 

Pour  évaluer,  d après  la  série  (P),  le  nombre  e jusqu’à  la 
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la  neuvième  décimale , par  exemple  , on  fera  les  calcul* 
«uivans  : 

i 

1 .a 

î 


— = °/5, 

î.a  ' 

~ = o, 166  666  666  7, 
.2.3  ' 


= 0,041  666  666  7, 
= 0,008  333  333  3,. 


^ «)  — Wi/U  uww  ^ 


-g  = 0,001  388  888  g, 
— = 0,000  ig8  4*a  7» 


. 1 1 


= 0,000  024  801  6, 
= 0,000  00a  755  6, 
==  0,000  000  275  6, 
= 0,000  000  oa5  o. 


0,000  000  ooa  1, 


i3 


0,000  000  000  a , 


et  par  l’addition  on  obtiendra 

e ==  2,71828  18a. 

Ces  calculs  sont , comme  on  voit , très-faciles  à exécuter  , 
puisque  , pour  passer  d’un  résultat  au  suivant , il  suffit  do 
diviser  le  précédent  par  un  diviseur  d’un  ou  de  deux  chiffres 
au  plus.  Le  nombre,  e , calculé  avec  a5  décimales,  est 

e = 2,71828  18284  59045  a3536  02874  etc* 

a4 
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10s.  Reprenons  la  relation 


trouvée  plus  haut  ; elle  donne  — = log  e pour  la  base  a , 

et  la  = 1 pour  la  base  e , d’où  A = la  : ces  logarithmes  , 

désignés  par  / et  calculés  sur  la  base  e , sont  dits  logarithmes 
de  IVépcr,  ou  jprarithmcs  népériens  , et  quelquefois  logarithmes 
hyperbediques , parce  qu’ils  sont  représentés  par  l’aire  de  l’hyper-  • 
bole  équilatère  entre  ses  asymptotes  (Calcul  diff.  et  intég.)  : 
tuais  cette  dernière  dénomination  est  impropre.  On  a donc 

a = eu , d’où  a*  = ex,J 

• ' . \ , 

moyennant  quoi  on  peut  réduire  toutes  les  exponentielles  à 
la  même  base  népérienne  e. 

io3.  Nous  avons  déjà  donné  (Ir*sect. , chap.  XX)  le  dé- 
veloppement en  série  des  logarithmes  : nous  allons  revenir  sur 
cette  question , et  la  traiter  avec  toute  l’étendue  que  réclame 
son  importance. 

• Nous  emploierons , en  premier  lieu  , une  analyse  analogue 
à celle  dont  nous  avons  fait  usage  en  second  lieu , pour-  dé- 
velopper l’exponentielle. 

En  observ  ant  que  pour  x = o , log  ( t -f-  x ) = log  i = o , 
nous  poserons 

log(i  -f-  x)  = M (x  + Ax*+  Bx1  -f-  etc.  ) , 

A,  B,  C,  etc.  étant  des  coediciens  indéterminés  et  indépen- 
dans  de  x , et  M un  nombre  qui  fixe  le  système  de  loga- 
rithmes , et  qu’on  nomme  module.  On  aura  donc 

>°g  ( * ■+■  y)  — M( y 4-  Ay*+  Bj3  -f-  etc.)  ; 

retranchant  le  second  développement  du  premier,  on  a pour 
différence , 
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log  = M (■r— y)  C ‘4-  A (*+y)  + B (x'+_yx+_y’) 


-+-  C + etc.] . 

v *✓1  _I_ 

Pour  obtenir  un  autre  développement  de  log  ^ — — — j , 


«oit 


1 + x , , , x — y 

= 1 4-1.,  d ou  z — — — *£  : 

■ f +y  1 + y 


on  aura , d’après  le  développement  hypothétique  , 

• \ 

log  = IoS  (>+*)  = M (z  + A a*+  Ba3  + etc.)  , 

c’est-à-dire , 

'*(®-“G3+A^«+!-a 

= M ™ [45  + A ^ + - fo#  + -•]  ■ 

La  comparaison  de  ces  deux  développemens  de  log 
donne,  après  la  division  par  M(x — y ) et  l'hypothèse 

j = *. 

1 -+-  aAx  -f-  3Bx*  -+-  ^Ir3  = 1 — x -j-  x*  — x3  -f-  etc<  ’> 
d’où  résultent  ces  déterminations  , 

C = — z , D = i , etc. , 


A = - i , B = j . 


et  conséquemment , 

log(.-hx)=M(x-^  + ÿ-ÿ+^~etc.). 

L’analyse  suivante  est  due  à Lagrange.  Considérons  l'équa- 
tion générale 

y = ar, 

a 4- 
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dans  laquelle  x est  le  logarithme  de  y pour  la  base  a : mêt-* 
tons  à la  place  de  a l'équivalent  1 -f*  à — i , et  ensuite 


[1  +(a — ou  CC*  + a — 0"3"«  au  lieu  de  a1 , on  aura 

y = {*[.  + (* -O]"}”, 

n étant  une  quantité  quelconques  qiÿ  disparaît  d’elle-même 
dan3  la  valeur  de  y.  Or  , 


[ 1 + (a—  i)]»  = i + n (a—  1)  4.  iSlL—ll  (a—  1)* 


n(n — 1 ) (n  — a) 

1 .3*  3 


(a — i)3-f-etc.  : 


ordonnant  ensuite  les  termes  de  ce  développement  suivant 
les  puissances  de  n,  on  aura  une  série  de  cette  forme , 

[1  +(a  — 1 )]*  = i An  -f-  Bn*  -f-  etc. , 
et  il  eît  abé  de  voir  que 


A 


(g— • 0* 
2 


+ 


(g—  O3 

3 


+-  etc., 


même  valeur  que  celle  trouvée  (101).  Les  autres  coefficiens  B , 
C , etc.  dépendent  aussi  de  a ; mais  nous  n’aurons  pas  besoin 
de  les  chercher,  parce  qu’ils  disparaissent  du  calcul , comme 
on  va  le  voir.  Nous  aurons  donc 

# * 

y = ( 1 -f  An  -f-  Bn1  -f  Cn3  -J-  etc.): 

= i + f (An+Bn*-f  etc.)  + (An-f  Bn*-fetc.)» 

x(x—, u)_(x— an)  (An+Bw»+etc.)3_f.  etc 
1 a.3.nJ 

et , en  rédubant , 

y 1=  1 -f-  x ( A -f-  Bn  -f-  etc.)  -f-  — — ( A + Bn  + etc.)* 

+,  (*-.)(*-».)  (A+  “„+  M.y+tUl. 
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Maintenant  comme  là  quantité  n est  arbitraire,  et  doit  par 
la  nature  même  de  la  fonction  y , disparaître  de  l’expression 
de  cette  fonction,  il  faudra  que  tous  les  termes  multipliés 
par  n , et  ses  puissances , se  détruisent  mutuellement  ; ne 
tenant  donc  aucun  compte  de  ces  tenues  , on  aura  sim- 
plement ® * 

, , AV  AV  , 

y = a*  = 1 +Ax  + — + -^3  4-  etc., 

série  déjà  trouvée  plus  haut. 

Cherchons  de  la  même  manière  la  ^valeur  de  x en  y : 
à cet  effet,  nous  mettrons  l’équation  a 1 — y sous  la  forme 


[»  + («  — 1 )]"*=[  i+O'— 0]*> 


qui  est  .identique  avec  la  précédente  , et  où  n est  une  quan- 
tité quelconque  à volonté,  qui  ne  doit  point  entrer  dans  la 
valeur  de  x en  y : développant  les  deux  membres  à la  ma- 
nière du  binôme  , on  aura  , après  la  division  par  n, 


x(a-ty+£^(a-,)>+^-^^)  (a_l)3+etc. 


= 0-0 


O-OM- 


("—  i)(n— a) 

5?3 


0 — 03+etc. 


Or  ç ne  devant  pas  entrer  dans  l’expression  de  x en  y , il 
faudra  que  les  termes  multipliés  par  les  différentes  puissances 
de  n , se  détruisent  d’eux-mémes  , ensorte  qu,’il  ne  reste  que 
ceux  où  n n’entre  pas.  D’après  cette  considération , on  aura 
l’équation  suivante  , dans  laquelle  nous  emploierons  , pour 
abréger  , la  quantité  A déterminée  ci-dessus  , 


A*=(.y—  0 — iiy—  0*+3  O — O’— etc.; 

d’où  Von  dre 

A 

mais  cette  formule  n’est  convergente  que  lorsque  le  nombre 
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y dont  elle  donne  le  logarithme  , est  pen  différent  de  l'unité  : 
aussi  n’est-elie  d’aucune  utilité  pour  le  calcul  des  logarithme» 
ordinaires.  Le  moyen  suivant  donné  par  Lagrange,  est  propre 
a la  rendre  convergente  pour  tous  les  nombres  y. 

Puisque  log  4 /y  =3 ; - log  y , on  aura  , par  cette  substitu- 
tion dans  la  série  précédente, 

t 

log  .y  = ~-[(i/y—  0— : (v/y— O’+s  (V<y— O5— etc.]. . .(8)i 

où  l’on  peut  prendre  pour  r un  nombre  quelconque  positif 
ou  négatif  : quel  que  soit  le  nombre  y , on  peut  toujours  en 

r 

prendre  une  racine  du  degré  r , tel  que  4/ y soit  un  nombre 
aussi  peu  différent  qu’on  voudra  (Jp  l’unité  (Irc  sect.,  chap.  IX)  : 
ainsi  la  formule  précédente  donnera  toujours  la  valeur  de 
log  y , avec  toute  l’exactitude  qu’on  pourra  desirer.  Si  l’on 


prend  r négativement , alors  \/ y devient  -7- , et  la  série  qui 

Vy  * 

exprime  log  y devient , en  changeant  les  signes , 


Le  nombre  y étant  plus  grand  que  1 unité  , 1/ y sera  plus 
grande  que  l’unité  , et  conséquemment  on  aura  les  deux  iné- 
galités dans  le  même  sens  , 


r 1 ' 

\/  y — r > o , 1 — > o , 

Vy 

et  y étant  moindre  que  l’unité,  c est-a-dire  , une  fraction  vraie  , 
on  aura  celles-ci  , 

{/y  — 1 < o , 1 < O. 

Vy 

Si  le  nombre  a est  la  base  des  logarithmes  , on  pourra , par  * 
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les  mêmes  formules,  déterminer  aussi  exactement  qu’on  voudra, 

la  valeur  du  module  -r-';  car  en  faisant  y = a , d’où 
log  a = 1 , on  aura 


A = i 


A — r [(t/a— i)  — ï Wa—  0*+  3 flK'o—  O3—  etc.]  , 
ou  bien 

Il  e.1^ clair  que  les  deux  séries  qui  donnent  log  y,  seront 
nécessairement  convergentes  , quand  on  extraira  de  y une 

T 

racine  r telle  que  \/ y n’excède  l’unité  que  d’une  fraction 

r 

décimale  très-petite , et  telle  conséquemment  que  V y — i 
soit  une  fraction  très-petite  ; car  alors  t* — sera  unefrac- 

. . , Vy 

tion  plus  petite  encore , puisqu  on  a 


Vy  Vy 

dans  ce  cas , la  série  (8)  donnera 


y < i ^Vy  — 0. 

et  de  la  série  (g)  , on  déduira 

Ainsi  on  a deux  limites  pour  la  valeur  de  log  y , qu’on  peut 
resserrer  autant  qu’on  le  veut , en  prenant  r toujours  plus 
grand  ; ensorte  que  dans  le  cas  de  r infiniment  grand  , il  est 
permis  de  r'gar-der  l’un  et  l’autre  des  seconds  membres  des 
deux  inégalités  précédentes  , comme  l’exacte  valeur  de  log  y. 
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C’est  sous  cet  aspect  qu’on  peut  dire  qu’à  un  nombre  donné 
répond  toujours  une  infinité  de  logarithmes,  puisque  sa  racine 
infinitième  a nécessairement  une  infinité  de  valeurs  différentes 
( chap.  XI  et  XIII  ). 

Supposons  donc  que  l’indice  r soit  pris  tel  que  la  racine  r 
de  v ne  contienne  que  l’unité  avant  la  virgule  , et  qu’après  la 
virgule  il  se  trouve  s zéro  ; alors , si  l’on  s’arrête  à as  déci- 
males , le  terme  ( y ' — 1 )*,  et,  à fortiori , les  suivansne  donnent 
rien , de  sorte  qu’on  a , dans  ce  cas  , 

r r • r 

log  y ~ Â ~~  1 ^ et  A = r ( va  — *). 

Ainsi  prenant  r = 5s60,  on  trouve , pour  a = 10  , 


Va  = 1,00000  00000  00000  00139  71743  o8ia5  5o5a7...' 

i r=  o,coooo  00900  oc 000  00086  73617  37988  4o554... 
de  sorte  que  l’on  aura  le  module 


1 1 1 1 86736173798840344 

la  A r ^ 1997*7420812550527 

= o , 43439  448 1 9 o3n5 1 

Si  l’on  veut  avoir  le  logarithme  de  3 , on  fera  y — 3 , 
et  employant  de  même  soixante  extractions  de  racines  carrées, 
on  trouvera 

» 

T 

y y =•  1 , 00000  00000  00000  o®og5  28942  64074  58g32 , etc., 


et  de  là, 

i°6  y ~ 


y y — ■ 1 95389426407458933. ■ ■ 

' 199717420812550527... 

= 0,47712  1354719662... 


Cette  méthode  est , comme  l’on  voit  , très-laborieuse  par  le 
grand  nombre  d’extractions  de  racines  qu’elle  exige  *,  mais  les 
séries  que  nous  avons  données  ci-dessus  , servent  à la  simplifier 
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et  à la  compléter;  car  , quel  que  soit  le  nomlwe  y , il  suffira 
d’en  extraire  quelque»  racines  carrées  , jusqu’à  ce  qu’on  par- 

T 

vienne  à un  nombre  ÿ y qui  n’ait  que  l’unité  avant  la  vir- 

r 

gule  ; alors  les  puissances  de  \/ y — 1 seront  des  fractions 
d’autant  plus  petites  qu’elles  seront  plis  hautes  : par  consé- 
quent il  suiïira  toujours  de  prendre  un  certain  nombre  des 
premiers  termes  de  la  série  pour  avoir  les  logarithmes  exacts 
jusqu'à  tel  nombre  de  décimales  qu’on  voudra.  . 

104.  Mais  dans  le  travail  de  la  construction  des  tables, 
pn  doit  se  proposer  non  pas  de  calculer  isolément  un  loga- 
rithme , mais  de  l’exprimer  , s’il  est  possible  , au  moyen  de 
quelques  logarithmes  précédens  , et  d’une  série  qui  sera  néces- 
sairement d’autant  plus  convergente,  que  quoiqu’infinie  , elle 
ne  doit  plus  donner  qu’une  fraction  décimale  très-petite. 
Changeons  d'abord  , dans  la  série  (7) , y en  1 -J-  b , et  nous 

* ( .*  • 1 

aurons , après  avoir  remplace  A par  sa  valeur  j- , 

lo^'+b)  = i(b-j  + j-j+-etc-) (,0>J 

changeons  b en  — b , et  la  série  (10)  deviendra 

*0  = , 

I 

la  différence  entre  ces  deux  développemens , est 

, • /i  + b\  3 /,  . b3  , b5  . b’  , \ 

lo§  ( ~b ) = 7i(i+3+5+7  + etC) (l 


_ 1 ( 

-b-b-- 

p 

P 

~ la  V 

2 

" 3" 

4 

Posant 

>+* 


* 


1 — b n 


d'où  b — 


an  + u ’ 

•t  substituant  dans  (11),  il  viendra 


1 


a 
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Or , • 

los('  + H)  = log  (~^)  = lo8  (»  + “)  — log«> 

donc  , en  posant  u — 1 , on  aura 

log  (»+.)  = logn+  + g(~T)ï  + etc.]  (ta). 

B'Vic  trouvée  (Ir*sect. , chap.  XX)  , et  d’autant  plus  conver- 
gente que  le  nombre  n sera  plus  grand  : elle  servira  à calculer 
la  pour  a = 10  : en  effet,  de  la  relation 

1 

!og  n = j-  ; 

démontrée  (Ire  sect. , chap.  XVI  ) , on  déduit  * 

In  = la  X log  n ; ^ t 

de  sorte  qu’en  multipliant  les  deux  membres  de  la  série  (12) 
par  la  , on  retombe  sur  les  logarithmes  de  la  base  e , 
et  on  a 

• + !)  = /«,+ 3 [^7+  KhïïTt)  +etc-*} 

Faisant  maintenant  n = 4»  puis  n = a,  on 


•il  ; 


/.  5 = a/.a+aR+^+  1 


etc.]  , 


~~  L.9  _r"  ^(9?  ~T_  5(9? 

/.a  = a [j  + 3(3?  + 5(3?  + etc’] ; 

d’où  l’on  déduit 

/.  10  = 2,3o2o8  50929  94045  6840a  etc.. 


et 


— 0,43429  448'9  o325i  82765  etc., 
valeur  du  module  , déjà  trouvée  plus  haut. 


ALGEBRIQUE 

Si  dans  la  séria  (7) , on  fait 

. . . a 

y — 1 = 

on  aura 


37a 


n — 3n* 
n3 — 3/»  •+•  2 ' 


H (^3^) 

:/S  DjCSi  "t  2 fa-^)  + 5 fc^3ïï)  + etC,3 


Posant  ensuite 


on  aura 


-y  ‘ =“nÇ^» 

'n3  — 3n  — s.' 


•=È  i 0?=tJ-s  Gêss)’-  “'H- 

et  en  soustrajant  la  seconde  identité  de  1%  première  , on 

-3n-f-n\ 

-3  n — 2/ 


trouvera 

1 l01/n5~3rt-a>\  — lotr^"1 

°®  V.  nJ — 3n  > 

1 Jo®\  n:W3n  )~l  &\n 

' — a T 3 -J 

1 1 ( 3 Ve1  ( 3 'N 

lai  n3' — 3« 

' 3 \n 1 — 3/1/  1 5 \/j;! — Zn) 

mais 


donc 


n3 — 3n  4-  2 (n  — 1 )’  (n  + n ) 

n?  — 3«  — 2 (n+  1 )'  («  — 2 ) ’ 

’ n3  — 3/1-1-  2 ' 


lpg  = a log  (a  — 1)  -f  log(n-fa) 

— 2 log  (n+  1)  — log  (n  — 2). 

Reportant  cette  décomposition  dans  le  premier  membre  de 
l’identité  précédente,  et  dégageant  log^/i-fa)  , on  obtiendra 

log(/t+a)  = log  (n— a) -f  2 log  (n-f-i)  — a log  (n— 1) 

+sCrâs)  +bCp=k)  +e:c<] (l3)i 
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série  qni  n’est  pas  assez'  convergente  pour  le  calcul  des  lo- 
garithmes des  trois  premiers  nombres  premiers  2,3  et  5 , 
et  que  nous  n'emploierons  qu’à  partir  du  nombre  premier  7 
inclusivement.  Ainsi  nous  chercherons  par  une  autre  voie  le* 
logarithmes  des  nombres  2 , 3 et  5. 

De  ce  développement  connu  , 

log  (*+ 1)  = log «+  £ [jjqpj  + + etc']  * 

on  déduit , en  changeant  n 1 en  n , et  conséquemment 
n en  n — 1 , 

lo6«  = log(n—  O+j  +î5^TT)i+  ««•]• 

* ...  * * 

Qu’on  fasse  dans  cette  identité  n = z*,  et  qu'on  représente 

pgr  S la  série  qui  multiplie  ^ on  aura 

2logz=log(z+  i)  + log  (*_])  + £. S, 

d’où 

log  (z  + 0 = a log  a — log  (z—  1 )—  j~-S.  m # 

Faisant  successivement  z = 4 , =5,  =9,  et  représentant 
par  S',  S",  S"  ce  que  devient  S par  ces  trois  valeurs  de  z, 
on  aura  les  trois  équations 

log  5 = a log  4 — log  5 — , 

log  6 = 2 log  5 — log  4 — , 

• log  10=  2 log  9 — log  8 — ~ , 

desquelles  on  déduit  les  trois  suivantes , 
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log  5 — 4 log  2 + log  3 r=  — — , 


sS" 


log  3 -(-  3 log  2 — a log  5 — — T~â  * 

log  5 + 4 log  a — 4 log  3 =*  — J— . 

Si  l’on  regarde  log  2 , log  3 , log  5 comme  trois  inconnues  à 
évaluer , on  trouvera 

log'3  = Ta  C 7S'  + 5S*  + 3S*3  > 

log3  = l[us'+  8S'  -f,  5S-]  ; 

log  5 = 16S'  + laS"  + 7S*]. 

Substituant  dans  ces  trois  équations  les  valeurs  en  séries  de 
S',  S’  et  S*  pour  z = 4,  =5,  =g,  on  aura 


lo8  3=^[7(TT  + xfc-  + 


+ 5(ïr  + Tn? 


3.3i*  T 5.3iâ 

1 


>4.9  ‘ 3-49j  ‘ 5-49" 


+ etc.^ 

+ etc.^ 

+ 3 (lïïl  + sTiïF  + 5nW  + etc*)3 

los  3 = h D ’(^r  + tjf  + "W" +etc) 


* + 8 


(49  3. 49* 

1 


+ 5(rèr  + 


5.49 

5 


T + etc 


) 

r + etc-)]] , 


6. 1613  ^ 5.  i6is 
lo®  5 ~ Ut  Cï6C*3r  + 3.3iJ  + 5.3i>  +*tc  ) 

tV+*,c) 


+ ,,(i 


3.49 


- + 


+ 7 (161  + 3.-ibia  + 5. 16V  +e,c’)3 
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A partir  du  nombre  7 et  pour  les  nombres  premiers  qui 
suivent',  on  emploiera  la  formule  (i3)  qui  donne  immédia- 
tement , en  y faisant  n = 5 , = 9,  = n , = i5,  etc. , 

9 

log  7 = log  3 -f-  a*  log  6 — a log  4 

+ ^(i+-^î+-^  + etc.), 

» /a  '55  3.55  5.55  ' 

log  11  = log  7 -f-  2 log  10  — 2 log  8 

+Ta  (rir + —==*  + etC)  > 

la  \35i  3.55i  5.35i  ' 

log  i3  = log  g + a log  ia  — 2 log  10 

+£(4+ï#+ri^+e,c-)- 

log  17  = log  i3  4-  » log  iS  — 2 log  14 

-j-  -, ~ r~gpr  H =3  -1 . -i"  -f-  etc.) , 

la  \io65  3. 1 665  5.r665  ' 

etc. 

Mais  à partir  du  nombre  premier  53,  la  formule  ( i3)  cède 
l'avantage  à la  suivante , qui  est  due  à M.  Haras  , auteur 
d’une  Instruction  abrégée  sur  les  nouvelles  Mesures  , avec,  des 
Tables  de  rapports  , et  de  réduction. 

Reprenons  la  -série  ^ 

ks(rü)=s^+|+  ?+ 7+ etc-) : 

si  on  fait 

1 -f-  b j,  > » n — î 

1—6  ’ n -f-  1 

on  obtiendra  la  suivante  , 

- - - h +*(£)’+ 5 (&)  + “O  ' 
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et  posant  n—~,  ce  qui  donne 
*7 


on  aura 


n — 1 


p — n 

<1 


n + 1 


_ P±_? 


. 

série  toujours  convergente.  Supposons 

p = x>  — = x“  ( x*  — a5  ) :=  xa  ( x 4-  5)  ( x — 5)  , 

q = x*  — aSx1 + 144=(x* — ,q)  (xJ — i8)  % 

= (x  + 3)  (x  — 3)(x4-4)(x  — 4), 
la  substitution  donnera  * 

a logx  + log  (x  -f-5)  4-  log  (x  — 5)  — log  (f  + 3) 

— log  (x  — 3)  — .log  (x-f-  4)  — l0g(x  — 4) 

= — — T 7- +-  ( 7- Y-4-  etc.l  - 

La [_x> — 2bx‘-+->j2'  Z\x* — ibaP-^-ja)  J’ 

d’où^l'on  déduira 

log  (x  + 5 ) = log  (x  + 3)  4-log(x  — 3)  4-log  (x  + 4) 
+ log(x  — 4)  — log(x  — 5)  — a logx 

l.a  [x. — a5xa4-73  bCx1 — a5x*-J-7a)  etc-^]-  • • C 1 * 


Pour  se  faire  une  idée  de  l'approximation  de  cette  formule  , 
on  fera  x = iooo  : substituant  cette  valeur  dans  le  premier 
ternie  de  la  série  précédente  , il  sera  , à très-peu-près , 


0,00000  ooooo  73 

et  multipliant  par  le  double  du  module , ou  par  — , ori  aura 
environ 

0,00000  oocoo  6a 
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Si  l’on  évalue  le  second  terme , on  trouvera , après  la  mul- 
tiplication faite  par  , 


‘ 0,00000  00000  00000  COOOO  OOOOO  OOOOO  1 1 , etc. 

« 

Donc  au  moyen  de  tables  qui  donneraient  les  logarithmes  de 
1004  premiers  nombres  avec  trente  décimales  , il  suffirait  du 
premier  terme  de  cette  série  pour  obtenir  ceux  des  nombres 
tuivans  avec  la  même  approximation. 

Pour  le  nombre  premier  53 , le  troisième  terme  de  cette 
formule  donne 

« 

0,00000  OOOOO  OOOOO  OOOOO  OOOOO  96945  etc. 

Si  l’on  fait 

q ==  x6  — g8xl  -f-  24oix’  — 1 44°° 

= (x  -f-  8 ) (x  — 8)  (x  + 5)  (x  — 5)  (x -f-3)(x*— 3) , 

p = x6  — g8x*  + a4oix*  =x1(x-J-7)*(x  — 7)*, 


on  aura 

p — q—  144000 , p + q — zx* — ig6x4-t-  480a** — 1 440<5i 
et 

p — q 7200  

p -f-  q x6  — g8x*+  a4oixa  — 7200  ' 

et  la  série  (14)  deviendra 


a logx  + 2 log(x+7)  -f  2 log(x— 7)  — log  (x-+-8)— • log  (x— 8) 
— log  (x-f  5)—  log  (x— 5)  — log  (x-f-3) — log  (x — 3) 

7200  

x“ — g8x*-f-  240 1 x* — 7200 

7200  v 3 


-g8x  *-(-240 1 x“ — 7200, 


,)'+ 


etc. 


.(.6). 


Si  pour  x on  écrit  successivement  les  nombres  9,  10,  11  , 
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13 , i3  , 14 1 17  > J9  > 35  et  27  > on  aura  les  équations 

4 l°g  3 + 2 l°g  3 — log  7 — log  17 

=â[4-+K4-),+“] 

— - log  3 — • log  7 — log  1 3 + 2 log  17 

— 3 log  2 ■+•  a log  3 — log  7 -f-  a log  1 1 — log  19 

* a r a5  , 1 / s5  V , ~1 

— & L31 53  3 \2T53/  +etc  J 

— log  3 — log  7 — log  17  + a log  19 

= Ta  [3^  + g (359)  + etC’] 

— 3 log  a — lc%  3 — log  7 + a log  i3 

= h Cw  + 5 (w)  + etc] 

— log3  + 6 log7  — a log  1 1 — log  17  — log  19 

= + if~ao°  Y + etc! 

/aLn7449  + 3 v 17449/  + J 

a log  a — log  3 — log  5 — log  7 — log  1 1 + a log  17 

’ =h\j^rr+  l(rdrr) +etc] 

— 3 log  a — a log  3 — log  7 — 2 log  1 1 -f- 3 log  i3-+-a  log  19 

a r a5  , 1 / a5  V , ~| 

/a Lia  1993”^  3v2i9g3/  ' e,C- J 
6 log  a -f  3 log  3 + 2 log  5 — log  7 — a log  1 1 — log  1 7 

~ /a  C 28799  3 ( 28799  ) etC’l 

— 4 1°6  a + 4 log  3 — log  7 — log  1 1 + a log  17  — log  19 

= /âL  46877  + 3(46577)  +etc<]' 

a5 
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Ces  dix  équations  ne  renfermant  que  les  logarithmes  de» 
huit  premiers  nombres  2,  3 , 5,7,  n,  )3,  17  et  ig,ilnen 
faut  que  huit  pour  calculer  ces  huit  logarithmes  : nous  ferons 
choix  des  huit  dernières , comme  renfermant  les  séries  les  plus 
convergentes  , séries  que  nous  désignerons  par  S, , S»  , S3, 
S4  , etc. , à partir  de  la  troisième  inclusivement  : ces  équations 

2 

résolues  donnent , en  représentant  ^ par  M , 

log  2 = M ( 94S,  — 4°S,  — 74^3  4"  ioS4  + 28S5 

"h"  74&  ”1“  *4**?  — 36Sj) , 

log  3 = M 048S,  — 6aS»  — 116S3  + i6S4  + 44Ss, 

4-  n6Ss  4-  22S;  — 56S8) , 

log  5 = M (aa6S,  — io3S,  — i83S3  + aoS4  + G4S3 

4-  t83Ss  + 33S,  — 88Sj), 

log  7 = M (266S,  — n5S»  — 311S3  -f-  28 S4  + 78S5 

4-  anSô  + 3gS7  — îoaSg)  , t.o  , 

log  u = M (3a8S,  — 142S,  — 260S3  + 34S4  -f-  96S5 

4-  360S6  + 48S7  — ia6S|) , 

log  i3  = M (348S,  — ^2Zs,  + 37S4  + >o3S5 

+ ^9S6+^!s7-=-i33Si) 

log  17  = M (3goS,  — 171S,  — 3nS3  4-  4°^  4-  1148s 
4-  3iiS6  4-  5yS7  — i5oS|), 

log  19  = M (4oaS,  — i73Sa  — 319S3  4-  42^4  + n8Ss 
4-  3igS6  4-  5gS7  — i5 4S8).  • 


En  calculant  dans  la  supposition  de  log  a = 1 , les  logarithmes 
de  2 et  de  5 , et  les  ajoutant  , on  aura  le  logarithme  népérien 
de  10  : le  quotient  de  l’unité  par  ce  logarithme  sera  le  rno- 


♦ 
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tîule  des  tables.  Pour  avoir  le  logarithme  de  23 , on  fera , 
par  exemple  , dans  (16)  , x -f-  8 = a3  , d’où  x = i5 , et  on 
aura 

log  a3  = 2 log  2 — log  3 — : log  7 -f-  2 log  n 

“ 3M  C9G7  + 3 (967)  +etc-J 
On  aurait  pu  faire  l’une  des  hypothèses  , 

x-f-7  = a3,  x+5  = 23,  x+3  = a3,  x — 7 = a3  , 

et  même  cette  dernière  est  l’nne  des  plus  avantageuses.  Voyez 
pour  les  détails  de  calcul  , un  Mémoire  de  M.  Lavemède , 
consigné  dans  les  Annales  de  Mathématiques,  tome  I,  n°'  j et  2. 

îoo.  Nous  tenninerons  ce  qui  concerne  le  calcul  des  loga- 
rithmes , par  l’exposition  de  quelques  formules  remarquables 
en  ce  qu’elles  donnent  par  un  petit  nombre  de  termes  , les 
logarithmes  des  nombres  au-dessus  de  1000,  avec  toute  l’ap- 
proximation désirable  dans  un  grand  nombre  de  cas. 

A cet  effet,  nous  reprendrons  la  série 

*C3>— *[*  + ?+•?>  £+«•]• 

dans  laquelle  M représente  le  module  — : si  l’on  suppose 


î -4-  b __  x* 
x — b ~ x% — x ’ 

cette  série  devient 


d’où  b 


(ax“  — 2 3 (ax* — 1 )‘  5 (ax“ — i)s  CtC') 


25.  , 


Digitized  by  Google 


fv-  -1 


38& 

d’où  l’on  déduit 


ANALYSE 
_ Ipg  (•*  + *)  + |pg(J- O 

a 


log  x 

+ ”[^+5  (J-,  )*  + **■]• 

série  très-convergente  , au  moyen  de  laquelle  on  résoudra 
facilement  la  question  suivante  : \ 

Étant  donnés  les  logarithmes  des  nombres  premiers  au- 
dessous  de  1000 , avec  i5  décimales , trouver  les  logarithmes 
des  nombres  premiers  au-dessus  de  icoo,  avec  12  décimales 
au  moins. 

* , 
Lorsque  x est  un  peu  plus  grand  que  1000  , le  terme 

3 (ax»  — if  équivaut  à Peine  4 


24000  OOOÛO  00000  00000  * 

on  peut  donc  le  négliger,  et  on  aura 

loj  « = + M 

Si  au  lien  de  M on  prenait  M > 

l’erreur  serait  exprimée  par  la  différence 

M 


L(ax* — 1 ) (ax* — 2)él’* 


donc,  dans  le  cas  le  plus  défavorable,  c’est-à-dire,  lorsque 
x excède  1000  de  très-peu  d’unités  , cette  erreur  serait 
d’environ 

0,43429 .... 

■ — = o.ûooco  00000  001  : 

400  00000  00000 

ainsi , pour  avoir  12  ou  i3  décimales  exactes , il  suffit  de 
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recourir  à la  formule 


389 


logx  = log^+0+lo.ë(fn0  + m.  (— 1—\ 

D a \2XJ — a/ 

_ iQgC^+O-f-logÇj— O ■ / ;M  N 

a _rV(jr-f-i)(x— 1)/‘ 


(«7)î 


mais  x étant  un  nombre  premier,  les  facteurs  j+i  et  x — 1 
seront  des  nombres  pairs  et  se  décomposeront  toujours  en 
facteurs  plus  petits  que  x ; on  pourra  donc  trouver  leurs  lo- 
garithmes avec  i3  décimales  , et  on  aura  déjà 


log  (x  -f-  1 ) 4-  log  (x—  î ) 
a 


A l’égard  du  terme  — — , on  peut  en  calculer  la 

(x+i)(x—  i)’  ^ r 

valeur  numérique  par  les  tables  de  logarithmes  ordinaires  , en 
prenant  le  logarithme  du  module  M avec  7 décimales  seule- 
ment , et  retranchant  de  ce  logarithme  celui  de  2 , le  reste 
sera  un  logarithme  constant , dont  on  soustraira  celui  du  déno- 
minateur qu’on  a déjà.  Or  , d’après  ce  qui  a été  dit  sur  les 
caractéristiques  négatives  (Ir€  sect.,  chap.  XVI), 

log  M = 1,63778  45, 
log  ; M = <,33675  43  ; 

donc 

los  > 33675  45-D°g(*+ 0+logC*-03- 

Soit,  pour  application , x = 1097  dont  on  cherche  le  loga- 
rithme avec  12  décimales  : on  a 

x -f-  1 = 1098$-=  18  X 6i , 
x — 1 = 1096  = 8 X 137; 

on  trouve  dans  les  tables  de  Hutton,  ou  dans  celles  de  Collet  ^ 
sous  le  titre  : Tables  de  Logarithmes  vulgaires  et  de  logarithmes 
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hyperboliques  , à 20  décimales , etc.  , < 

log  1 8=  1 ,a55a7  25o5 1 o33 
log  6 ir=i  ,7853a  g835o  108 

Somme  =3, 04060  a34oi  i4« 
log  8=0,9030899869919 
log  137=2,1367205671  564 

Somme  =6,08041  28942  634 
J somme  =3, 04020  64471 5aa  J°S(j+1^feL> 
log  { M=7, 33675  43 
log(.r-f-i)-f-log(x — i)=6jo8o4i  29 

log^M — [log(x-f-i)+log(x— i)]=j,  a5634  i4=log  o.oocoo  01804  433 

0 

O,  OOOOO  0 1 804  433 

log(r+i)+log(x— 1)  „ 

— — 2 -=3,04020  6447 1 012 

Somme  =3, 04020  66a70745=;logx=logi  097 

Ce  logarithme  ne  diffère  de  celui  de  Hutton  ou  de  Collet , 
que  de  deux  unités  dans  la  i3‘'""  décimale. 

Nous  ferons  connaître  une  formule  propre  à donner  avec  1 5 
ou  16  décimales,  le  logarithme  d’un  très-grand  nombre,  pourvoi 
qu’on  ait  des  tables  de  logarithmes  des  nombres  naturels, depuis 
1 jusqu’à  1000,  calculées  avec  16  décimales. 

A cet  effet , on  fera  une  fraction  ayant  pour  numérateur  les 
six  ou  sept  premiers  chiffres  du  nombre  donné  , et  pour  déno- 
minateùr,  l’unité  suivie  d’autant  de  zéros  qu'il  y aura  de 
chiffres  au  numérateur  ; puis  réduisant  cette  fraction  en  frac-, 
lion  continue  , par  le  procédéifeonnu  , on  cherchera  celle  des 
fractions  intégrantes  qui , sous  des  termes  plus  petits  que  1000, 

approchera  le  plus  de  la  fraction  donnée.  Soit  - cette  fraction 

qui  peut  être  plus  grande  ou  plus  petite  que  le  nombre  donné 
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nous  la  supposerons  plus  petite , et  en  désignant  par  a la 
nombre  donné , on  posera  l’équation 


J -f-£ 

1 — x 
déduit  de  là 


_ _ <7  ( 1 + *) 

U — # N ) * 

p(l—x) 

étant  un  nombre  très-peu  au-dessus  de  l'unité  : on 


log  a = log  q — logp  -J-  log  (7^) 

* + -3  + -5  +etc.J  ; 


mais  la  fraction 


_ ap—q 

ap+q 


étant  très-petite , puisque  son  numérateur  revient  à 
quantité  plus  petite  que  i ( Ire  'sect.  , chap.  XXXI),  ses 


puissances  3e,  4%  5*,  etc.'  pourront  être  négligées  dans  l'em- 
ploi numérique  de  la  formule;  ensorte  qu'elle  se  réduira  à 

log  a = log  g — logp  + aM  + O8)* 

Faisons  nne  application  de  ce  moyen  à la  recherche  de 
log  sin  o?,  55S  , 

q désignant  le  quart  de  la  circonférence  : on  a 


sin  o*,556  = 0,76643  3oo68  09349  8 sss  a. 

Après  avoir  formé  la  fraction  on  opérera  sur  les 

1 oocooo 

deux  termes  comme  pour  en  chercher  le  plus  grand  commun 
diviseur , et  on  trouvera  la  suite  des  quotiens  1 , 3 , 3 , 1 , 1 , 
3,i,4  qu'  donneront  les  fractions  convergentes 

o 1 3 10  i3  n3  158  1 5 1 730 

1*  i*  4’  i3  * 17’  3o  * 167’  197  1 955  * 


Digitized  by  Google 


Sqa  ANALYSE 

ensorte  qu’on  peut  prendre  la  dernière  pour  une  approxima- 
tion du  sinus  proposé.  On  aura  donc 

. 1 — z5? 

P ~ .955' 

Au  moyen  de  ces  données , on  trouvera 


• ap  — q 

ap  + q ' 

le  cube  de  ce  nombre  aurait  18  zéros  après  la  virgule,  et 
conséquemment  on  peut  le  négliger.  Or, 

aM  = o,86858  8g638  o65o3  6553o 

= 0,00000  04873  96159  5 

log  q = log  732  = 2,8645i  10810  583g&  q * 

Somme  = 2, 8645 1 1 5684  5455 1 4 
log  g55  = 2,g8ooo  33715  83746  4 

différence  =s  7,  8845o  81968  70805  1 
= log  sin  o’, 556. 

106.  Nous  avons  trouvé  ci-dessus  ce  développement  de 
l’exponentielle  , savoir  ; 

* . . . A*x*  , 

a*  = 1 + Ax  4 — f-  etc., 

et  A = la , ensorte  que  » 

a*  = 1 -f-  xla  -f-  ~ (x/a)*  + Aj  (x/a)’  -f  etc (19)  : 

on  a d’ailleurs  la*  — xla  , d’où  résulte  encore  cette  autre 
forme  de  développement 

q*  = 1 + /a1  -j-  - ( la*y  -j ( la T)3  -f-  etc.  ; 

2 ' 2.0  . 
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• en  faisant  a*  — n , on  obtient 


n = 1 -+■  lit  -+•  — (/«)*—! ^5  (/«)’  + etc. 

a 2.0 

Si  l'on  suppose  lrr=  i , auquel  cas  n devient  le  nombre  e , 
on  aura  comme  plus  haut , 


e = 1 + 1 + Z + O + etc- 

Le  développement  de  a1  donnerait  , en  faisant  ax  = n , 
d’où  x = log  n pour  la  base  a , et  remplaçant  A par  la , 

n = t + la. log  n -f-  ^ (/a. log  n)*  + etc. 


c’est-à-dire,  en  remplaçant  la  par 


n = 1 


+ etc., 


formule  qui  sert  à calculer  le  nombre  n , lorsqu  on  connaît 
son  logarithme  tabulaire. 

Si  dans  le  développement  de  ar,  on  change  d abord  x en 
nx , puis  a en  x , il  vient 


ou 


xnx  — î -4-  Anx  + — n’x*  •+•  n’x3  + etc. , 
1 1 a 2.3 


Or  ce  développement  A n’étant  autre  chose  que  le  logarithme 
népérien  de  x,  ou  aura 

71  ® 

x”*  = i + nx  {lx)  -f  (/x)*  + —g  {la 'V  + etc. 
formule  qui  trouve  son  emploi  dans  le  calcul  intégral. 
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Nous  pouvons  maintenant  démontrer  ce  développement  • 
curieux  , 


-f  + ^Lx~Prl  + ctc. 

i'a  a.3 


En  effet , substituant  successivement  xm,  puis  r™  pour  a* 
dans  le  premier  membre  du  développement  (19),  et  dans  le 


, ml r mlr 

second  -r—  . -7—  pour  x , on  aura 


la  » la 

xm  = 1 + w/x  -4-  - m*  (/x)*  4 — m3  (L r)3  + etc-  » 
2 a.O 


r"  = 1 + m/r  -f-  - m5  (/r)*  + —g  m3  (/r)3  -4*  etc.  , 


séries  don^la  différence  est  le  théorème  en  question. 

107.  Nous  nous  proposons  de  faire  voir  comment , au  moyen 
des  séries  logarithmiques  et  exponentielles  , on  peut  résoudre 
ce»  trois  questions  : 

i°.  Trouver  un  nombre  qui  , élevé  à une  puissance  désignée 
par  lui-même , soit  égal  à un  nombre  proposé. 

La  traduction  de  cette  question  est 


x*  = a , 

a étant  le  nombre  donné.  Il  est  facile  de  trouver  pour  a un 
nombre  qui  ne  diffère  pas  d’une  unité  du  nombre  cherché  : 
en  appelant  p ce  nombre , nous  poserons 


on  aura  donc 

d’où 

mais 


x = p -f  a ; 

(p+*y4*=«, 

{p  + a)  log  (p  + a)  = log  a : 


og  (P+*) = lo  gp  + log^i  =logp+MQ  — 


■ v.-:V 
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log  a = (p4-z)  log(p+z)=plogp  -f  s log  p 4- Ms, 

en  négligeant  tous  les  termes  où  a passe  le  premier  degré. 
On  déduit  de  là 

• _ logo  — plogp  . 

log  P 4-  -'I  ()* 

Appliquons  cette  formule  au  cas  de  a — 2000  ; on  a d'abord  , 
à moins  d’une  unité  près  , comme  nous  le  verrons  bientôt , 


conséquemment , 


p = 4,8, 

log  2000  — 4>8  1og4.8 

~ 1054,84-0,4349945  ■ 


logaooo  = 3,3oio3oo  , log  4,8  = 0,68124124, 
4,8  log  4,8  = 3,9699579  ; 


0. 0310721 

z = rg— £-  = 0,0278  , 

1, n55o57  ' 


couséqueihment , 

x = p 4-  z — 4,8278. 

Si  l’on  desirait  une  plus  grande  approximation  , on  sup- 
poserait dans  (1)  , 

P — 4,8278,  d’où  z = °>00-°g  = 0,00002263, 

1,1180438 

et  de  là , 

x = z 4-  p =n  4,82782263. 

A l'égard  de  la  première  approximation  4,8,  on  découvre 
aisément  que  2000  est  compris  entre 

44  = 256  , 53  = 3ia5; 
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donc  x est  entre  4 et  5.  Supposons 

x = 4,  5 = 2, 

on  -voit  qu'il  faudrait  qu’on  eût 

(!)*  = 3000  ; 


mais 


à très-peu  près  : le  nombre  cherché  est  donc  entre  4,0  et  5. 
Supposons  x = 4.8  , on  a 

4,8  log  4,8  = 3,269958  = log  1862,  , 

et  1 erreur  est  — i38,  ensorte  qu'en  prenant  x = 4,8  pouç 
une  première  donnée  , l’approximation  est  plus  rapide. 

a°-  Trouver  la  somme  des  puissances  m des  racines  d'une 
équation,  immédiatement  en  coefficiens  de  cette  équation , 
sans  passer  par  les  sommes  des  puissances  inférieures. 

3°.  Connaissant  les  sommes  des  puissances  des  racines  d'une 
équation , traduire  un  coefficient  quelconque  de  F équation  en 
sommes  de  ces  puissances. 

Soit  une  équation  d'un  degré  quelconque 

xm+  Ax”-'  -f  Bx"-* + V = o_, 

dont  a , b , c , d,  etc.  soient  les  racines  : on  aura 

xm+Axm-,-4-Bxm_i-f-etc.  — (x — a)  (x — b ) (x— c)  (x — d)  etc. 

Posons  x = i ; on  trouvera  , après  la  multiplication  par  zm, 
l'identité  , 

1+Aa+Bi’..  = — iz)(i — cz)(i — dz)  , etc.; 


m 
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prenant  de  part  et  d’autre  les  logarithmes  népériens , on 
aura 


/.(  1 + Az4-Bz*4-  Ci3  + ) 

= Z.(i — az)  4-Z.(i — 6z)4-Z.(i — cz)4-  /.  (1 — dz ) *4*  etc. 

Si  dans  le  développement,  • 

, , t è3  b* 

= _ _ — etc. , 


on  fait  6 successivement  = az , = 6s , = cz  , = etc. , on 
aura 


/.(i-4-Az4-Bz*-f-Cz3-4-etc...)  = — (a-f-b-f-c-f-d-f-etc.)  z 

— (a,4-ô*-f-c*-f-da4*etc.)  7~ 


posant  donc 


— Ca3+£3+c3-f"d3+etc0 

— (a<4"^-Hr4”M*4,"etc0  y 

4 

etc. 


S,  = etc. , 

S,  = a*  -f  i*  + c»  -f-  «£“  -f-  etc. , 

S4  = a*  + é*  + ^ + & 4-  etc. , 
etc., 


l’identité  précédente  deviendra 


,,  /.  ( 1 4*  Az  4“  Bz*  4-  Cz3  4"  etc.) 


pour  avoir  le  développement  du  premier  membre , on  rem- 
placera dans 
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7 , , , , , , P bi 


etc. 


b par  Az  + Bz 3 -f-  Cz3  + etc.  , et  après  avoir  ordonné  par 
rapport  aux  puissances  de  z,  on  obtiendra  cette  identité , 


t 


Az  -f  B 

A3 

a 


z3  + C 
aAB 


z3  + D 
aAC 
a 


z*  -f-  etc (1). 


En  comparant  les  coefïiciens  des  mêmes  puissances  de  z , on 
parvient  aux  relations  suivantes  , 

S,  — — A, 

S„  = — | B -f*  ï A*, 

53  = — ? C + \ aAB  - J A3, 

54  = — f D -f  * ( aAC  -f-  B3  ) — f 3A*B  + \ AL 
Ss  = — f E + f (aAD  + aBC)  — f ( 3 A‘C  + 5 AB* ) , 

+ ! 4A5B  — | As, 
etc. 


L’avantage  de  ces  formules  sur  celles  que  nous  avons  don- 
nées (chap.  V),  consiste  en  ce  que  chacune  des  sommes 
S,,  S,,  S3,  etc.,  est  exprimée  en  coeflîciens  de  l'équation, 
ensorte  que  pour  calculer  l’une  de  ces  sommes  , on  n’a  pas 
besoin  d’évaluer  celles  qui  précèdent  , ce  qui  est  un  avan- 
tage précieux.  Pour  que  ces  formules  soient  identiques  avec 


« 
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Celles  du  chapitre  cité  , il  faut  faire  les  coefïïciens  A , 
C , E , etc.  négatifs. 

Nous  passerons  à la  solution  de  la  seconde  question  , et 
pour  la  résoudre  , nous  partirons  de  cette  formule  trouvée 
précédemment. 


/.  ( 1 -f-  A z -{-  Bz*  Cz3  -J-  etc.  ) 


qui  n’est  autre  chose  que 

L(i+Az+BzJ-j-Cz3+etc.)  = le  *S'  a S‘  3,®J  elc'j 

en  observant  que  le  = 1 \ mais  lorsque  deux  logarithmes 
rapportés  à la  même  baSe , sont  égaux,  les  nombres  de  ces 
logarithmes  sont  égaux  ; ainsi , en  passant  des  logarithmes 
aux  nombres,  il  vient 

■J*  jï  2 < 

i +Az-f-Bz*-f-Cz3-+-etc.  — e a 3 ® 4 clc' 

Tout  se  réduit  donc  à développer  le  second  membre  suivant 
les  puissances  de  z,  au  moyen  de  la  formule 


x . x x1 

ex  — 1 -f*  - -f-  

î 1 .a 


1.2.3 


.2.3.4 


+ etc. , 


dans,  laquelle  on  fera 


après  avoir  ordonné  le  résultat  suivant  les  puissances  de  z , 
on  trouvera 


1 +Az+Bz1-fCz3-)-etc.  = 1 _S,z  — — I 


c> 

+ a1 


S3 

' 3 

S, S» 
1 . 2 


jz3 — etc.  (a) 


s; 

1.2.3 


* 
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d’où  l’on  déduit,  par  la  comparaison  des  coefficiens  des  mêmes 
puissances  de  z , 


B = 
C = 


S3  , i_  ç-  s»  S», 

3 ^ î.a  1 1 .a  i.a.3’ 


etc. 


JFaring  a donné  pour  la  solution  de  ce  problème,  une  for-* 
mule  qu’il  compose  par  les  combinaisons  , et  qui  s’accorde 
avec  les  précédentes  : elle  se  trouve  dans  ses  Méditations* 
algebricœ  , cap.  /,  Probl.  II J , coroll. , ainsi  que  dans  son 
premier  ouvrage  de  176a.  Il  aurait  $té  sans  doute  plus  simple 
de  déduire  les  valeurs  des  coefficiens  en  S, , S, , etc.  de  l’iden- 
tité ( t ) qui  donne  en  même  temps  la  solution  des  deux 
énoncés  ; mais  nous  avons  voulu  résoudre  les  deux  questions 
séparément. 

108.  Enfin  nous  ferons  connaître  un  usage  très-simple  qu'a 
fait  Lagrange , de  la  formule 


‘+T  + 


1 . a 


i . a .0. 


pour  trouver  le  développement  d’une  puissance  quelconque 
d’une  quantité  composée  d’autant  de  termes  que  l’on  voudra. 
A cet  effet , si  à la  place  de  x , on  met  i (p  -j-  g + r ■+■  etc.) , 
on  aura 

e'Cp-H 4-r+-fir.)  — i-f-i(p-f-q-f-r-l-etc.)-f-  (p-f-g-f-r-f-etc.)* 

+ (P+<7+r+etc.)M-  etc: 


ainsi  le  terme  multiplié  par  im,  sera 

(p-f-g-fr-fetc.)"*  # 

i.a.3 m ’ 
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♦ 


e 


d’un  autre  côté , on  a 


e,0’-t-i+H-.ic.)_eip^eif  xeirXetc.= ^ i +ip-f-^  -f-  +etc.^ 

' K'+'’+'ïï+â3  + «‘) 


z9r* 

xl  1 +"■+-+ 


»v 


1.3.3 


-f-etc. 


) 


Donc  le  coefficient  de  im,  dans  le  développement  de  ces 

différens  produits  , multiplié  par  i.s.3 m , sera  la  valeur 

de  (p  •+•  q -+■  r -f-  etc.  )m.  Or  il  est  visible  que  ce  coefficient 
se  trouvera  composé  d’autant  de  termes  de  la  forme 


p V r*  

i.a.3 a x i.a.3.  ..  .ft  x i.a.ÿ.-.  .■’].>  x....  * 

que  l’on  peut  donner  de  valeurs  différentes  à i,  ft , »,  etc.  ; 
de  sorte  qu’on  ait 

A -f-  ft  -f-  » -f-  etc.  = m , 

en  prenant  pour  a,  /»,.»,  etc.  des  nombres  entiers  positifs. 
Ainsi  la  puissance  (p  + q •+■  r -f-  etc.)"  sera  composée  d’autant 
de  termes  de  la  forme 


1 .3.3.4*  •• -(m  — 1)»»  A « » 

i.a.3...AXï.2.3..  ^xi.2.3...»Xetc.  ^ T CtC 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  donne  la  théorie  des  combi- 
naisons. Ce  terme  peut  être  écrit  sous  la  forme  * 

» 

1.3. 3, 4.  ..A(A+l)...(m — l)m  A u r 

1 .3.3. . .AX  1 .2.3. . ./»X  i .3.3. . .»X  etc.  ^ r etc’ 
m (m — 1)  (m — 2) (A-f-a)(A~t-i) 


1.3.3... . ft  X 1.3.3 » X etc. 

Mais  de  m — A-f-/«-f-»-f-  etc. , on  tire 
* 

a = m — ,u  — » — etc.  ; 


_ A 11  » 

Xp  q r etc. 


26' 


Diq 
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donc  la  formule  précédente  devient 

7n(m-l)(m-a)...Cm-^->-etc...+  ,) 

1 .a. . .p  X i -a. . .v  x etc.  r • “r  > 

ce  qui  fournit  l’énoncé  d'une  règle. 

lot).  Faisons  quelques  applications  , et  supposons  m=6  : on 
cherchera  de  combien  de  manières  on  peut  faire  6 , et  ou, 
aura  ces  décompositions  : 

6 

5 i 

4 « 

3 3 

4 î î 

3 a i • 

* a a a 

3 î î t 

a ' a î î 

a î i î 


111111 


d’où  résulteront  ces  différentes  espèces  de  termes , savoir  : pour 

a=6,  les  termes  de  la  forme  pe, 

a=5,  pt=i 6p*< 7, 

/=4>i“=3 » Epy, 

a = 3,  *==  3 aopV, 

a=4,  ^=t,  i=i 3 op‘qr, 

a=3,  ^ = a,  i=i Gcp3qV, 

A=a,  j»  = a,  i = a qopV/V, 

a = 3,  ^ = i,  i = i,  £=  i laop^rs, 

A = a,  ^ = a , i = î , £ = î 180 p'q'rs  , 

A=a,  ^»=  i , v = i , £=  î , f ~ i Z&cp'qrst, 


A=i,  /•*=!,  1=1,  1=1,  f = i,  'jzopqrîtv. 
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en  observant  qu’on  ne  doit  retenir  dans  la  formule  générale 
que  les  facteurs  pour  lesquels  /*  , y , etc.  ne  sont  pas  nuis. 

Le  polynôme  étant  de  la  forme 

_(  a -J-  bx  + ose1  -J-  dx 1 -J-  etc.  )“, 

• il  faudra,  flans  la  formule  (i),  changer  p en  a,  q en  bx , ren 
ex1,  etc. , ce  qui  donnera 

i.a. 5. 4 maWc'Se*  etc. 

1.2.3....AX  i .3.3. . . . (*  X i.a.3. ..  .v  X etc.  * 

♦ 

en  observant  que  A -f-  ft  4-  * -|-  £ -f-  et*.  = m. 

m 

Qu’il  s’agisse  d’avoir  le  coefficient  de  x6  dans  le  dévelop- 
pement de 

(a  + bx  + ex*  4“  dx3  4*  ex*  4"  /x*-  4*  gx*  4-  etc.)8, 
sans  l’effectuer.  . # , 

Il  est  d’abord  évident  qu’on  ne  doit  pas  retenir  a8,  et 
que  as  ne  peut  être  multiplié  que  par  g , ce  produit  étant 
pris  six  fois. 

Cherchons  les  termes  de  a*  : dans  ces  termes , a*  ne  peut 
se  trouver  multiplié  que  par  le  produit  de  deux  des  coefficiens 
de  x , ou  par  le  carré  de  l'un  de  ces  coefficiens  , puisque 
chaque  coefficient  de  x8  ne  peut  être  que  de  six  dimensions  : 
on  doit  donc  partager  le  nombre  6 en  deux  parties , ce  qui 
ne  peut  se  faire  que  de  ces  trois  manières,  1 et  5 , 4 et  a » 
3 et  3 : or  l’exposant  de  x,  savoir  : 

f*  4”  s?  4*  4~  4*'  4*  5p  -4-  etc.  = 6 ; 

donc 

ft  — i et  f = i , *3=t  et  *•  = î , { = a , 

les  autres  quantités  étant  nulle*  : conséquemment  les  coeffi- 
ciens de  x6  seront,  abstraction  faite  des  nombres  qui  doivent 
les  multiplier, 

a*bf,  O* ce , , 

a6.,- 
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et  le  coefficient  total  de  x en  a1,  sera 


3o  a*bf  -f-  3oa*ce  -+-  i5  a W , 

en  observant  que  chaque  terme  de  la  forme  p*qr  Ist  répété 
5o  fois,  tandis  que  chacun  des  termes  de  la  forme  p'q*  est 
répété  i5  fois. 

Passons  aux  termes  de  x6  en  a3  : ces  termes  ne  peuvent . 
être  que  de  trois  dimensions  , en  b , c,  d,  etc.,  parce  que  A 
étant  = 3 , on  doit  avoir 

ft  + f + etc.  = 6 — 3 : è 

donc  à cause  de  , 

• f*  -f*  2»  3£  -H  4*  + etc.  = 6 , 

il  faut  partager  le  nombre  S en  troia  parties , ce  qui  donna 
ces  décompositions  : ^ 


et  conséquemment, 

» = o,  etc. 

i 1 = 1,  t = i , n = 1 , a-  = o ; etc.  ; 

> = i, , i“  = o,  Ç=o,  etc. 

.1  W 

Ainsi  ^ = i étant  répété  deux  fois , » = 1 étant  répété  trois 
fois  , on  a eè*,  dcb  , c3,  et  pour  les  termes  en  a 3 pris  avec  les 
coefficiens  numériques, 

6oa3i*e  + îao a3bcd  ■+■  aon’c5. 

Les  termes  en  a*  sont  de  quatre  dimensions  en  b , e,  d , etc.  : 
ainsi  le  nombre  b doit  être  partagé  en  quatre  parties , comme 
il  suit , 

3, 1,1,1,  . 

« 
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d’où 

* • £=»,<“=  i . 

» = 1 , fC  = i , 

f*  étant  répété  trois  fois  dans  le  premier  cas , et  deux  fois  dan» 
le  second,  et  v étant  répété  deux  fois  : on  conclut  de  là  ces 
coefliciens  b3d,  b'*c*,  et  conséquemment  ces  termes  en  a* 

' £oa‘lPd  + goa^c*, 

en  observant  que  ces  termes  se  rapportent  à ceux-ci  p'q'r , 
p*q]r*  qui , dans  le  tableau  précédent , ont  pour  coefliciens 
respectifs  60  et  go.  * 

Ce  partage  du  nombre  6 , 


donne  un  seul  coefficient  de  a,  savoir,  cb.b.b.b,  d'où  l'oa 
conclut  3oaMc  pour  un  autre  coefficient  de  x6. 

Enfin  le  partage  du  nombre  6 en  * % 

• 

» , V»  1 • 1 » 1 > 1 » * 

donne  b6. 

Ensorte  qu’on  aura  pour  facteur  de  be , 

6asg,-f-3oa4ù/'-f-3oa  'ce-)- 1 Sa'^-J-Soa^e-f- 1 hoa3Acii-f-3oa3c* 
+6oa'Ù,<f-4-90aîù’ca+3oaZ>,c-f-è*. 

t 

Voyez , sur  ce  sujet  important , les  chapitres  XVI , XVII  et 
XVIII  des  Élemcns  d' Arithmétique  universelle , par  Kramp , et 
le  septième  numéro  du  tome  II  des  Annales  de  mathématiques . 
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CHAPITRE  XIX. 

Des  séries  qui  expriment  le  sinus,  le  cosinus,  etc. 
par  l’arc , et  l’arc  par  le  sinus  , la  tangente  ; et 
conséquences  qui  en  résultent. 

• 

iio.1N"ous  commencerons  par  les  séries  qui  donnent  'Je  sinus 
et  le  cosinus-  suivant  les  puissances  de  l’arc  , séries  auxquelles 
nous  parviendrons  par  deux  analyses  différentes. 

Pour  l'arc  = o , le  sinus  est  nul , et  le  cosinus  est  égal 
rayon  ; d’où  il  suit  que  tous  les  termes  de  la  série  du 
sinus  , doivent  renfermer  l’arc  en  facteur , et  que  l'un  des 
firmes  de  la  série  du  cosinus,  doit  être  le  rayon  que  nous 
supposerons  égal  à l’unité.  D’une  autre  part , ces  séries  ne 
doivent  procéder  que  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  l’arc;  car  en  admettant  une  puissance  négative  de 
l’arc  dans  ces  séries  , le  sinus  et  le  cosinus  de  l'arc  nul,  seraient 
infinis  ; conséquence  absurde.  Dans  la  supposition  d’une 

n : • 

puissance  fractionnaire  de  l’arc , telle  que  G j/x"1,  à une 
valeur  de  l’arc,  correspondraient  des  valeurs  en  nombre  n 
du  sinus  et  du  cosinus  , ce  qui  e^t  faux  (*)  ; d’ailleurs  si  l’on 
supposait  des  puissances  de  l’arc  , que  le  développement  ne 
, dut  pas  contenir , l’analyse  les  rejetterait  en  donnant  o pour 
valeurs  de  leurs  coefiiciens.  On  posera  donc 

sin  x — Ai  -f-  Bx1  -J-  Cx1  -f-  etc (a), 

cos  x = i -j-  A'x  -f-dÿ-û4  -f-  etc (ù).  . 


On  sait  qu’à  nn  sinus  on  h nn  cosinus  donne , répondent  des  arcs 
en  nombre  infini  ; mais  Ja  réciproque  n'a  pas  lieu. 


\ 
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Ici  nous  avons  dû  supposer  toutes  les  puissances  entières  et 
positives  de  l’arc;  car  c’est  au  calcul  à redresser  cp  qu’il  peut  y 
avoir  d’inexact  dans  cette  supposition  ; cependant  on  déduit 
d’une  considération  fort  simple , que  la  série  du  sinus  ne  doit 
contenir  que  des  puissances  impaires  de  l’arc  , tandis  que 
celle  du  cosinus  ne  doit  contenir  que  ses  puissances  paires.  En 
effet , à l’arc  — x répond  — sin  x , ensorte  que  l'idqptité 
(a)  devient 

* * 

— sin  x = — Ax  -f-  Bx*  — Cx5  -f-  Dx*  — etc. ...(c); 

retranchant  (c)  de  (a)  , et  divisant  la  différence  par  2 , on 
trouve 

sin  x — Ax  + Cx3  -f-  Ex5  + etc (d). 

Le  changement  de  -j-x  en  — x n’en  apporte  pas  dans  la 
signe  de  cos  x,  ensorte  que 

cos  x — î — K'x  -f-  B'x*  — C'x3  ~f-  etc (e)  ; * 

ajoutant  (e)  et  (b)  , et  divisant  la  somme  par  a , on  obtient 

cos  x = 1 -f-  B'x*  -f*  D*jr*  -f-  etc. . 1 . . . (f),  . 

On  pourra  donc  supposer  . 

sin  x = Ax  4"  4*  C-*5  4"  etc (1)  , 

cos  x = 1 -f-  A'x2  B'x*  -f"  etc (2). 

A l’effet  de  déterminer  les  coefficiens  A,  B,  C....  A',  B*, 
C',  etc.  indépendans  de  l’arc  x,  on  partira  de  ces  deux  pro-  . 
priétés  fondamentales 

sin  (x  + y)  = sin  y cos  x 4"  c°s  y sin  x (3).» 

cos  ( x + y")  — cos  y cos  x — sin  y sin  x (4)  , 

qui  doivent  être  vérifiées  parles  développemens  (1)  et  (a), 
en  y changeant  x en  x -f-  y , pour  avoir  les  fonctions  non 
développées  .sin  ( x + y)  , cos  (x  4- .y)  • après  ces  substi- 
tutions , si  l’on  ordonne  suivant  x les  identités  qu’on  obtien- 

• 
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dra , eiWîîsant  entrer  y et  ses  puissances  dans  les  coefiicicns 
de  x et  de  ses  puissances  , et  si  l’on  égale  seulement  les 
coefliciens  de  la  première  puissance  de  x,  la  seule  qu’on  ait 
à former,  on  obtiendra  ces  deux  identités 

A + SB  y*  4"  -)-  etc.^=  A + AA'jA  4"  AB'y*  4“  etc.  » 

aA ’ y 4-  4B'y  4*  etc.  = — A1  y — ABy  4-  etc.  , 
qui  (levant  avoir  lieu , quel  que  soit  l’arc  y , donnent 

A =s  A , . aA'  = — A?,  3B  = AA", 

4B'  = — AB  , 5C  = 4-  AB' , etc. , 
d’où  l’on  tire 

A* 


A*  A-1 

A'  = — , Bs-i, 

a a.3 


C = 


A* 


C'  = — 


B'  = 
A6 


a. 3.4  » 

etc.  : 


a. 3. 4. 5' a. 3.’4. 5. 6' 

Par  ces  substitutions  , les  développemens  (1)  et  (a)  deviennent 


s in  x — Ax  ■ 


AV  • AV 

— 5-  H » . -g  — etc. 

a. 0 a. 3. 4-5 


AV  AV 

cos  x = 1 — h — 3 — ; 

• a a. 3. 4 


— etc.  , 


et  il  reste  à déterminer  A : à cet  effet , on  divisera  sin  x 
et  son  développement  par  x , et  on  aura 

AV  . A5  r* 


= A — 


Or  le  rapport  -n-~r  approchant  de  l’unité  , à mesure  que  x, 

diminue  ( Trig.  ) , ce  rapport  ne  devient  rigoureusement  égal 
à l’unité , que  pour  x = o ; donc 

A = 1. 

Nous  donnerons  bientôt  une  détermination  plus  rigoureuse  de 
ce  coefficient  A. 


a.3  ‘ a. 5. 4. 5 


— etc. 
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Nous  allons  rechercher  les  mêmes  séries  par  une  autre 

voie. 

En  partant  de  la  formule 

(cos  x -f-  sin  x V/-.)"  = cos  nx+  sin  nx . y/ — 1 (5)  , 

démontrée  (chap.  XI),  on  a réciproquement 

t 

COS  X sin  x.  Y~  1 = ( cos  nx  -f-  sin  nx.  Y—  >)“ , 

le  nombre  n pouvant  être  quelconque.  Maintenant  quelle  que 
soit  l’expression  de  sin  x en  série  de  l’arc  x , elle  ne  peut 
être  que  de  la  forme  • 

Ax  + Bx*  "J-  Cx1  -f-  etc. , 


ainsi  que  nous  l’avons  prouvé  précédemment.  Mais  comme 

cos  x — V'  \ — sinax , on  aura 

• 

À*x* 

cos  x — y 1 — A1# — aABx3 — etc.  = i + etc.  ; 

2 

% * 

or  les  coefliciens  A , B , C , etc.  étant  indépendaps  de  l’arc  x , 
seront  les  mêmes  pour  tout  autre  arc  : substituant  donc  nx 

pour  x , on  aura  pareillement 

a 

sin  nx  ~ nAx  + n'  Bx’  -4-  nr’Cx3  + etc, 

n*  A’x1  . * 

cos  nx  = 1 — f-  etc.  ; 


donc  la  formule  (5)  deviendra 

• » 
cos  x + sin  x . V — t rt 

= |^i+  nAx.  Y — 1 -{-  n2  ^B.  [/ — 1 — x“  + etc.^J 

Développons  le  second  membre  à la  manière  du  binôme  , 
en  faisant , pour  abréger  , 

X = Ax . Y — 1 -f-  n ’^B . Y — 1 — x*  -J-  etc. , 


1 


* 


» 

Digitized  by  Google 


ANALYSE 


4«o 

on  aura 

cos  x -f-  sin  x.  l/ — 1 = 1 + i (raX)  -f-  ' a \ - («X)* 

. (i  — n ) ( 1 — an  ) , , , 

+ sxp C»X)’  + «c. 

= i + X + X-  + X1  + etc. 

t a 2.0  • 


Comme  les  valeurs  de  cos  x et  sin  x doivent  être  indépen- 
dantes du  nombre  arbitraire  n , il  s’ensuit  que  tous  les  termes 
du  second  membre  , qui  se  trouveront  multipliés  par  une 
même  puis‘ai:ce  de  n , doivent  se  détruire  d’eux-mêmes  : ne 
tenant  donc  compte  que  des  termes  où  n ne  se  trouve  pas 
après  le  développement , il  est  aisé  de  voir  que  la  quantité 
X se  réduira  à son  premier  terme  Ax.y — t , de  sorte  qu’on 
aura  simplement  • 

cos  x -j~  sin  x.y — i==i-}-  Ax.y — î + - (Ax\/ — i)* 

• 3 

+ ^(AxV-i)’+«tc (6). 


En  effectuant  les  puissances  de  y — i , et  comparant  1<£ 
parties  réelles  des  deux  membres  ensemble , et  les  parties 
imaginaire*  ensemble , on  aura 

> ■ ■■ 

a AV  Air5 

sin  x = Ax  — ■ — » —y-=  — etc (y), 

- a. 3 a. 3. 4-5  ' 

, A*x%  , A'x*  Q 

a a. 3. 4 

Pour  avoir  de  même  la  valeur  de  x en  sinuè  et  cosinus  dex, 
on  n’aura  qu’à  reprendre  la  formule  fondamentale 


cos  nx  -+-  sin  nx. y — î = (cos  x + sin  x.y — i)*, 

dans  laquelle  on  mettra  ponr  sin  nx  et  cos  nx  leurs  valeurs 
«n  séries , savoir  : 


t 


) 
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n*A9x* 

nXx  + n* Bx’  -f-  etc. , 1 — (-  etc.  , 

et  on  développera  la  puissance  n du  second  membte  : on 
aura  ainsi , * 

1 -f*  hAx.  \/ — i -f-  ^B.  [/ — 1 — x*  + etc. 

= cos"j(~  i-\-n  [/ — «4-  — — - v — i)  + etc.~|. 

L cos  x " a \cosx  r / 

Or, 


= tang  x 


cos  x = y/  j — i 


donc 

. » ■ , . ” 71  . 71  • i i 

cos"x=  (i — sin’x)'  = i sin’x  -( — sin4x  -+-  etc. 

a a. 4 # 

Substituant  ces  valeurs  , la  quantité  n ne  s^  trouvera  plus 
que  dans  les  coefficiens  , et  ordonnant  les  ternies  suivant  les 
puissances  de  cette  quantité  , le  second  membre  deviendra 
de.  cette  forme  , 

i ~j-  nP  + n’Q  + etc.  , 
en  faisant,  pour  abréger, 


P = tangx\/ — i — £(tangxl/ — i y -f- j (tang  x [/*—  i)3 — etc. 

— î sin’x  — j sin'x  — -g  sin6x  — etc. , 

Q = H tang  x V/—  1 )’  4-  etc.  ; 

effaçant  l’unité  dans  les  deux  membres , et  divisant  toute 
l’équation  par  n,  il  viendra 


Ax  {/- r i + n y/—  i — x*  -f“  etc.^  =P-f-nQ+etc.; 

et  comme  cette  identité  doit  subsister , quelle  que  soit  la 
quantité  n qui  y conserve  son  indétermination  , il  faudra  que 
les  termes  qui  contiennent  les  differentes  puissances  de  n,  se 
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détruisent  d' eux-mêmes , ce  qui  la  réduira  d’abord  à 


Ax  y' — 1 = P, 

savoir , en  développant  les  puissances  dé  tang  x \/ — 1-, 

Ax  y'-—  1 = (tang  x — -J  tang3x  -f-  j tar.g5x  — etc.  ) y' — i 
-f-  { tâng3x  — j tang'x  -f-  j tangsx  — etc. 

— s sin3  x — j sin*  x — | sin6  x — etc. 

Comme  on  peut  prendre  le  radical  [/ — r en  plus  ou  en 
moins  , il  est  visible  qu’en  le  prenant  successivement  sous 
ces  deux  signes  , et  soustrayant  les  deux  équations  l’une  de 
l’autre  , on  aura , après  la  division  par  aA  y1 — i , 

tang  x — tang3x  4-  -j  tang5x  — etc. 

X = A 

ce  qui  donne»  l’arc  développé  suivant  les  puissances  de  sa 
tangente.  Nous  reviendrons  bientôt  sur  cette  série  , à l'effet 
■ de  la  rendre  convergente , c’est-à-dire , propre  à donner  la 
valeur  approchée  de  la  circonférence  en  parties  du  rayon. 

On  peut  encore  parvenir  directement  au  développement  (g), 
comme  on  va  le  voir. 

La  tangente  devant  être  négative  avec  l’arc , on  prouvera  , 
comme  on  l’a  fait  plus  haut  à l’égard  du  sinus  , que  l’arc  pro- 
cède suivant  les  puissances  impaires  de  la  tangente.  Soit  donc 

x = A tang  x -f-  B tang3x  + C tang5x  -f-  etc.  : 
on  aura  de  même 

y = A tang  y -f-  B tang3  y + C tang5  y -f-  etc.  , 

et  en  changeant  dans  la  première  identité  , x en  x — y , 

x — y = A tang  (x  — y ) -f-  B tang3  ( x — y)  -+•  etc.  ; 

mais  en  soustrayant  la  série  y de  la  série  x , on  a 

, x — y = (tang  x—  tang  j») 

><;  [A  -f-  B (tang’x  -f-  tang  x tang  y + tang’y)  + etc.]]  ; 


donc 
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A tang  (x  — y)  -f-  B tang3  (x  — • y)  -f-  etc. 

=(tangx — tangy)[A+B(tangîx+tangxtang_y-(-tang>j')4'etc3- 
Or, 

tang  x — tang  y = ( 1 -f-  tang  x tang  y ) tang  ( x — v)  ; 
substituant  et  supprimant  le  facteur  tang  (x — _y),  on  aura 

X 

A -}-  B tang"  (x  — y)  4-  Ctang*(x  — _y)4-  etc. 

= ( 1 4- tang  x tang  y)  [A  -f-  B ( tangax  -J-  tang  x tang  y 

+ tarig1^  ) + etc.]. 

Posant  afors  y — x,  cette  identité  deviendra 

A = (i  4-tang“x)  £ A-j-3B tang’x •+•  5C tang*x  -f-  etc.  ] , 
ou  en  développant , 

A = A + 3B  I tangax  4-  6C  tang4x  -J-  7D  I tang6x  4-  etc.  ; 
+ A I + 3B.  ✓ +5C| 

donc 

A = A , 3B  "4“  A — o , 5C  -f-  3B  = o , 7D  4*  5C  — o , 
d’où 

B ^ — 5 A j C — — 4”  j A , D — — y A , etc. . 

donc  enfin , 

x = A [ tang  x — } tang’x  4*|  tang5x  — etc.]. 

Il  résulte  de  la  formule  (3),  (chap.  XVIII),  en  y chan- 
geant x en  x\/ — i , que  l'identité  (6)  trouvée  plus  haut , 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

cos  x + sin  x y/ — 1 = a^r 1 (10), 

De  cette  formule  on  déduit , en  prenant  le  radical  en  plus 
et  en  moins  , ces  expressions  remarquables  de  sin  x et  cos  x 
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en  exponentielles  imaginaires  , 

cr**-'  , _ 

wni= r , cosx  = ...fin. 

31/ — l 3 V ' 

De  la  formule  (10)  on  tire , en  prenant  de  part  et  d’autre 
les  logarithmes  népériens , 

/ ( cos  x -f-  *in  x [/ — 1 ) = x X/—*  i .la 
= l cosx-j-/  ( i + tangx.^/ — 1 ), 

ou  bien , en  prenant  successivement  le  radical  en  plus  et  en 
moins  , et  soustrayant  une  équation  de  l'autre  , 


r = r X 

la  3 y 


— 1 \i  — tangx  1/ — 1/  v 


Si  l’on  fait  b = tang  x — î dans  le  développement  de 
l ^ trouvé  (chap.  XVIII),  on  retombera,  après  lés 
réductions  , sur  la  formule  (5). 


1 1 1 . Il  nous  reste  à prouver  que  ,*dans  les  expressions  de  sin  x 
et  cos  x en  séries  , la  quantité  A doit  être  égale  à l’unité , 
démonstration  que  Lagrange  a affranchie  de  la  considération 
des  infiniment  petits.  Il  est  rigoureusement  démontré,  par 
les  théorèmes  à'  Archimède  , que  le  sinus  est  toujours  moindre 
que  l’arc , tandis  que  la  tangente  est  toujours  plus  grande , 
au  moins  dans  le  premier  quart  de  cercle  (*)  : ainsi  on  aura 


sin  x < x* 


mais 


cosx 

cos  x = \/ 1 — *in“x  ; 


> £ ; 


a • 

(’)  iV  (fig.8)  AT  «i  > AM , pire*  qu’on  a Tria.  ATC  : »ect.  ACM  AT 

X - AC:  AM  x i AC  ::  AT  : AM  , «1  que  l’aire  ATC  est  > l’aire  ACM  : 
a a 1 

a*.  MAN  «t  > MN  j donc  AM  esi  > MP.  , 
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donc 

d’où  l'on  tire 
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sm  x 


\/ i — sin\r 

sin  x > 


x 


l/i  + x* 


Si  donc  on  prend  l’arc  x moindre  qu’un  droit , et  assez 
petit  pour  que  Ax  soit  moindre  que  l’unité , et  si  l’on  observe 
que  le  premier  terme  Ax  de  la  série  (7)  du  sinus , est  plus 
grand  que  sin  x , tafidis  que  la  somme  des  deux  premiers  est 
moindre  que  sin  x , on  aura  nécessairement , 


(V 


sin  x <|  Ar , et  > 


par  conséquent, 
A*> 


V'  l-f-XX 


et  A > 


a°.  sin  x > Ax 
par  conséquent, 

Ax 


Aïx5 


3.3 


y/ 1 -f-xx 
1 

— i * 

V 1 +XX  ’ 

<x; 


et 


A3x5  ,,  , , A’x*  . 

< X , d où  A js-  < 1 


3.3 


3.3 


c'est-à-dire , 


A < 1 + 


A3x* 

inr* 


Comme  ces  relations  doivent  avoir  lieu  , quelque  petit  que 
soit  x , il  résulte  de  la  première  que  A ne  peut  être  moindre 
que  l’unité  ; gar  s’il  était  possible  que  A fût  < 1 , on  aurait 


— > î : or  la  condition  A > 


v/r+^don*ex<'/l+ær; 


et  quelque  petit  que  fût  l’excès  de  ~ sur  l’unité , il  serait 
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toujours  possible  de  prendre  l’arc  x tellement  petit , qu’on  eût 

V i-f-xx<j  -r , tandis  que  cette  quantité  doit  toujours  être  > 

A A. 

Il  résulte  de  la  seconde  condition  que  A ne  peut  être  plus 

grand  que  l’unité  ; car  quelque  petit  que  fut  l’excès  de  A sur 

l’unité  , il  serait  toujours  possible  de  prendre  x assez  petit 

pour  que  l’on  eût 

*«  A - A3  JT* 

A>  1 +TT> 

tandis  qu’au  contraire  on  doit  toujours  avoir 


A < 


, Asx* 

+ 775  ï 


Ylonc  puisque  la  valeur  de  A ne  peut  être  ni  moindre  ni  plus 
grande  que  l'unité  , on  aura  nécessairement  A = î : faisant 
cette  substitution  dans  les  séries  qui  expriment  siu  x et  cos  x f 
on  aura  enfin , 


mn  x x 12i3+k3>3  ^ 5 ,.a.3.4.5.6.7+etC’*"(l3)» 

x*  . x*  x6  , . 

COS  X=  1 h y- 7 y-,— ES  +etc 04)  »' 

1.2  î.a. 3. 4 i.-a.3.4-5.b  ' ' 


développemens  rapportés  au  cercle  dont  le  rayon  est  l’unité; 

Nous  ferons  remarquer  qu’à  cause  de  A = î , la  for- 
mule (6)  devient 

cos  x -f-  sinx  1/—  i = i + x ÿ — i (x  V~~  1 )* 

+ ^g(-rV-t-  0S  + etc., 

c’est-à-dire , en  prenant  le  radical  avec  le  double  signe  , 

cos  x ± sin  x y/ — î = éXx'S~' .^i5)  r 

comme  on  le  conclût  du  développement  co^nÿ  , 

X* 

ez  = î -f-  x + — «f-  etc.  , 
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en  y changeant  x en  rt  x \/ — 1 , ensorte'que  la  formule 
(la)  devient 

x = -4-  ; 

a \/ — î \i — tangx.y — 1/ 


Reprenons  les  deux  propriétés  (i5)  qui  reviennent  à 
cos  x -f-  sin  x.{/ — 1 = ' , 

cos  x — sin  x.  \/ — î = e~ iy'— 

en  les  divisant  l’une  par  l’autre,  puis  les  ajoutant,  et  sous- 
trayant la  seconde  de  la  première,  on  trouve 

cos  x-f-sin x\/~—  1 t-f-tangx^/ — t’ 

cos  x — sin  xy — 1 l — tangxi/ — il 

e1*-'  — e— 


su  x: 


cos  x — 


S.\/ 1 

cxv'->_|_  e-tyf- 


La  division  des  deux  dernières  donne 
, e-'V— ' — e~ xv'-‘  ! 


tang  x = 


]/ — 1 c^r'+e-1^-'  ~~  \/—\  e^^V-'+r 


..(17); 


ua.  Comme  on  n’a  besoin  que  des  sinus  et  cosinus  des’ 
arcs  de  la  moitié  du  quadrant  ( Trig.  ) , la  valeur  de  x ne 

surpassera  jamais  ^ = 0,78539  8 etc. , x étant  la  demi-cir- 
conférence (Géom.)  : ainsi  les  termes  des  séries  sin  x,  cosx, 
décroîtront  très-rapidement  ; mais  avant  d’aborder  le  calcul 
des  sinus , ou  de  passer  à l’évaluation  des  sinus  en  parties 
du  rayon , nous  donnerons  celle  de  x , en  supposant  le  rayon 
égal  à l’unité. 

Reprenons , à cet  efFct,  la  série  (9),  qui,  à cause  de 

s7 
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A = 1 , devient 


x — tanga:—  gtang-’x  + gtang5*— ^tang’x  + etc.. ..(18), 


et  faisons  x = ; nous  aurons 

4 

ï=,  * + i-i  + etc.. 


parce  que  tan  g - = 1. 

Mais  cette  série  est  trop  peu  convergente  pour  être  employée 
avec  succès.  Nous  la  remplacerons  d’abord  par  deux  autres 
plus  convergentes , dues  à Euler.  A cet  effet , nous  repren- 
drons la  formule  connue 

, 1 j.s  tang  a + tang  b 

tang  (a  + ) i — tang  a tang  b’ 

Soit  a + b = - : il  s’agit  de  déterminer  les  deux  arcs  a 

4 

et  b au  moyen  de  leurs  tangentes  : nous  aurons , dans  l’hy- 
pothèse présente  , 

« _ tang  a -4~  tang  & . 

1 1 — tang  a tang  b 

cette  équation  à deux  inconnues  donnera  tang  a au  moyen 
de  tang  b , et  réciproquement.  Soit 


tang  a = -. 


on  aura 


d’où 


1 » tins  b 

4.  tang  6=1 — , 


n — 1 

tang  b = — . 


Or  la  supposition  la  plus  favorable  pour  la  convergence  des 
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séries  propres  à donner  a et  b au  moyen  de  leurs  tangentes , 
est  celle  de  n — 2 qui  donne 

tan  g a — i,  tang  b = i. 


Si  donc  on  remplace  , dans  la  série  (18)  , d’abord,  x par  a , 
et  tang  x par  i ; et , en  second  lieu , x par  b , et  tang  x par  J , 
puis  qu’on  ajoute  , on  trouvera 


A cette  série  nous  allons  en  substituer  une  autre  beau- 
coup plus  convergente , due  à M.  Bertrand  de  Genève. 

Soit , à cet  effet , la  formule  connue 


tang  aa  = 


a tang  a 
1 — tang*  a' 


prenant  'tang  a = ^ , on  trouve 


tang  aa  = 


12 


et  conséquemment  2a  <[  5o°;  puisque  tang  5o°  — 1 . D’après 
cette  valeur  de  tang  aa  , on  aura  ' 


tang  4a  = 


a tang  aa 
1 — tang*aa 


130 


d’où  l’on  conclut  fyi  j>  5o°  : soient 


4a  = A , 5o*  = B , A — fi  = i, 

d’où 

F)o°  = A — (A  — B ) = 4a  — b \ 
on  connaît  déjà  la  valeur  numérique  de  tang  A ou  de  tang  4a,  et 

V". 
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on  cherchera  celle  de  tang  (A  — B),  qui  est  (Trig.) 

’ , . „ „ tang  A — tang  R 1 ^ , 

tang  (A  — B ) = — ~£- - ■ - - = -=-  — tang  b. 

° 1 + tang  A tang  B 259 

Maintenant,  si  dans  le  développement  ( 18  ) , on  rem- 
place , i°.  x par  a , et  tang  x par  g ; a0,  x par  b , et  tang  x 
1 

par  -=-  : ou  aura 

s39 

4a=4  (5-  gp  +53S-  ^57  + etc) 

L _ ( 1 ' | 1 » 

\23.9  3(239)'  5(a39)3  7(239)' 

et  conséquemment , 


etc.). 


OU 


5o‘ 


— “*(5  3.5>+5.5>  t.5'  + eK) 


-a 


à5ÿ+e,c')' 


a3g  3(a39)‘ + 5(a39)5  7(a39)7 

, série  très-convergente,  et  de  laquelle  on  conclura , en  calculant 
un  très-petit  nombre  des  premiers  termes , 

sr  = arc  200*  r=  3,i4i59  26535  89793  etc.  , 

et  de  là  on  déduit  les  autres  arcs  en  parties  du  rayon. 

n3.  Que  R'  désigne  un  arc  égal  au  rayon,  on  trouvera  la 
valeur  de  R'  en  centigrades  ou  minutés  décimales,  par  la 
proportion 

1 : R'  ::  t : 20000', 

d’où 

R'  = -C°°-,  et  log  R'.=  3,8o388  01  etc. 

• * 

Que  R'  désigne  la  valeur  en  secondes  décimales  de  l’arc  égal 
1 au  rayon , et  on  aura 

2000000* 


R"  = 


d’où  log  R"  = 5,8o388  01  etc. 
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• Ainsi  un  arc  quelconque  donné  en  parties  du  ravon  = 1 , 
sera  exprimé  en  secondes  décimales , en  le  multipliant  par 
R"  ; et  un  arc  donné  en  secondes  , sera  converti  en  parties 
du  rayon  , eiî  le  divisant  par  R".  Si  l'on  employait  l'ancienne 
division  du  cercle , on  aurait 

R"=  206264”, 8 etc.  , d’où  log  R"  = 5,3i443  5*  etc. 


Il  est  remarquable  que  R"  = -t-*  ■■  , du  moins  à très-peu, 

près.  Pour  s’en  convaincre  , il  suffit  de  remarquer  que  sin  i" 
pouvant  être  pris  pour  l’arc  même , on  a sensiblement 


1 

sin  1" 


— = R",  donc  R" 
arc  1 


1 

sin  i"‘ 


114.  Donnons  un  exemple  de- l’évaluation  du  sinus  d’un  arc 
en  parties  du  rayon  , et  proposons-nous  de  calculer  le  sinus  do 

g , «ju’on  sait  être  égal  à la  moitié  du  rayon.  A cet  effet , 

reprenons  la  série  du  sinus 


sinx  = x — — — * + 


i.a.3  1 .q.3. 4-5 


— etc...  (19), 


laquelle  est  encore  convergente  pour  x = 1 , c'est -à  - dire- 
pour  l’arc  égal  au  rayon  : or  la  demi-circonférence  ir  étant 
= 3,14169  26535  89793  z y etc.  pour  le  rayon  1 , on  a la 
proportion 

3»  14169,  etc.  : x ou  2001  ::  1 : X = 53*,  661977237,  etc.  t 


on  pourra  donc  , au  moyen  de  la  série  précédente  , calculer  en 
parties  du  rayon  égal  à l’unité  , les  sinus  des  arcs  depuis  o* 
jusqu’à  63°66',  dans  la  circonférence  divisée  en  4°o  parties. 

Pour  faciliter  l’évaluation  numérique  des  sinus  nous  po- 
serons 

sin  x = A — B -j-^C  — D -j-  E — F + etc (20)  * 
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et  le  rapprochement  des  développemens  (19)  et  (20)  donnera , 

A = x,  B = A*iA,  C^A-iB, 
D=A‘^C,  E = Aa  7j  D , etc.  . . 

Il  suffira  donc  de  calculer  x*  ou  A*  qui  sera  un  facteur 
constant  dans  les  ternies  successifs  : mais  d’abord  il  convient 
de  reconnaître  la  loi  des  dénominateurs  6 , 20 , 42  » 72 , etc.  : 
à cet  effet,  qu’on  les  écrive  verticalement,  et  qu’on  en  prenne 
sur  le  fait  les  différences,  puis  les  différences  entre  ces  diffé- 
rences , ainsi  qu’on  le  voit  dans  le  tableau  ci-dessous , 


et  l’on  s’assurera  que  ces  dénominateurs  jouissent  de  la  pro- 
priété de  donner  des  différences  secondes  constantes  , ensorte 
que  par  des  additions , on  pourra  prolonger  indéfiniment  la 
colonne  de  ces  diviseurs.  En  ajoutant,  par  exemple,  8 à 54 
on  obtient  69  , différence  première  qui,  ajoutée  à 210,  donne 
272  , diviseur  qui  suit  immédiatement  310. 

Qu’il  s’agisse  maintenant  d'avoir  , avec  neuf  décimales 
exactes  , le  sinus  de  | *• , qu’on  sait  être  = J rayon  : on 
prendra  l’arc  £ *•  avec  dix  décimales , et  on  en  formera  le 
quarré  , en  faisant  la  multiplication  sous  la  condition  (Arifh  ) 
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de  ne  retenir  que  dix  décimales  dans  chacun  des  produits 
partiels , ainsi  qu’il  suit  : 

= 0,5235987756 
0,5235987756 

0,2617993878 
104719755 
1 5707963 
2617994, 

461239 

41888 

3665 

367 

26 

3 


s*-’=  0,2741556778  ,, 

ensuite  les  multiples  de  ( 5 sr)a  qui  sont 

1.Q*)1  = 0,2741556778' 

, 2.  (^  »)*  = o,5483i  1 3556 

3 . ( j x)“  = 0,8224670334 

4- Ci»)1  = 1,0966227112 
= 1,3707783890 

6- (i*0a  = 1,6449340668 

7- Q*y  = >,9190897446 
8.  (g*)3  = 2,1932404224 

* 9 ■ Ci  *0’  = ®>4674°  nooa^ 


Au  moyen  «te  cette  table  auxiliaire , on  conclura  aisément 
les  termes  successifs  A,  B , C , D , E , etc. , qui  seront 


A = 0,5235987756 
C = 0,0008279532 
E = 0,0000000082 


— B = 0,0239245962 

— D = 0,0000021407 


-j-  0,5239267370  j 


— 0,0239267369 
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ensorte  qu’après  la  soustraction , on  trouve 
s in  £ *■  = o,5ooooooooi. 

n5.  Passons  aux  séries  qui  expriment  la  tangente  et  la 
cotangente  d'un  arc  suivant  les  puissances  de  cet  arc. 
sin  x 

On  sait  que  tang  x = pour  un  rayon  égal  a 1 unité  ; 

et  comme  le  premier  terme  du  quotient  de  la  série  du  sinus , 
divisée  par  celle  du  cosinus  , est  l’arc  x,  on  pourra  poser 


tang  x = x 4*  Ax*  -j-  Bx1  -f-  Cx*  4-  etc.  ; 


d’ailleurs  lorsque  l’arc  x devient  — x , tang  x devient  — tang  x ; 
d'où  l'on  conclut , comme  plus  haut  à l’égard  de  la  série 
du  sinus , que  la  série  de  la  tangente  ne  doit  contenir  que 
les  puissances  impaires  de  l’arc  ; ainsi  en  désignant  par  a , b , 
c,  etc.  les  coeflicieus  numériques  de  la  série  du  sinus,  et 
par  * , S,  y , etc.  ceux  de  la  série  du  cosinus  , on  a l'identité 


x + Ax4~  Br5-}-  Cx’4-  etc.  = 


x — ox3+tx5 — c.r7 -t-etc. 

1 — — yx'  -f  etc.  ’ 


faisant  disparaître  le  dénominateur , puis  comparant  les  coeflï- 
ciens  des  mêmes  puissances  de  x , on  est  conduit  à ce  déve- 
loppement , 


* . x3  , ax*  , 1 jx7 

tug  *'=*  + 3 +3.3+3^ 


+ 


3\  5.7.9 
, i38ax11  , ai844^3 

‘ 3’.  5“.7.9- 1 1 *"  33.5’.^.g.  11 . i3 

Q3q5fbx'5  , . . 

+'3J.5«:7“.9“n.i3.'i5  + etC (21)- 


La  cotangente  étant  = -7^  , on  posera 


1 

x 


+ Ax4-  BxH-Cx54*  etc.  = 


1 — — yxe4-efc. 
x — axJ-f- èx* — ex7  4-  e te . 


/ 
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d’où  résultera 


1 x x 
cotang  x = 5 


ax5 


2X9 


x 3 3\5  3».5.7  3'.5\7  3*.5. 7.  u 

i382x"  4-r'3  » 

^ etc....(aa). 


3^5\7*^gTi  1 . i3  3+.5*.7.9.  ii.i3 

où, l’on  peut  supposer  • 


et  alors 


- — cotang  x.  = z , 


* = f+À+5^1  + etc.: 


3 ‘ 3\5  T 3\5.7 


connaissant  le  nombre  a et  le  quotient  - , on  a la  valeur 

numérique  de  cotang  x.  On  remarquera  que  la  série  cotang  x , 
contient  un  terme  de  puissance  négative  de  x , ce  qui  doit 
arriver  ici,  puisqu’à  un  arc  nul  répond,  en  effet,  une  colan» 
gente  infinie. 

1 16.  11  nous  reste  à résoudre  cette  question  : Un  arc  étant 
donné , trouver  le  logarithme  du  sinus  , du  cosinus  et  de  la 
tangente  de  cet  arc;  question  dont  la  solution  suppose  la 
différentiation  du  logarithme  du  sinus  , du  cosinus  et  de  la 
tangente  (Cale.  diff.  ). 

On  a 


«/.(logsin  x) 


rf.(sin  x) dx. cos  x 

sinx  sinx 


— cLr.cot  x 


intégrant  et  introduisant  le  module 


M = 0,43429  448*9  etc.  , 

on  trouve 
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Et**  ri 

1 =—=  + Xr~r 

1 .a  ^ a'. 3*. 5 ^ 3’.  5.7.  j 

J710 

"i~3J.51*.7.8-^'3>.5*.7.9. 11  , 

69  ix^ ax'4 

3*^3.6.7*.9*.  1 1 . i3  S'.S’.T^.g’.i  1 . i3 

+ v.v.r.*,Tl,s.,e.,7 + “=•] (a3)' 

On  a de  même  , 

* 

,,,  . d( cos  x)  dx.sinx  . 

d ( log  cos  x)  = — : =— = — dx  tang  x 

stn  x cos  x 0 


= — ^ [x  + | ~ + etc.^J. 


et  en  intégrant , 


1 _ „ T**  , **  , r6  , i7Jt* 

logcosx=:-M[_T+^4-  5^  + ïjT 


“ La  ■ 0.4  0.9  Û.7.M.9 

t 

. 3ix'°  Ggix1* logaax’4 

"*  5“.7.9a  *’  5*.  6. 7. 9*.  11  3. 5*. 7*. 9*.  1 1 . i3 

Enfin  comme 

log  tang  x = log  sin  x — log  cos  x, 

il  suffit  de  prendre  la  différence  entre  les  deux  séries  qu’on 
vient  de  trouver.  La  série  du  cosinus  est  la  seule  qui  n’exige 
pas  le  logarithme  de  l’arc.  Mais , en  général  , la  voie  la  plus 
courte  pour  former  des  tables  de  logarithmes  sinus , est  de 
calculer  les  sinus  naturels  , c’est-à-dire , les  sinus  en  parties 
du  rayon  , puis  d’en  former  les  logarithmes  par  les  sérjies  données, 
dans  le  chapitre  précédent. 
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117.  On  connaît  la  série 

* log(  1 — x‘)=  — aM  [ix“+ix*4-|x*4-etc.]  , 

M désignant  le  module 

M — 0,43429  44819  o3a5i  82765  11289  etc>  > 

niais  à un  arc  x très-petit , on  peut , ainsi  que  nous  l'avons 
prouvé  , substituer  son  sinus  : donc , dans  cette  hypothèse  , 

1 — xx  =1  — si  n’a:  = cos“x  ; 

1 

conséquemment , après  la  division  par  a , 

logcos  x— — M[ïsin’x+;sin<.r+gsin6.r + etc.] (a5)  , 

série  trouvée  par  M.  Delambre , et  qui  donne  les  logarithmes 
des  cosinus  des  petits  arcs , ou  ceux  des  sinus  des  arcs  voisins  « 
de  100  degrés. 

La  formule  connue 


d’où 


sin  ( i x + i x ) = asin  -J-rcosjX, 


sin  x 


sinx 

2 COS  ï X * 


donne  les  logarithmes  des  sinus  des  arcs  au-dessous  de  5o°, 
lorsqu’on  connaît  ceux  des  sinus  des  arcs  compris  entre  5o°  et 
ioo°  : il  suffit  donc  de  calculer  ces  logarithmes.  M.  Delambre 
propose , à cet  elïet , la  série 


+ 


log  sin  ( x -f-  a ) = log  sin  x 

1 sin  ( x -f-  a ) — sin  x~l'1 
■ sinx  _] 


aM  / P S'n  ~t~ a)  — 9in  x~~\  , l rsin(x-f-q) 

I L»in  (x  -+-  a ) -f-  sin  x J 3 Lsiu  (x  -f  a ) ' 


a.  I T 8‘n  <0  — sin  x ~ 

~ 5 Ldn  (x  + a)  -J-  sin  x 


etc. 


]}  + 

qui  se  déduit  du  développement  connu 
H(»+x)=lo8„+aM[-£- 


.(26), 


+K4^)5+etc-]' 
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en  y faisant 

n=sinx,  n-}-x=:sin(x4-a),  d’où  x=sin  — sinaf; 

Pour  x=5o°  et  a—  i°,  le  log  sin  5i°  sera  donné  par  une 
série  très-convergente  : olle  le  sera  d’autant  plus  que  l’arc  sera 
plus  voisin  de  îoo*,  parce  que  la  différence  sin  (x-f-a) — sin  x 
va  toujours  en  décroissant,  ce  dont  il  est  facile  de  s’assurer  , 
tandis  qu’au  contraire  le  dénominateur  sin  ( x -f-  a ) sin  x 
va  toujours  en  augmentant. 

On  a cette  suite  de  transformations  • 

sin  (x-f-q)  — sin  x tang£  (x-j-  a — x)  tang  ; a 

sin  (x-f-a)  + sin  x tang  j (x-f-a -f-x)  tang  (x-f-ja) 
f=  tang  f a cot  (x  -j-  £ a)  , 

en  observant  que  -?-n  est  la  différence  de  deux 

sin  (x  -+-  a)  -f-  stn  x 

sinus  , divisée  par  la  somme  des  mêmes  sinus  , rapport  qui  est 
celui  delà  tangente  de  la  demi-différence  des  arcs,  à la  tangente 
delà  demi-somme  des  mêmes  arcs.  Si  l’on  fait  cette  substitution 
dans(s6),on  obtiendra  cet  autre  développement  de  logsin(x-f-n), 
savoir , 

log  sin  ( x -f-  a)  = log  sin  x 

+ sM  Qang  ? cot  ( x + ^)  -H  (tan5 cotS  (x  + f) 

-H  (tanS“)  cot5(x+i)  +etcG (27)' 

Plus  on  approche  de  l’arc  de  ioo°,plus  les  termes  de  cette 
série  deviennent  petits,  et  plus  elle  est  convergente. 

118.  La  formule  qui  donne  le  développement  du  sinus 
suivant  l’arc  , étant  plus  propre  à calculer  ou  à vérifier 
un  sinus  en  particulier,  qu’à  construire  des  tables,  nous  pen- 
sons qu’on  ne  sera  pas  fâché  de  trouver  ici  un  aperçu  des 
moyens  employés  au  bureau  du  Cadastre,  pour  obtenir  les  sinus 
et  tangentes  naturels  , avec  une  approximation  qui  dépasse  tous 
les  besoins.  « 

Considérons  une  suite  d’angles  en  progression  par  différences. 
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égales  ; si  l’on  représente  a sin  -J  a par  p,  on  aura  cette  série  de 
sinus  et  de  différences  successives  : 


o 
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Dans  la  colonne  intitulée  premières  différences  , se  trouvent 
les  différences  entre  chaque  sinus  et  celui  qui  est  immédiate- 
ment au-dessus  : la  colonne  des  deuxièmes  différences  est  don- 
née par  une  première  différence  moins  que  celle  qui  est  au- 
dessus  : les  différences  troisièmes  résultent  de  la  même  ma- 
nière de  deux  différences  secondes  consécutives  , et  ainsi  de 
suite. 

Ayant  donc  un  premier  sinus  , sin  x , par  exemple,  et  seule- 
ment le  premier  terme  de  chacune  des  colonnes  de  différences  , 
on  peut  prolonger  toutes  ces  colonnes  par  des  additions , et  con- 
tinuer aussi  celle  des  sinus. 

11  resuite  de  la  loi  de  dérivation  des  différences  successives , 
le  tableau  suivant  : 

sin  (x-f-  a ) = -f-  sin  x -f-  p cos  (x  -f-  J a) 
p cos  (x-f-  J a)  = — p cos  (x-f- -j a)  — p* sin  (x  -f-ta 
— p*siu(x-f-  2a)  = — p*  sin  (x-f-  la)  — p3  cos  (x-f- ï a 
— p!cos  (x-f-  j a)  = — p’cos  (x-f-  ja)  -f-  p*  sin  (A'+  o.a 
etc. 


Maintenant , pour  abréger  , posons 


p cos  (x  -f-  i a ) = A*  sin  x ) 

— p*  sin  (x-f-  ta)  = A*  sin  x ( 

— p3  cos  (x  -f-  | a ) = A3  sin  x j 

pt  sin  ( x -f-  2a  ) = A*  sin  x J 

etc. 


(C), 


les  notations  A’,  A*,  A3,  etc.  écrites  en  avant  de  sin  x,  devant 
rappeler  les  différences  successives  relatives  à sin  x,  et  les 
relations  (B)  deviendront 

sin  (x  -f-  a ) = sin  x -f-  A*  sin  x\ 

p cos  (x  -f-  l a ) = A1  sin  x -f-  A*  sin  x/ 

p1  sin  (x  -f-  2a  ) = A*  sin  x -f-  A3  sin  x> (D)» 

— p3  cos  (x  -f-  ! a ) = A3  sin  x -f-  A*  sin  xl 

p*  sin  (x  -f-  3a ) = A*  sin  x -f-  A5  sin  x) 

etc.  , 


1 
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Enfin  , si  l’on  multiplie  chaque  membre  des  équations  da 
tableau  (D)  par  — p%  et  qu’en  place  des  produits  des  premiers 
membres  par  ce  facteur , on  écrive  leurs  valeurs  prises  dans  le 
tableau  (C)  , on  aura  le  suivant  : 

A*  sin  x = — p*  ( sin  x + A1  sin  x 

A3  sin  x = — p 4 (A1  sin  x -f-  A*  sin  x 

A*  sin  x = — p4  (A*  sin  x -4-  A3  sin  x 

A5  sin  x = — p4  (A3  sin  x -f"  A*  sin  x 

etc. 

auquel  il  faut  joindre  cette  valeur  de  la  différence  première 

A1  sin  x = sin  a cos  x — 7 p*  sin  x. 

Du  tableau  (E)  , on  déduit  cette  formule  générale, 

A* sin  x = — p4  (A"-4  sin  x -}-  A*~'  sin  x)  ; 

et  on  remarque  que , pour  un  autre  sinus  de  départ , on  est 
obligé  de  calculer  de  nouveau  une  suite  de  différences  rela- 
tives à ce  sinus  : c’est  ce  qui  a déterminé  M.  Legendre  à 
rechercher  une  formule  qui  fasse  dépendre  les  différences  suc- 
cessives du  sinus  de  tout  arc  , de  celles  des  sinus  de  deux  arcs 
fixes  qui  sont  zéro  et  le  quart  de  la  circonférence.  A cet  effet , 
qu’on  se  reporte  au  tableau  (C),  et  on  aura,  par  le  développe- 
ment des  premiers  membres  , celui  qui  suit  : 

A1  sin  x = -}-p  cos  x cos  7 a — p sin  x sin  7 as 
A*sin  x = — p1  cos  x sin  la  — p“  sinx  cos  1 al 

A3sin  x — — p3  cos  x cos  7 a +p3  sin  x sin  3 a> (E)- 

A*  sin  x = + P‘  cos  x sin  2 a -4- p*  sinx  cos  2a  1 
A3sin  x = -f - p5  cosxcos^a — p5 sinx  sin  JaJ 
etc. 

Si  l’on  représente  le  quart  de  la  circonférence  par  t , et 
qu’on  fasse  les  hypothèses 

f 

X = O , X = 1 , 
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le  tableau  (F)  donnera 


CG}. 


Les  valeurs  des  différences  d'un  même  ordre  qui  se  rapportent 
à sin  o et  à sin  1 , dans  le  tableau  précédent , étant  les  coeffi- 
ciens  de  sin  x et  cos  x dans  les  différences  successives  (F)  , 
on  pourra  en  faire  les  substitutions  qui  donneront  ces  nouvelles 
expressions  des  différences  consécutives  de  sin  x , 

A1  sin  x = cos  x.A1  sin  o -j-  sin  x.A'  sin  I , 

A*  sin  x = cos  x.A*  sin  o -j-  sin  x.A*  sin  I , 

A3  sin  x = cos  x.A3  sin  o -|-  sin  x.A3  sin  1 , 

etc.  ; 

d’où  résulte  ce  terme  général  des  différences , 

A"  sin  x = cos  x.A*  sin  o ■+•  sin  x.A*  sin  1 , 
qui  est  la  formule  annoncée. 

Or,pourx  = o et  a = 0,0001=1',  on  a 
A'  sin  o = sin  0,0001  ; 
et  pour  x = 1 , a = o,oooi  , on  a 

A'sin  1 = — — = — 3%in*  £*a  = cos  a 1 = cos  0,0001  — 1; 
2 ‘ ’ 


*j;  — O 

X = 1 

A'sin  0 = + p cos  ~a 

A'sin  1 = — p sin  5 a 

A’sin  0 = — p*  sin  ia 

A’sin  1 = — p*  cos  la 

A3sin  0 = — p3  cos  | a 

A3sin  1 = -f-  p3  sin  ~ a 

A*sin  0 = -f-  p*  sin  3 a 

A*sin  1 = -j-  p*  cos  2a 

A5sin  0 = + p5  cos  | a 

A5sin  1 = — p5  sin  ^ a 

etc. 

etc. 
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Ces  deux  premières  différences  Calculées les  autres  en  ré- 
sultent d’après  le  tableau  ( E ) , en  faisant  dans  les  formules 
qu'il  contient,  x=o,  puis  x = t : il  reste  donc  à multiplier 
*par  cos  x la  différence  relative  au  sin  o , et  par  sin  x celle 
de  même  ordre , qui  se  rapporte  à sin  1 , et  à faire  la  somme 
de  ces  deux  produits. 

Les  élémens  à calculer  sont  donc 

A'sino=  sin  0,000 1 =0,0001 5 7079S  3ao33  5a556  5a  1 38,  etc. 

A'sin  i=i — cos o,oooi=o,oooooooi23370o5475()947475o2,  etc. 
p' = 2 ( 1 — cos 0,000 1 , etc.)  =0,00000  00246 740 iog5 1 9894950, etc . 

Si  l’on  évalue  les  différences  successives  de  sin  o,  sin  1 , c'est- 
à-dire , 

A1  avec  a5  décimales. 


A*... 

. . 26 

A5... 

..  28 

aL.  . 

..  29 

A5. . . 

. . 3o 

A6... 

..  32 

A’... 

..  3^ 

A*... 

..  34 

AS,.  . 

..  35 

pub  le  sinus  et  le  cosinus  d’un  arc  de  départ , par  exemple , 
de  0,01  du  quart  de  circonférence  ayec  21  décimales  exactes , 
et  qu’on  dédube  de  ces  élémens  , d’après  la  formule 

A*  sin  x — cos  X.  A*  sin  o -f-  sin  x.A"  sin  1 , 

les  différences  A1  sin  x.  A*  sin  x A3  sin  x,  on  aura  par 

de  simples  additions’  et  soustractions  de  ces  différences , indi- 
quées par  le  tableau  (A),  les  sinus  de  0,01  à 0,02,  de  dix  en 
dix-millièmes  avec  21  décimales  exactes.  Arrivé  à 0,02  , on  en 
calculera  le  sinus  et  le  cosinus  , à priori , puis  les  neuf  diffé- 
rences correspondantes , et  on  interpolera  de  la  même  manière 
les  cent  sinus  de  0,02  à o,o3,  et  ainsi  de  suite. 

28 
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Pour  les  tangentes , les  différences  ne  se  présentent  pas  sous 
une  forme  aussi  commode;  mais  comme  ces  lignes  se  déduisent 
facilement  des  sinus  et  cosinus , au  moins  dans  la  digression 
de  o à o,5 , comme  nous  l’avons  dit  plus  haut,  il  sera  inutile 
de  recourir  à d'autres  formules. 

* 

119.  C’est  par  ces  procédés,  et  d’autres  qui  leur  sont  ana- 
logues , mais  qui  ne  peuvent  trouver  place  ici , qu’ont  été  cal- 
culées dans  les  bureaux  de  l’ancien  cadastre , les  grandes  tables 
des  sinus  et  tangentes  naturels  avec  aa  décimales  exactes  , ainsi 
que  les  logarithmes  des  nombres , travail  dont  j’ai  consigné 
l’annonce  dans  le  discours  préliminaire  qui  accompagne  celles 
de  Callet.  Dans  le  rapport  fait  à l’Institut,  MM.  Lagrange , 
Laplace  et  Delambre  disent  de  ces  tables,  quelles  sont  le 
monument  de  calcul  le  plus  vaste  et  le  plus  imposant  qui  ait 
jamais  été  exécuté  ou  même  conçu.  Un  des  grands  avantages 
de  l’emploi  de  ces  méthodes,  était  de  pouvoir  mettre  en  oeuvra 
à la  fois  un  nombre  indéfini  de  calculateurs,  de  la  plupart 
desquels  on  ne  pouvait  attendre  d’autres  connaissances  que 
celle  de  l’addition  et  de  la  soustraction.  L’impression  de  ce 
grJnd  travail  a été  suspendue  par  différentes  raisons  ; mais , . 
ajoutent  les  géomètres  chargés  de  ce  rapport,  u espérons  que, 
dans  des  temps  de  paix  et  de  bonheur , un  gouvernement , 
ami  des  sciences  et  des  arts , ordonnera  l’achèvement  d’un 
ouvrage  qui  doit  être  désiré  de  tous  ceux  qui  cultivent  les 
sciences  mathématiques,  n.  Un  tel  vœu  émis  par  les  premiers 
géomètres  , est  pour  moi  une  raison  de  plus  de  me  féliciter 
d’avoir  coopéré  à ce  grand  œuvre  dont  la  publication  serait 
pour  tous  les  collaborateurs , l’indemnité  la  plus  flatteuse  et  la 
plus  réelle  de  leurs  travaux.  Nous  recommanderons  la  lecture 
des  discours  qui  se  trouvent  en  tête  des  tables  de  Callet  et 
de  celles  de  Borda , revues  , augmentées  et  publiées  par 
M.  Delambre  , et  particulièrement  les  chapitres  VI  et  YII  de 
la  'trigonométrie  de  Cagnoli. 

iso.  Si  dans  le  développement  de  ez,  on  fait  successi- 


1 
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On  trouvera 

. 1 4«  , 16a*  , 64a1 

e—-.e~*ï  +a.3  + a.3.4.5  + a.3....7  + etc- 

«v‘+  «-**  K X — £ Tëa*'  , 64? '* 

1+T+ï^+iXïï6+etc- 

si  l’on  applique  au  développement  en  fraction  continue  du 
facteur  de  aa , la  méthode  donnée  (chap.  III),  on  aura 

a*  = %-  , «•*=<£. 

3 5.9  * 

*•  = Pi  , b*  = 

3.5  5.7.9’ 

16 

e = o^a>  etc-; 


a = aa, 


.b  =x,  b’  = 2 a , 
e = 3%  "=33“ 


ensorte  que 


e’v'a g- 


eV>_|_  e-av'« 


j==7ï  — 


sa  X 


Î + -7 


U 

4^4 
3 a 3a 


3.5 


x 

3.5 


16 


l6 


3.5.7  3l.5.7 


a*  -f-  etc. 


Qu'on  fitese  4a  = — , et  le  premier  membre  deviendra 

t_i  1 1,  fbrm.  17) 

^ Æl/—  1 __  — x tang  x 
-f  g-**'-! x a — â : 

on  aura  donc  , après  avoir  changé  les  signes  , divisé  par  x et 

a8.. 


4 


' * / 
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multiplié  par  2 , 

tang  x = 




x4 

■5 


a;* 

~ T 

X* 

■375 


~33 

X* 


X* 


5.5.7  3.5.7 


+ etc. 


x“ 

3 — 


x* 


7 

9 — etc. 


.(28), 


transformation  à laquelle  M.  Legendre  est  parvenu  par  un 
procédé  bien  différent  (Géom. , note  IV)  , et  qui  est  le  déve- 
loppement annoncé  (chap.  III). 

îai.  Les  formules  (16) 


sm  x — 


COS  X = 


_ e’V-'-f-e-n'-1 


2 [/—  1 a 

en  changeant  x en  x j/ — 1 , deviennent 


sin  xy' — 1 = ■ 


cos  x\/ — 1 = 


•(a9); 


ay — 1 * 
ensorte  que  la  propriété 

sin  ax  = 2 sin  x cos  x , 

qui  suppose  cette  formule  fondamentale  % 

sin  ( a -J-  b ) = sin  a cos  b -j-  sin  b cos  a 

a lieu  pour  un  arc  imaginaire  tel  que  x [/—  1 : en  effet  , 
d'après  les  formules  précédentes,  on  a 
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e —tx (J-+-5* 

sin  (ax  y/- ^ 
p~~7x  e’*~2* 

2 sin  (x  J/  — i)X  co»(x  y — 1)=  — j 

on  a donc  aussi  , 

sin  [(x+y)  y — i]  = sin  (x  [/ — i)  cos  Çy  {/—  1) 

»•  + sin  ( y V—  O cos  (x  y — 1)  , 

extension  du  théorème  connu  à des  arcs  imaginaires. 

Si  on  élève  au  carré  les  deux  membres  des  formules  (29)1. 
on  trouvera , après  les  réductions  , 

[sin  (x  \/—  1 )3* -f-  [cos  (x  [/ — 1 )]*  = i„ 

122.  Si  dans  la  formule  (ni')»  savoir, 

* g = —i—  1 , 

2 y — 1 \i  — y — 1 .taug  x/ 

on  fait  x = ^,  % désignant  toujours  la  demi-circonférence, 
on  aura  tang  x = 00  , et 

d’où.  » = - ✓=!/(- 1), 

résultat  singulier  qui  nous  conduit  naturellement  à parler  des- 
logarithmes  des  nombres  négatifs  4fui  donnèrent  lieu  à une 
contestation  entre  Leibnitz  et  Bernoulli  ; mais  sans  rappeler  ici 
cette  discussion  , nous  démontrerons , d’après  Euler,  i°  qu'un 
nombre  quelconque  positif  a une  infinité  de  logarithmes  dont 
un  seul  est  réel , et  tous  les  autres  imaginaires  ; 20  que  les 
logarithmes  des  nombres  négatifs,  sont  imaginaires. 

De  la  formule  (i5),  on  déduit,  en  prenant  de  part  et 


• *0. 


v 


Digitized  by  Google 


438  ANALYSE* 

d'autre  les  logarithmes  népériens, 

x y/ — i = / ( cos  x -f-  sin  x.  [/—  1 ) 
à x = o correspond 

o = l.i, 


ce  qu’on  sait  déjà.  Désignant  par  * la  demi-circonférence  , 
à x — ur , = 4X  > = S*  , etc.  répondront 


2x  y/ — 1 = l.i  , 

4*  V — i = /.  i , 

6x  y/ — 1 = /.  1 , 

et  généralement , 

2 hx  y/ — ï =l.l, 
k étant  un  nombre  entier.  Mais  on  a 


/.A  = /.A  -f-  /.  i i 

donc  ' 

/.A  = /.A  -+•  n/tT  y/—  i , * 

d'où  l’on  conclut  j°  quun  nombre  quelconque  A admet  une 
infinité  de  logarithmes  dont  un  seul  est  réel. 

Si  dans  la  même  formule 

x y/ — ï = l (cos  x -f-  sin  x.  y/ — I ) , 

on  suppose  x = x , on  aura 

cos  x = — - ï et  sin  x = o ; 

donc 

l X—  if  — x V~  » » 


ce  qui  vérifie  la  propriété 

x = — y/ — ï /(—»)> 

« 

trouvée  plus  haut.  • 

Soient  x = 5x , = 5x,  =yx (aA  -f-  1 ) x,  k étant  un 

nombre  entier  , on  aura 


y 


f 
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Z*  y/—  i = / (-  i),. 

5x  v/—  i — l (—  O , 

T*  V—  i = / (—  i ) , 

etc. , 

et  généralement , 

(aA-f  «)xi/-  i = / (-  .). 

Or,  — A = A X — i;  donc  /.  ( — A)  = /.  A -J-  /.  ( — j ) , 
et  conséquemment , 

/.( — A)  = /.A  -f-  (aA  + î)  *•  — î , 

d'où  l'on  conclut  a°  que  les  logarithmes  des  nombres  négatifs 
sont  imaginaires. 

11  est  clair  que  ces  conclusions  s’étendent  aux  logarithmes 
tabulaires  ( Ire  sect. , chap.  XYI). 

ia3.  Supposons  que  dans  un  triangle  rectiligne  dont  deux 
côtés  net  b sont  connus  avec  l’angle  compris  C , on  veuille 
la  valeur  en  série  de  l’un  des  angles  inconnus , de  B , par 
exemple  : on  a la  relation 

a sin  (B  -f-  C J 

b sin  B * 


et  en  développant  sin  ( B -j-  C)  , 

a sin  B = b ( sin  B cos  C -f-  sin  C cos  B ) >. 


et  par  conséquent, 

sin  B b sin  C 

cos  B a — b cos  C ‘ 
mais  en  vertu  des  propriétés 


sm  x 


cos  X 


ai/ — i '* 


• 3 

l'équation  précédente  deviendra 

eB  e-By-i  _ b (eC  e-Cyé-i) _ 


V 

r' 
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apres  Ja  division  des  deux  ternies  par  é~ Bv/_ 1 , \e  premier 

memhrp  dpvinnl  e 1 

,B7-1  , 1 » et  consequemment , 

e 1 

gïBy'— beC  _ be-C  v/-. 

e’B  , aa  — 5eC  _ie-C^-!  : 

égalité  qui  se  réduit  à 

__  a— be-0 S-'  N 

.a  — ùe+C v'— 1 D ’ 

d’où  l’on  déduit , en  prenant  les  logarithmes  népériens  de 
part  et  d’autre , 


nB  i/—  i = Z,N  — AD. 

Développant  le  second  membre  d’après  la  formule  connue  , 
on  aura  * 


aB 


i/—  i = - eCv/— 1 i Ü i , P 3C  y/—, 

K « + 5^  6 +3^e  + «*«■ 

_ - e-C  y/- 1_  *1  e-aC  y/-i_  ü e — 3C  y'-i  ... 

a a a*  3aJ  e ‘—etc. 

donc  en  divisant  tout  par  a j/_  i , et  réduisant  au  moyen 
de  Ja  formule 


("V-i g-mxv"-. 

2i/— r~ 


= sin  mx , 


la  valeur  de  l’angle  B en  parties  du  rayon  , sera  donnée  par 
B = | sin  C + ^ sin  aC  + ^ sin  3C  + etc. 

Cette  série  élégante  à laquelle  M.  Delambre  est  parvenu  le 
premier  , est  évidemment  d’autant  plus  convergente , que  à 
est  plus  petit  par  rapport  à a.  ^ 
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CHAPITRE  XX.  • 

Extension  du  théorème  démontré  ( chap . I")  aux 
Jonctions  logarithmiques  , exponentielles  et  cir- 
culaires. 

124  .On  a prouvé  (cbap.  Ier)  que  toute  fonction  algébrique 
de  la  quantité  imaginaire  a ± b y/ — 1 était  réductible  à la 
mégie  forme  P db  Q y/ — i , P et  Q étant  des  quantité» 
réelles.  Les  fonctions  logarithmiques  , exponentielles  et  cir- 
culaires sont  aussi  réductibles  à la  même  forme  , lorsqu’elles 
renferment  des  quantités  imaginaires. 

Soit  , en  premier  lieu  , l . (a  -f-  b y/— • 1 ) : en  faisant 
(cbap.  XII) 

/ r i a . b 

J/  a1  ± = k , cos  z = £ , sin  a r=  - , 

on  a 

b y’ — 1 = h ( C03  z ±:  sin  z . — i), 

et 

l.(a±  6—  î ) = l.h  + /.(cos  z dfc  sin  z.  y/ — î ) ; 

% 

mais  la  propriété 

e3r,'l'— 1 = cos  z ± sin  z.  y/ — 1 , 
donne  * 

iî  z 1/ — i = /.  ( cos  z di  sin  z.  l/ — t ) ; 

donc 

*7.  (a  ± b V—  î ) — l.h  ± z.  y/—  î. 

Les  données  étant  seulement  2,  c os  z et  sin  z , on  pourra 
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prendre  , au  lieu  de  l’arc  z , ks  arcs  a»  + z , 4*  -f-  z , et 
un*  -J-  z , n étant  un  nombre  entier  ; cnsorte  qu’on  aura 
pour  l (a  ± b y — 1 ) , une  infinité  de  valeurs  comprises 
dans  la  même  formule 

*• 

l.k  ±{  in-K  -f-  z ) \/ — 1 ; 

donc 

P = l.k  , Q = ( anar  -f-  z ). 

Considérons,  en  second  lieu,  l’exponentielle  e4— ly,~ 1 : on'a 
. c*z»v'-i— .g»  X e— tv/—l  ea  (cos  b ±.  sin  b.  y — 1)  ; 

donc 

P = e“  cos  b t Q = dt  e4  sin  b. 

Soit,  en  troisième  lieu  , ( a±.b  y — 1 ; on  sait  que 
K(a±b  \Z—i)M£*-,  = (m±nÿ—i)l.(a±.b\/—i  ) 

et  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens  ; en  passant 
des  logarithmes  aux  nombres,  il  vient 

(a±.b  ÿ—  1 7- 

Si  on  substitue  pour  /.  (a  db  b y'  — i)sa  valeur  l.k±z  y' — * 
trouvée  plus  haut , il  en  résultera 

(fl±4  y—  = C0«:S»»'- •){!.**«»'-*> 

-,  - -,  pmi.k—  nzH(mi  + nl,b)y—  l . çml,k~nt  1 

__  emn—ni  |"cos  ni. h)  ± sin  (mz+  ni. h)  \/—  1Q  ^ 

résultat  de  la  forme 

p ± q y—  t. 

Soit  enfin  la  fonction  circulaire  sin  ( a'd t b y — J ) : on 
aura 

sin  (a  ± b y — i)  = sina  cos  (i  — 1)  dt  cos  a sin  (S  y — 1). 
Pour  obtenir  sin  (b  y — 1)  et  cos  (b  y — 1 ),  on  écrira,  b y — 1 
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au  lieu  de  x , dans  les  formules 
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e+*v-i  — 


^ — sV — 1 


COS  x: 


' 2 y/ — i ' a 

et  il  résultera  de  ces  substitutions  , 


sin(6t/— i)=2l/_~  , cos 

d’après  ces  valeurs  , on  aura 

— - — \ sin  arp  f - — - — Jcosa.  j/ — i. 

On  trouverait  aussi 

cos  («±ij/ — 1)==  (^-  ~^r — ^ cos  a ±:  — ^-^sin  a.^/ — 


i. 


Les  autres  fonctions  circulaires,  telles  que  la  tangente,  la 
sécante,  etc.,  s’expriment  algébriquement  au  moyen  du 
sinus  et  du  cosinus  : elles  seront  donc  aussi  réductibles  à.  la 
même  forme  P ±:  Q \/ — . On  peut  revoir  ce  qui  a été  dit 
[chap.  1"  (4)]. 
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CHAPITRE  XXI. 

Formules  diverses . 
ia5. Supposons  è<a,  et  posons 


tang  u — - , sin  t = - . 

a a 


b et  a étant  des  nombres  donnés  ; on  trouvera  par  le»  tables  t 
les  angles  x,  z , y , u et  t , et  on  aura 

0°) log  (a-j-b)  = log  aÇi+^=  log a + log 0 

— l°g  a + log  ( i + tang’x  ) = log  a + log  séc*  x 

— log  a 4-  a log  séc  x \ 


(a°) . . i -log(a-j-A)  _ log  -f-  î ^J=logEaa(|+£cosy)2 

= l°g  C30  cos*  5 = log  a -f-  log  a + a log  cos|  y ^ 

en  observant  que , pour  le  rayon  = î , on  a [ Trig.  (*)  3 

' » y — V'Zi  + i ®os  >]- 

b ■ 

\ 

f\  -t-  cos  y\ 
cos  y J 


cos 


a+*\ 

(3-*)...log(a+i)=log.M  -J-  J = log .bÇ- 

\ a / 


7 loS- b g/J  = log  6 + log  tang  y» — log  tangi  y , 


( ) La  Trigonométrie  que  je  cite  ici.  c*t  celle  de  mon  Traite  de  Géomé- 
trie, qui  $c  trouve  cher  M*uc  \ e Courrier.  / 


1 
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en  observant  qu’on  a (Trig.  ) 

sin  y 

tang  i y = — — . 

J 1 + cos  y 

Il  sera  très-facile,  d’après  ce  que  nous  venons  de  dire,  de 
parvenir  aux  formules  suivantes, 

i 

(4®.). . . *log  (c — b)  = log  a 4-  a log  cos  z, 

(5°.) log  (a— b)  = log  a -f-  log  a + a log  sin  ± y , 

(6°.) log  (a— b)  = log  b 4-  log  tang  y 4.  log  tang  { y. 

On  aura 

(7°)  ..  .log  [(«+*)  (a-*)]  = log (a“ — b')  = log . a1  (>  ~^) 

* = log.  a1  [1  — cos'y)  = 2 log  a -f-  a log  sin  y ; 

(8°) ....  log  [(a  + b)  (a — i)]  = log  (a* — b1)  = log . b"  — 1 ^ 

= log. i*  ( séc 'y  — j ) = 2 log  b + log  tang'j» 

= a log  b -f-  2 log  tang^r  ; 


*—  ) = logf  La,,s“ 

rb+l 


'-tang  u 


désignant  toujours  la  demi-circonférence  (Trig.). 


\'  + ~J  V+a TyJ 

= l°e  (r+S’^)=  los  ,ane'  i y = » log  u»8  ; y. 
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en  observant  qu’on  a ( Trig.  ) 

sin  y . , „ _ sin  v 

tanS  ï y j 4-côs  y ’ C°  * y i — cos  y ’ 

(u°.)  • . -log  V*=F  ~ log-°y/,r“  5 ■ = “ al?ÿ 

= log.a  K' î — cos^  = log  a -f  log  sin  y ; 

(1  a0.) ...  log  yV— 6“  = log . fc  — i = log . b V/sctfy  — i 

= log  6-f  logtang  j. 

On  découvrira  facilement  ces  deux  transformations  : 

(i3°.) log  V à*+b*  = log  a -f  log  séc  u ; 

(i4°.). ...  log  y/aa-\-b'=  log  b + log  coséc  u. 

y 

On  aura 

■ J 

(i5°.) log  Va+b  — log.  V'«Xy'i  + - 

= log.  ÿa  X 1/  î + langer  = i log  a -+-  log  séc  X i 

(i6°.) log  Va  -h  b = log.  l/<tX^i  + * 

• —log.  v/oX  l/i  + ^-==lo6-'/“  X V/^V/ï  + ï'coTJ 

J m 

= log.  l^Sü  X cos  i y = { log  a + ? log  a 4-  log  cos  i y. 

On  trouvera  d’une  manière  analogue , 

(i f log  Vâ~—b  ==  i log n + log  cos z ; 

(i8°.) . . . . log  l/a  — 6=ïloS«4-  ; log  a -f-  log  sin  i y. 
On  aura 
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m 

(l9°0-  • .log(a-f-i)r=Iog.û"^i  + ^)"=Iog.a*  (i-fsin  /)* 

m 

= log.a"  (co9  ty(— - , — — s‘n  1 'N 

' V(ï+ïC0St)-(ï — i cos  t)J 

= log.J(cos  O" 

« ° v \ co*»i(  — sin“i  f y 

= log.a^  ( cos  tÿ  f * (C0»  ^ + sîniQ2 T 

L(  cos  s f+sin  j t)  ( cos  i t— sin  \ t)  J 

= iogJ(  cos  tj  rco3-f+3in^y 

' Vcosii  — siai  t) 


= log.a"  (cos  f) 


cos  i t' 


m 

= log.a"  (cos  t)"  /i_+*_ang  ïjy 
V — taiigity/ 

m 

= log.a*  (cos  O"  [jangQ  + 5 ■ *) J ’ 

= ™ [log  a + log  cos  t + log  tang  ( ^ + ï 
On  découvre  de  la  même  manière  la  formule 

(20e.) . . . log (a-— 6)=  ~ Qoga-flog  cos  *+log  tangQ  à.  iTQ. 
Qu’on  pose  maintenant 

tanS"  (J  — r»)  = tang  k. 


■?  .*,  • 


••  » 


\ 
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•t  on  aura 


~ log  tang  Q — i = log  tang  v, 

m 

= log [(a#+MÂ  = log.(a-i)»  Q + (?±-J  ] 

n 

= log.(a  — b)H 


» + 


. K 1 
1 + « 


= ™ (log  Û+ log  cos  0 -f  log  tang  v -f  log  Q + (73^^)  J 
= ™ (loga  + log  cos  f)  + log  tang  v 4-  log^  + • 


en  observant  que 

1 4-  sin  t 


1 — sin  t . . ( * , \ 

tan8  V,  2 * y 


(*), 


(*;  Si  dans  la  formule  un  (a  + L ) = tin  a eus  A 4-  »in  A cos  a , on 


fait  a = 7-  , on  aura 

4 


sin  4-  A^  — sin  ^ cos  A 4-  sin,A  cos  ~ — 
en  devant  an  cane,  on  trouve 
3 sin* 


t cos  A -f-  sin  A 


in*  A^  = 1 • sin  A cos  A = t 4*  sin  lA  ; 

cm  a de  même 


3 sin* 


donc 


^ — A^  = 1 — siu  aA  = 3 cos*  4-  A^ 


fc'D  \4  / 1 4- sin  aA  /e  A ( ir 

/ t , ,\  1— srnaA  V.4  / V4 

cos  \4  4*  / 


J* 

t"  . 


1 
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(i  -f-sin  t Y*  I 

i — sin t)  . 


tang- 


tangV  * 


mais 


• K,+i^)=l0K^)=~l0B,"e‘'+l08(5f:) 

i ' 

= — log  tane  v -+•  log.  a( : — J 

° \u  cos  v sin  v/ 

— — log  tang  v -f-  log  (a  posée  2v)  ; 

donc  enfin , 

(3IV)....  log[(a  + 4)^+(«  — *)^] 

= ^ ( log  a + log  cos  t ) -f»  log  2 -f-  l°g  coséc  v. 


On  trouvera  de  la  même  manière, 

(aaB.) log  [(a-fi)’*  — (a  — b)nl 

= — (log  a -j-  log  cos  t)  -f-  log  2 -f-  l°g  cot  2l’- 

Ce  chapitre  a le  double  avantage  d’exercer  au  calcul  tri- 
gonométrique , et  d'offrir  , sous  • forme  finie  , les  logarithmes 
de  binômes  élevés  à des  puissances  fractionnaires , ce  qui , 
dans  plusieurs  cas,  favorise  des  réductions  et  donne  lieu  à 
des  transformées  précieuses  en  ce  qu’elles  se  prêtent  à des 
évaluations  numériques  qui  deviendraient  laborieuses  sans 
leur  secours. 


* 


a9 

-* 
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CHAPITRE  XXII. 


Développcmens  des  sinus  , cosinus  et  tangentes  des 
multiples  cT un  arc  , et  d’une  puissance  du  sinus  et 
du  cosinus.  Décomposition  des  séries  du  sinus 
et  du  cosinus  d’un  arc  en  facteurs  binômes  , d'où 
l’on  déduit  lèxpression  de  la  demi  - circonférence 
donnée  par  TV allis.  Formules  trigonométrnjue* 
nouvelles  ou  peu  connues. 


126. Si  dans  la  première  de  ces  deux  formules 

2 cos  mx  cos  x = cos  (m  + 1)  x + cos  (m  — 1)  x , 

2 sin  mx  cos  x = sin  (m  -f-  1)  x -f-  sin  (m  — 1)  x , 

on  suppose  m = o , = 1 , = 2 , etc. , et  qu’on  remplace  , 
pour  plus  de  simplicité  , cos  x par  p , on  aura 

cos  ix  — p 
cos  qx  = ap1  — 1 

cos  3x  rsa  4P1  ^ (A) , 

cos  4x  = 8 p*  — 8p*  -f-  1 
cos  5x  16 ps  — 20 p?  -1-  bp 
et , en  général , 

2 cos  mx  9E=  (2 p)™  — m {pp)m~'  -j-  — (2 p)m~* 


mÇm—  4)(m  —5), 
1.2.3 


(2 p)mr*  -f-  etc. 


♦ 
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La  seconde  formule  , sous  les  hypothèses  m ss  * , = a , 
= 3 , etc. , et  en  faisant  toujours  cos  x — p et  sin  x = q , 
donne 

sin  ix  — . q 
«in  ax  = a pq 

sin  3 x = ( 4p‘  — i)  q y ..'.(B), 

sin  4X  = ( &P3  — 4P  ) 9 
sin  5x  = (i6p4  — ta p*  -f-  i)  ql 
ete.  , 

et , en  général , 

sin  mx  = 

^[[(ap)— ’-(m-9)  (V)—: 4- 

Ces  séries  procèdent  suivant  les  puissances  descendantes  de  p : 
on  peut  en  avoir  qui  marchent  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  p et  de  q -,  mais  alors  il  faut  distinguer  les  cas  de  m nombre 
impair  ou  pair. 

Soit,  i*.  m impair  ; on  aura,  d'après  (A), 


(Q, 


cos  ix  = p 
| r 
cos  3x  = — (3 p — 4p3) 

cos  5x  = 5p  — ao p3  + iGp5 

etc. 

et , es  général , 

uf—  m(m‘— 1)_,  , mf m*— i Xm* — q)  n ~\ 

\_P TJ~P  + " i .0.3. 4. 5 /7~etCJ» 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  dans  le  cas  où  m est  de  la  forme 
4*  + i,  et  l’inférieur  dans  celui  où  m est  de  la  forme  4n-f*3. 
On  aura  de  même  , d’après  (B) , lorsque  m est  impair , 


cosmx 


sin  ix  — q 

sin  3x  = — q ( 1 — 4P ° ) 
sin  5x*=  q (1  — 1 a p*  + 1 6p*  ) | 
etc. 


(D), 


a9- 
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et,  en  général, 


mi  mx 


(m*— l)  (m’— 9)  (m7 — a5) 
1 .2. 3. 4-5-6 


p6  + etc 


CE), 


et  l'on  observera , à l'égard  du  double  signe , la  même  règle 
que  ci-dessus.  t 

Soit , a°.  m pair  ; on  aura , d’après  (A)  , 

cos  ax  = — ( i — apa  ) 
cos  4 x *=  1 — 8p*  -f-  8p4 
cos  6x  = — ( i — i8pa  + 48p* — 3ap6 ) ( 
etc. 

et , en  général , 

. T m’  m*(m‘ — 4)  . 

m7  ( m*  — 4)  ( m‘  — 1 6 ) 


cos  mx  : 


i .3. 3. 4-5-6 


Ensuite  , d’après  (B), 


sin  ax  = a pq 

sin  4*  ==  — 9 (4P  — 8p3) 
sin  6x  = q ( 6p  — 3ap3  -{-  Sap5  ) j 
etc. 


1 -f-  etc.^j. 


....(F), 


et , en  général , 


suimx=rpq^mp- 


m(ma— 4)_3 
ïTâ73  P 


m(m’ — 4)  (m* — 1 6) 
1 .2. 3. 4-5 


p5 — etc.^J. 


A l’égard  du  double  signe  , il  faut  prendre  les  signes  supé- 
rieurs , lorsque  m est  de  la  forme  4« , et  les  inférieurs  , lorsque 
m est  de  la  forme  4n~b  a.  4 

En  remplaçant  p’  par  1 — q’,  on  déduira  des  égalités  (C), 
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COS  I X — p 

cos  3x  ==  p ( 1 — 4g*  ) 
cos  5x  = p ( 1 — ia</“  + 1 S<74  ) f 
etc. 


• ••(G), 


et , en  général , 

_ Q(m>—  fl)  (m  — . , -| 

1. a. 3. 4. 5. 6 ,+“'J 


cos  mx 


En  remplaçant  p*  par  1 — ça  dans  les  formules  (D)  , ou 
trouve  celles-ci  , 

sin  ix  — q 

1 ' 

sin  3.c  = 3 g — 4?3 
sin  5x  = 5 g — ao g3  -+-  16g5 
etc. 

et , en  général , 


wn  mx 


">('»*—  0 j 1 "»(ma—  1 )("*’— 9)  _s  .... 
= m*“  i.a.3  ^ +-TÏX45-  9 “e,c- 


Les  formules  (E)  donnent,  en  remplaçant  p*  par  1 — <7% 

cos  ax  = 1 — . a <7* 
cos  4-c  ==  1 — 8g*  -f-  8g* 
cos  6x  = 1 — i8g“  -f  48</1  — 3ag6 
etc. 

« 

et,  en  général  , 


m 

cosmx=i— — q 
3 1 


m’fm*— 4) 

1 .3.3-4 


<7>— 


m*(m*-4)(m*- 1 G) 

1 .a. 3. 4-5.6 


gs4*etc; 


EnEn , les  formules  (F)  donnent , par  la  même  substitution 


# 
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sin  ax  = %pq 
sin  = p (47  — &73  ) 
sin  6x  — p ( 6q  — 3atp  -f>  3aq 5 ) 
etc.  * 


et , en  général  , 

r m(m* — 4)  , 

sinmjr=p|jm7 ) -g-  7 3 


m(m'—4 ) (m*-lS)  . 
i .a. 3.4>5 


Ces  formules  sont  extraites  des  leçons  dixième  et  onzième 
du  Calcul  des  Fonctions,  par  Lagrange. 

Lagrange  ajoute  : Les  formules  (A)  et  (B),  ou  plutôt 
les  formules  générales  qui  les  comprennent , ne  s’arrêtent 
pas  même  lorsque  m est  un  nombre  entier  positif  ; car  en 
faisant  m = 1 , la  première  donne 

cos  * = p - ~ ~ — etc. , 

et  la  seconde  donne 

sin  x = q + -f  4-  etc. , 


valeurs  qui  sont  évidemment  fausses.  11  en  sera  de  même  en 
donnant  à m d’autres  valeurs  quelconques  entières.et  positives  , 
et  tenant  compte-  de  tous  les  termes  qui  ne  sont  pas  nuis.  Ceci 
tient  à ce  que  par  la  nature  des  tables  (A)  et  (B)  dont  ces  for- 
mules ne  sont  que  le  terme  général , on  ne  doit  y employer  que 
les  termes  qui  contiennent  des  puissances  positives  de  p.  Mais , 
observe  ce  géomètre , comme  les  termes  gui  suivent  ne  sont 
pas  nuis , on  ne  voit  pas  , à priori , pourquoi  on  doit  les  reje- 
ter , et  on  voit  moins  encore  ce  qu’exprimerait  la  formule , en 
ne  les  rejetant  pas.  Lagrange  donne  le  dénouement  de  ces 
difficultés , au  moyen  de  la  théorie  des  fonctions  dérivées.  Nous 
relaterons  même  les  formules  auxquelles  ce  grand  géomètre 
parvient , en  employant  cette  voie  : elles  sont , 


* 
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( 1 a cos  mx  = (a p)m — m (np)m_a  -f-  — — — (ap)m~i 


m (m — 4)  (m — 5) 

2T3 

+ (Stp)-"+m(ap')-*" 

* , m (771+4)  (m+5) 
a. 3 


(ap)m-s  -j-  etc. 
_ 1 m (»»4- 3) 


(°P)‘ 


(s/0 


— m— 6 


4-  etc. 


tel  est  le  développement  complet  de  a cos  mx  en  puissances 
de  cos  x , pour  une  valeur  quelconque  de  m. 

Si  maintenant  on  fait  ici  m = 1 , on  aura 


co,x=p-i-T^r_sir-«c. 

+ i+î++6^+'te'- 

où  l’on  voit  que  les  deux  séries  se  réduisent  au  premier 
ternie  p. 

En  dounant  à m d’autres  valeurs  entières  et  positives  quel- 
conques , on  trouvera  toujours  que  la  seconde  série  qui  contient 
les  puissances  négatives  de  p servira  à détruire  dans  la  pre- 
mière série  tous  les  termes  qui  contiendront  ces  mêmes  puis- 
sances ; de  sorte  que  leur  résultat  se  réduira  aux  seuls  termes 
de  la  première  série , qui  contiennent  des  puissances  positives 
de  p ; ce  qui  revient  à ne  conserver  dans  cette  série  que  les 
ternies  où  p est  élevé  à une  puissance  positive  ou  nulle  , comme 
on  l’a  trouvé  plus  haut. 

. Ainsi , pour  m = a x qn  trouve 


cos  ax  = apa  — 1 


' etc- 


2 (a pY  (a Py 


+ rrrrrr  + Trrn  + e,c-  » 


2(2/7)“  (aPy 

série  qui  se  réduit  à 2 p? — K Mais  lorsqu’on  donne  à m que 
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valeur  fractionnaire  quelconque,  les  deux  séries  ne  se  détruisent 
plus , et  leur  réunion  est  nécessaire  pour  représenter  complette— 
ment  2 cos  mx.  ® 

(2e.) . . .sin  mjc ~ ^(ap)1"- 1 — ( m — 2)  (ap)"-"* 

1 (m — 3)  (m — 4)  , “1 

+ ~ “ (ip)*  3—  etc.  J q 

— {^(2p)-m_,4-  ( m - fa)  (ap)-"-3 
(m+3)  (m+4) 


(ap)~m_5  -f-  etc 


•> 


Cette  expression  se  réduit  aussi  à une  forme  finie  , lorsque  m 
est  un  nombre  entier , par  la  destruction  mutuelle  des  termes 
qui  contiendraient  des  puissances  négatives  dep  ; de  sorte  que 
m étant  un  nombre  positif  ■entier  , il  suffira  de  prendre  dans 
la  première  série , les  termes  qui  contiendront  des  puissances 
positives  de  p , ce  qui  s’accorde  avec  la  formule  de  la  table 
(B).  Lorsque  m est  un  nombre  fractionnaire  , les  deux  séries 
vont  à l'infini,  et  jointes  ensemble  , elles  donnent  la  vraie  va- 
leur de  sin  mx  , développée  suivant  les  puissances  descendantes 
de  cos  x‘,  comme  cela  a lieu  pour  la  valeur  de  cos  mx. 

J’ai  cru  , dit  Lagrange , devoir  entrer  dans  ces  détails  pour 
l'instruction  des  jeunes  analystes  , et  surtout  pour  montrer 
que  si  l'analyse  paraît  quelquefois  en  défaut , c’est  toujours 
faute  de  l’envisager  d’une  manière  assez  étendue  , et  de  la 
traiter  avec  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible. 

Le  même  géomètre  démontre  encore  ces  deux  formules 
dans  l’hypothèse  de  l’angle  droit  pris  pour  l’unité  des  angles  : 


(3\). 


cos  mx  : 
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pour  le  développement  complet  de  cos  mx  en  série  ascen- 
dante de  p ou  cos  x : on  voit  que  lorsque  m est  un  nombre 
entier  , il  y a toujours  une  des  deux  séries  partielles  qui  se 
termine , tandis  qifc  l'autre  , qui  irait  à l'infini , disparait , 
parce  qu'elle  se  trouve  toute  multipliée  par  un  coefficient  cos  m 
ou  cos  ( m — 1 ) qui  devient  nul.  Mais  lorsque  m est  une  frac- 
tion quelconque,  les  deux  séries  vont  à l’infini , et  leur  réunion 
est  nécessaire  pour  avoir  la  valeur  complète  de  cos  mx , ce  que 
personne  , dit  Lagrange  , n’avait  encore  observé. 


(4°.). ..  sin mx 


——  ~ 


m (m3— 4) 

2.5  ^ 

m(m* — 4)(m* — 16) 


<7  cos  m 


JT  ni1—  1 (jri1 — 1)  (m° — 9)  . “1  , \ 

+L1 — ^rp  +~ — rs .4 — ~p  etc- J?00® Cm  0 > 

pour  le  développement  complet  de  sin  mx,  quel  que  soitm. 

1 27.  Passons  au  développement  de  tang  mx  en  série  sui- 
vant les  puissances  de  tang  x : la  formule 


taDg  x : 


X 


v/—  1 * 

I 

trouvée  (ni),  devient,  en  écrivant  mx  pour  x, 


tang  mx  = 
mais  on  a aussi  (ni) 


V—i 


X 


_ 1 4-  tang  x 1/—  » 

1 — tang  x \/ — 1 ’ 


et  conséquemment , 


ç-.miy'-,  . 


( 1 4-  tang  x \/ — 1 )" 


( 1 — tang  x [/ — 1 )*’ 

Substituant  cette  valeur  dans  tang  mx,  et  faisant  tangx==l. 
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tang  mx  = 


ç»  4 -ty 

(>+*  v 


ANALYSE  * 

_ i)»_(i__«  i/— i)"  , 

-0*+(l  -tV~i  ÏF  X K-»  '’ 


faisant  les  opérations  et  ordonnant,  on  trouvera  le  dévelop- 
pement de  tang  mx  que  nous  ne  rapporterons  pas  ici. 


128.  Nous  démontrerons  deux  formules  qui  donnent  la 
puissance  m du  cosinus  et  du  sinus  d'un  arc  en  cosinus  et 
«inus  des  multiples  de  cet  arc. 

Soient  , à cet  eîTet  , 

cos  x -f-  sin  x \/ — 1 = u , cos  x — sin  x \/ — 1 = v , 
d’où 

cos  x — i (u  -f-  v ) et  2m  cos"x  =’  ( u -f-  v)". 

Je  développe  (n-}-*')m  de  deux  manières;  la  première  en 
ordonnant  par  rapport  aux  puissances  um,  um~ ' , um— *,  etc. , 
et  la  seconde  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  vm, 
v"-1 , vm~ * , etc.  ; j’additionne  les  deux  expressions , et  j’ai 
ce  résultat  , 

Um  -f-  v"  -J-  — (u"-V  + v"-U ) 4“  ^ (um— *V*4*  vra-,u“) 

-f-  ^-3^  + ^-3^  + etc. 

qui  peut  se  changer  en 

u"*  vm  Ï2  (ti”-»4-v"^!‘)  uv4-  m ('X~  (um_44-‘'B“4) 

m(rn — — n)  6_j_  uV  etc, 

1.3.3  . • 

Cette  expression  donnant  deux  fois  la  valeur  («4- ♦')"’>  ou 
de  3“  cos*x,  si  on  en  prend  la  moitié  , et  qu’on  observe  que 

uv  — ( cos  x4-sinj:V/ — 1 ) ( cos  x — s*n  x V — 1 ) = 1 » 
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il  viendra 


2*  cos",  x = i (um  4-  v"  ) + i.™  (u"-44- 

1 TfX  ( O / m ( I I 

-1 . — - - (u"-*-!-  ) -f-  etc.  : 

2 1.2' 


mais  on  sait  que 

» 

um  = cos  mx  **n  mx- V — 1 , 

* 

= cos  (m— a)  x + sia  (m— 2) x.  \/ — 1 , 
etc.  • 

v"  = cos  mx  -f-  sin  mx  ■ \/  — 1 , 
v"~“  = cos  (m — a)  x — sin  (m — a)  x.  \/ — 1 , . 
etc.  ; 

don?  , 

u"  vm  = 2 cos  mx  , uw—* vra— ® = S cos  (m— 2)  x,  etc.; 

ce  qui  change  la  formule  précédente  en  celle-ci, 

^ , m , . m(m—  1)  , _ 

a"cos"x  = cos  mx  -j cos  (m — a)  x -) -cos  (m — 4) x 

i ' ' 1 . 2 , v 

m (m— 1 )(m — 3) 


1 .2  0 


cos  (m— S)  x etc. 


Cette  série  est  toujours  terminée  lorsque  m est  un  nombre 
entier  positif,  et  il  faut  observer  , i°.  que  lorsqu’on  est  par- 
venu aux  angles  négatifs , on  trouve  la  réplique  des  cosinus  des 
angles  positifs  de  même  valeur  ; 20.  que  tous  les  termes  de  la 
série  , à l’exception  de  celui  du  milieu  , sont  répétés  deux  fois  : 
3°.  que  ce  terme  du  milieu  existe  lorsque  mest  pair  ; et  comme  le 
cosinus  qui  l'affecte  , appartient  à l'angle  ( m — m ) x dont  le 
cosinus  est  l'unité  , la  valeur  de  2"cos"x  contiendra  , dans  ce 
cas , un  terme  non  affecté  de  cosinus. 

Si  dans  la  formule  précédente  on  fait  * 

* ~ i*  — y > 


Digitized  by  Google 


46o  ANALYSE 

il  en  résultera  la  valeur  de  a”,sin"'y  qu’on  calculera  avec  la 
jméme  facilité , en  ayant  égard  au  changement  de  signes  que 
comporte  cette  substitution.  Ces  formules  et  l’analyse  qui  le» 
a fournies  , ont  été  données  par  M.  Prony  (troisième  cahier 
du  Journal  de  î École  Polytechnique).  Lagrange,  dans  le 
Calcul  des  Fonctions  , les  obtient  par  le  moyen  des  fonctions 
dérivées.  , 

On  peut  trouver  deux  formules  en  quelque  sorte  réciproques 
des  deux  dernières.  A cet  effet  ,*  on  partira  de  ces  identités 


cos  ma;  -f-  sinmx.i/ — 1 = (cos*x  -f-  sinx.\/ — i)", 
cos  mx  — sin  mx.  1/ — 1 = (cos  x — sin  x.  \/ — 1)"*, 
lesquelles  combinées  par  addition  et  soustraction,  donnent 


cos  mx 


(cosx+sinx.  l/ — (cos  x — sinx.  (/ — i^°* 

- » * 

_ (cos x+ sinx.  (/ — t)"1 — (cosx — sinx.  (/ — i)m 


sin  mx . — 

a — 1 

Développant  les  puissances  dans  les  seconds  membres  , 

les  imaginaires  disparaissent,  et  l'on  a ces  expressidV  eu 
séries , 

* _ m (m — 1)  . , 

cos  mx  — cos  x — cos  x sin  x 

a 

, m (m — t)  (m — al  (m — 3)  . . 

-4 - — ; cos“  'x  simx  etc. 

a.o  .4 


sin  mx  = m cosm  ' x sin  x 
m (m — 1)  (m — a) 
a. 3 


cos" 


'x.siirx,  etc. 


139.  Reprenons  les  deux  développemens  connus 
sin  x «=  x 5 ■+•  ' r?  — etc.  > 


x’  , x* 

* T.5+  a.S.4.5 


COS  X = 1 + 


— etc.  : 


î.a  i.a.5.4 

les  valeurs  de  Je  qui  rendent  nuis  sin  x et  cos  x , seront 


j by  C 
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les  racines  des  seconds  membres  qui  auront  pour  facteurs  x 
moins  chacune  de  ces  valeurs.  Or , pour  la  première  sérié , 
ces  valeurs  sont 

x = ±:  Air  , 


•x  étant  toujours  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  1 , 
et  k un  nombre  entier  positif  quelconque  ; et  pour  la  seconde , 
ces  valeurs  sont 


En  effet, 
et 


. zk — 1 

SC  — ZZ ir. 

9 


sin  ( ±;  Air)  = o , 


o. 


On  est  donc  certain  que  les  facteurs  binômes  de 

xi 


— — -U 

x 9.3  9. 3. 4-5 


■ etc. , 


sont  de  la  forme  t ± -j—  , en  donnant  à A toutes  les  valeurs 

Hx 

entières  et  positives  , et  que  les  facteurs  de 


‘-f+r.9.3.4 


etc. , 


«ont  ceux  que  l’on  peut  former  en  donnant  à A les  mêmes 
valeurs  dans  la  formule 


(nA  — î ) a- 


(*)• 


(*)  On  observera  que  le  développement  de  sinx,  étant 

T x • *4  x°°  1 

X L*  +a.3-4.5  — ± a. 3 »_]’ 

et  que  le  facteur  x ne  devenant  pas  nul  par  x = rt  kir  , ces  racines  seront 
celles  du  second  facteur  égalé  b zéro  : or  si  Ton  compare  l'équation 
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Aucun  de  ces  facteurs  binômes  ne  peut  se  trouver  affecté  d’an 
exposant  négatif , puisque  l’égalité  à zéro  de  ce  facteur,  donne- 
rait sin  x ou  cos  x infini , lorsqu'il  doit  être  nul.  Oh  ne  peut 
supposer  que  cet  exposant  soit  une  fraction^  positive  ; car  à 
cause  de  la  multiplicité  des  racines  , on  conclurait  qu’à  uu 
même  arc , doivent  répondre  plusieurs  sinus  ou  plusieurs  co- 
sinus. Enfin  y aucun  des  facteurs  de  l’une  ou  de  l’autre  série, 
ne  peut  être  sous  un  exposant  entier  et  positif  différent  de 
l’unité.  On  peut  remarquer,  en  effet,  que  le  second  membre  de  la 
seconde  série , est , au  signe  près  , la  fonction  dérivée  du  se- 
cond membre  de  la  première.  Si  donc  un  des  facteurs  bi- 
nômes de  la  première  série  , se  trouvait  élevé  à une  puissanoe 
entière  et  positive  p , plus  grande  que  l’unité , on  en  conclurait, 
d'après  la  théorie  des  racines  égales  (Ire  sect.  , chap.  XX  ) , 
que  ce  même  facteur  devrait  se  trouver  dans  l'autre  à la 


uvec  celle-ci 

Aj~  + B*»-'  -h -t-  V =»  o , 

pour  laquelle  on  a troavc  ( I«  *ec«. , chap.  XXIII  ) celle  décomposition 

VC*~0  G - ■)  (p-O’*^0’ 

p,  q,  r,  c te.  e'tant  les  racines  de  la  proposée,  on  anra  V = o,  , p = jr, 
q = — ir0r  — ax , t ~ • — ■ vr,  etc. , et  conséquemment  , 


3.3 » 1 


donc 

lin  x sa  r 
de  même  , 


•-O+-C-0  (-;-■)(=-) 

-C-  00  - £>(■-=) 

(,  + 

(,  + l)  (•-h)  (,  + s)’"'> 
(■  -¥)(•  + ?)  (-£)(■  -£)■«- 


♦ 
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puissance  p — 1 d’où  résulterait  cette  conséquence  absurde , 
qu’une  même  valeur  de  x rendrait  nuis  à la  fois  sin  x et 
cos  x , conséquence  détruite  par  cette  propriété  connue 

sin“  x -f*  co  s5  x = t . 

D’après  ces  considérations  qui  résultent  encore  de  ce  qui  a 
été  dit  dans  la  note  , on  aura 

•“*=*(•  — T*)('  -£)(■  “vX*  — ife) 


COS 


Si  dans  ce»  deux  formules  on  fait  x = , elles  deviendront 

a» 


. m mxf  m’V 

-- ^-Yi 

Yi 

771*  > 

),etc. 

*lDa  n*  an\ 

l6naA 

3ti«VV 

m ( , m'\  f 

cos — *•=  I î -S — — ) I l'- 
an \ na  / \ 

■ÜV.- 

m‘A  A 

771e  ' 

) i etc. 

9»“/  \ 

a5n*  y \ 

49»*- 

en  y faisant , au  contraire 

( 71-»-  771  ) * 

> x = > et 

an 

remarquant 

sin 

a°.  que 
cos 


. (n  — m)  %■  . /i  m \ m*- 

•"  i i — — sin  ( - *• n-  ) = cos ; 

an  \a  a n J an  * 

(n 77lW  /l  771  \ 771 ÎT 

— cos  [ - x *■)  = sin  — : 

an  \a  an  y an 

il  viendra  , en  transposant  les  formules  , 

(-W- 

Décomposant  dans  le3  deux  premières  formules,,  les  facteurs 
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du  second  degré  en  facteurs  du  premier,  et  réduisant  de 
plus  , dans  chaque  facteur , l'entier  et  la  fraction  en  une  seule 


fraction , il  viendra 

• 

. 771  W 771 

271—771 

sn+rn 

4n — m 

4n+m 

SID  ' T — ■ - • . 

2 n 2 n 

2 n 

271 

4n 

4n 

6 71 771 

671+771 

.etc. , 

6n  ‘ 

6n 

m n — m 

n-\-m 

3 7i — m 

3n-t-m 

Sn — m 

. art  n 

n 

3n 

' 3/i  ' 

5n 

bn-\-m 

bn 

777 771 

7n 

7/1+01 

7» 

. etc. , 

séries  dont  les  facteurs  tendent  vers  l'unité , et  sont  alter- 
nativement plus  grands  et  plus  petits  que  cette  limite 
commune. 

En  faisant  subir  les  mêmes  transformations  aux  deux  der- 
niers développemens  , ils  deviendront  • 


. m 
tin  — 
an 


m an — m 
n ' n 


6n — m 

‘ 5n 


2n-j-nt  4n — m 

3/i  3»  5» 


6/j-f-m 

7» 


etc. 


cos 


m 

an 


x n — m n-4-m  3 n—m  ûn-f-m 
a n 'an  an  4n 


5n — m 5n-f-m 

' ~ £T"  * " fan  ' rtC' 

» 

Divisant  alors  l'une  par  l’autre  les  deux  expressions,  soit  de 

sin  —x,  soit  de  cos  — , il  viendra  également 
an  an  ° 


aa446(>88iojo 
x—a.-  .=. ». g.?.-.-.-.  — . — . etc. , 
13355779  9 11 

expression  de  la  demi-circonférence  donnée  pour  la  première 

fois  par  Wallis , dans  son  Arithmetica  injimtorum. 

Voyez  sur  les  conséquences  à tirer  de  ces  formules , les 
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chapitres  IX  , X-  et  XI  du  premier  volume  de  Y Introduction 
à [ Analyse  infinitésimale  d’ Euler , ouvrage  dont  on  ne  saurait 
trop  recommander  la  lecture  à ceux  qui  veulent  connaître  toute 
la  fécondité  de  l'analyse. 


i3o.  Les  formules  trigonométriques  que  nous  allons  démon- 
trer , sont  nouvelles  ou  peu  connues^ 

Soit  i p (n)  une  fonction  quelconque  d’un  nombre  n essén- 
tiellement  entier  et  positif  : notons  par  I'  (g. ...  i .A)]  , le 
produit  de  toutes  les  valeurs  que  reçoit  la  fonction  <p  (n)  , 
lorsqu’on  y met  successivement  pour  n les  nombres  naturels 
consécutif*  g,  g- t-  1 , g + 2 A.  : ainsi 


P O (g..  ..A)]  = <p(.g)  X9(g+0X<p(g+a)..  ..X9(h). 

Cette  notation  admise  , le  théorème  de  Cotes  (chap.  XI)  donne 

; > 


= p Qc*  ± 


aHm  — 2aamxam  cos  p a,m 

2 (o. . . . m — i ) * 4-0  . 

2QX  COS  — f-  Û* 

2m 


■](*); 


(*)  $i  l’on  remonte  à la  décomposition  démontrée  ( cliap.  XI),  du  trinôme 
xa  * — 2xm  cos  p 4-  i , 

eu  factcms  du  second  degré,  dans  le  cos  particulier  de  m = 6,  on  trouvera 
xla  — ax°  cos  p -f-  i = 

(*  0 , A C p+iTT  V *4-4»  . \ 

x — ix  cos  - H-  i j ( xa — axeos — h illï1 — ax cos  — -f-i  1 

(.  f-+-6rr  \ / *4-8»  *4-io»  • \ 

xa— ax  cos — -J-l  J ( X* 3XC0S-- — 1 xa— axeos  - — ^ — --f-I  J fr 

et  l’ort  remarquera  que  les  facteurs  trinômes  inferieurs,  répètent  les  supé- 
rieurs, sauf  le  signe  do  terme  du  milieu,  ensuite  qu'on  a 


e +(vr  , 

X*  — 2X 

COS 

6 + 

I = Xa  -f-  2X  COS  - 4-  I , 
U 

p 8x 

„ , . © 4-  2X  , 

X * — 2X 

cos 

u - 

1 = X*  4-  2X  COS  f-  I 

X*  — 2X 

p 4-  \rr 

cos 

(i  + 

a ■ ■ jt  l ajl  tya  ^ J 1 

remarque  facile  h généraliser  et  sur  laquelle  repose  la  décomposition 

3o 


éuoncée* 


N 
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P désignant  le  produit  continuel  du  facteur  entre  parenthèses, 
en  prenant  les  multiples  de  *■  depuis  zéro  jusqu'à  3 (m  — i)  , 
ce  qui  est  indiqué  par  a (o. . .m  — 1 ).  Si  l’on  suppose  a = x , 
cette  formule  devient 

ax,m  (1  — cos  4)  = P 1 9r“|^i  ± cos  - 

Si  l’on  fait  sortir  de  dessous  le  signe  P , le  facteur  ax*  qui 
deviendra  , en  dehors,  en  observant  que  le  nombre 

des  facteurs  du  second  degré , est  a m , et  si  l’on  observe 
que  î — cos  9 = a sin*  - tp  , on  aura , après  la  division 
par  4x tm , . 

a (o. . . .m — i)  x + 


sin4  i 9=  a”"-*.?  J 

1 ± 

c’est-à-dire  , 

sin*  i 9 = 34m-*.P  | 

[1  + 

Ui 

xp[ 

I — ( 

OU 

sin*  î 4 = a!m_4 . P £ 

1 — « 

r=  a»™— ». p £ 

" . a 2 
sur  - 

cos 


ani 


Q- 


COS 


n (o. . . .m — î)  ir-f- 


a m 

. 771  — — 1 ) X + Ç> 


] 


COS" 


2m 

Q , ( O . . . 771  •— ; 1 ) T + 9 


]• 


am 


D 


a/n 


g- 


et,  en  extrayant  la  racine  carrée  , 


sini  9 = a",-,.pQin 


. a (o. . . .m.  — i ) » -f- 1 


a m 


0- 


Posai#  9 = aip',  il  viendra 

. (o m — 1 )*  + ^ 


sin  4'  = ara-' . P j^sin 


m 


D' 


si  l’on  développe  le  second  membre  de  cette  équation  , et  qu'oa 
supprime  l'accent  de  9',  on  trouvera 
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*•  9 . air+^  (m — n)  ir-\-<p 

»in0  = û,n~“1.sm  -.sm .sin .. . .sua — 

m m m m 


• 1 0 *"4*® 

.sin  • 


Mais  comme , en  général  , 


m 


■('). 


(m—  n)«-+  0 
sin  — 


tzx  — p 


on  pourra  encore  donner  au  développement  précédent  la  forme 
suivante , 

. . P . *■+$  . 

sin  p = a*^1 . sin  — . sin . sin 


m 


. 2x— 0 
.sin 


•r— — O 

.sin . 

m 


.(a).  * 


Si  dans  le  développement  (1),  on  fait  f=Ji,  et  dans  le 
développement  (s)  , ç =s  ± * , on  anra  • * 


.1  *•  . 3 r 

1=2  .sin — .-.sin—.-. 

ma  ma 


.sin 


.sin 


. . 1 . 3 

1/2  = 2 .sm . - .sin 

am  a 2m 


am — 3 

x 

m 

a 

s m — 1 

X 

m 

a‘  * * 

1 

2m — 5 

X 

1 . 

2771 

a 

277*—  l 

X 

am 

a’  * * 

. . . . 

(3), 


(4). 


Si , pour  plus  de  brièveté , on  concentre  les  développements 
(3)  et  (4)  1 en  multipliant  par  a les  deux  membres  de  l'identité 
(3) , on  aura 


2 = s-.P 
y/a  = 2”. P 


2 ( 1 , . . . m)  — i 
2m 

2 (1 ...  .m)  — 1 
am 


(5) , 

(6) , 


et  du  rapprochement  de  ces  deux  formules , on  conclut  qu’on 
obtient  la  racine  carrée  de  2 , en  changeant  dans  la  première , 

TC 

tc  en  -? 

a . 

00.. 


I 
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Si  l’on  carre  la  formule  (S)  , et  qu'on  égale  le  résultat  à (5), 
on  trouvera,  après  les  réductions  , 

_ n . . a ( î . . . m) — i x~|  r,  Ç~  . 2 (t . . . m)  — î 

2".r  sin*  — = P srn — •-  > 

am  Q_J  L_  2/n  3_J 

ou  , en  se  rappelant  que  sin  u<p  = 2 sin  $ cos  p , 


ta  (l m ) — 


2m . P ^sin; 

9 ( l m) — l x 2(1 m) — l x' 


uni 


-I] 


!]■ 


= P 2 sin  — . - cos  • 

2m  a am 

mais  en  observant  que  a est  m fois  facteur  sous  le  signe  P 

dans  le  second  membre  , on  pourra  diviser  par  am , ce  qui 

donnera 

_ f"  . . a ( î m)  — x x~ 

P l sin*  — 

L am 


I] 


=p[ 

. a(l...rn) — 1 

sin 

am 

•s 

xp[ 

a(i . 
cos  — 

. . m)  — 1 X~1  , 

am  2 1 * 

ou  encore , 

pl 

. a Ci . . .m)  — 

sin 

_ 2 m 

I 7C" 
* 2. 

]xp| 

r.  3(1 

sin 

. . .m)— 1 x~ | 
am  * 2 I 

=p| 

2(1. ..m)— 

1 T 

]xp 

r aÇi 

. . m) — 1 x~ | 

SIQ  — ■ ■ 1 ■ — 

L.  . 2/u 

* 2. 

Lcos 

am  " a_J-’  J 

il  vient 


. , . . „ r •_  a(» m)  — i x~| 

et  apres  la  division  par  P I sin — . -I  , 

;-i (7) 

L am  2 | Li.  zm  a— I 

d’où  il  suit  que 

_ f-  a(i....m) — î «-“J 
P[_tang — -J=*- 

Posant  ‘ - 

x ,,  , x x — a» 

= a , d ou  m = — , am  — î — — , 

4m  4 » a»  s 

substituant  dans  (7)  et  développant,  on  aura 

sin  «.sin  3*.sin  5*. . . .sin  (£  t — «)  j 

= coa  ».coi  3».coa  5*. . , .cos  (jx  — ») (8).  *■ 


1 
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Si  l’on  divise  le  premier  membre  de  (8)  par  le  second , et 
vice  versa , on  aura 

tang  «.tang  3*. . . .tang  (±x — «J 

= coi  *1  .COt  3«.COt  5» cot  (i  X — »)  = I. 

L'équation  (4)  revient  à la  suivante, 

■ .5r.3x.5x  . ( am  — 1 ) x 

4'n  4m  4m  4m 

si  l’on  remplace  m par  , et  qu’on  ait  égard  à l’équation  (8) , 
la  précédente  deviendra 

• * / • 

= sin  ».  sin  3». . .sin  (j  x — «)  = cos «.cos  3»..! .cos  (j x — »). 


L’équation  (1)  divisée  par  sin  — , donne 


Süf  — a-  -sin  I±£-  sin  g*  ± + 


m 


. . . .sm  . 


Faisant  dao3  cette  équation  9 = 0,  et  remarquant  qu’ alors 

on  doit  avoir  - — - = m , d’après  les  développemens  en  séries 

sin— 

m 

de  sm  ç et  sm  ~ , on  aura,  après  la  division  par  a"- 


m . x . 2x  . 3x 
— — — — sm  — .sin  — .sin  — . 

— 4 *n  m m 


. (m  — 1 ) 7T 

.sm — . 

m 


Posant  — = « , d’où  m = - , il  viendra 

m « 


= sin  «.sin  2«.sin  3« sin  (x  — «). 


(9)- 


Or  m étant  uu  nombre  entier , - doit  être  im  tel  nombre  ; 
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c'est-à-dire  que  « doit  être  un  soumultiple  de  *•  : si  dç  plus  , m 
est  un  soumultiple  de  ^ , m sera  un  nombre  pair  de  fois 

dans  x , et  conséquemment  * sera  un  nombre  pair  , et  - — 1 

un  nombre  impair  : mais  * — 1 est  le  nombft  des  facteurs  de 

la  série  (9)  , ce  que  montre  clairement  la  série  précédente  d’où 
on  a tiré  celle-ci  : et  le  facteur  moyen  ou  équidistant  des  facteurs 

extrêmes  sin  « et  sin  G-O-  est  sin  j = 1 : de  plus  , 

les  — j facteurs  situés  à la  droite  de  celui-là.  sont  res- 

a» 

pectivement  ‘égaux  aux  — — 1 facteurs  situés  à sa  gauche  , 

puisque  la  somme  des  arcs  également  distans  des  extrêmes  , 
est  égale  à x.  Donc  en  extrayant  la  racine  carrée  des  deux 
membres  de  (9)  , il  viendra 

/~7~  ; • . 

» / *=  sin  ».  sin  3*.  sin  3«.  ; . . . .sin  ( J «■  — •) 

VI-1'' 

” « . 2 = cos  « . cos  3 • . cos  3» COS  ( J X * ) V 

d'où  l’on  tire  encore  . 

i t=tang».tang  na.tacg3».  ....tang  (7*  — ») 

(=  cot  t>  . cot  2*  .cot  3» cot  (5  sr  — *). 

Lorsque  m est  impair  , d’où  il  résulte  que  m — 1 est  pair,  ainsi 
que  le  nombre  des  facteurs  de  la  série  (9)  , alors  - est  aussi 

un  nombre  impair , et  » n’est  pas  un  soumultiple  de  ; x : dans 
ce  cas , le  second  membre  de  l’équation  (9)  aura  un  nombre 
pair  de  facteurs  , et  sa  première  moitié  dont  le  dernier  facteur 
sera  sin  { ( x — *),  sera  égale  à la  seconde  dont  le  premier  facteur 
sera  sin  J (*■-+-  »);  extrayant  donc  la  racine  carrée  des  deux 
membres , il  viendra 

* /— ~ 

* / — = sin  «.sin  2». sin  3» süî’(îr — «). 

ùi  . 2® 
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Ces  recherches  sont  dues  à M.  Dubourguet  qui  les  a consi- 
gnées dans  le  i,r  numéro  du  IIIe  volume  des  Annales. 

i3*.  Nous  donnerons,  en  dernier  lieu,  la  démonstration 
de  cette  série  curieuse  qui  est  encore  due  à Euler  : 

5 x = iin  x — | sin  ax  + 3 sin  3x  — j sin  4X  -f-  etc. 

On  sait  que 

l ( 1 + *)  = « — •—  + “ — etc.  , 

1 0 +î)  = i _ i + 3?  ~ etc-  * 

l désignant  un  logarithme  népérien  : conséquemment , 

= (x — x-1) — j (x* — x~ *)-f-  j (x3 — x'-3)  , etc*. 

Soit  x = e'y~‘ , d’où  lx  = zÿ — 1 , on  a 

* V/—  1 = ( e^“‘  — tr*-1  ) — i ( — «-“*“>) 

-f-  3 ( ew— * — e— s*v— 1 ) __  etc,  ; 

divisant  par  a 4/ — 1 , on  trouve 

~tV—\ «V— i /J1V-1 ,-mV— r 

> s = — ? j.  f ! 

‘ a V'- 1 V 


3^/ — 1 


^ -f  etc.  : 


mais  on  sait  que 

— e-iuv'-i 


= sin  nz\ 


2[/ — t 

donc , en  changeant  z en  x , 

ï X = J sinx  — j sin  ax  -f-  j sin  5r  — ) sin  4 * + *t0* 
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CHAPITRE  XXIII. 


Sommation  des  puissances  des  termes  d’une  progres- 
sion par  cqui différences , des  nombres  figurés  , de 
leurs  inverses , et  des  produits  de  la  forme'  1 » 3 . 5...p, 
1.2.3...  (p-f-  1 ) , etc.  Des  sommes  des  produits 
dijférens  qu’on  peut  J onner  avec  tous  les  termes  d’une 
progression  par  équidifferences  , pris  2 à 2 , 3 a 3, 
4«  4,  etc.,  et  résolution  des  équations  dont  les  ra- 
■ cinés  forment  une  telle  suite. 

♦ 

1 3a. Soit  la  progression  arithmétique  a,  bt  c,  d....k,u', 
ensorte  qu’il  s'agisse  de  trouver  la  somme 

-f.  J>m  -f-  c1"  -j-  dm  etc.  , - km  -J-  un, 

m étant  un  nombre  entier  et  positif  : par  la  nature  de  la  pro- 
gression, on  a 

b = a ■+•  i' 

c = b + î . ■ ■ 

dz=c  + ï 


U ;=  k -J-  ch 

J étant  la  différence  constante  ; d’où  on  déduit  les  égalités 
suivantes  : 

bm  = am  -j-  -f-  — — — am~ -f*  etc., 

. * ** 

c-  ==  bm  + mbm~'£  + n-m  ~ U bm~‘i"  -f  etc. , ' - 

• * * a - * 
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dm  — cm  -{-  mcm~ 'ï  -}-  — iüL — — 4 etc., 

um  = km  + mhm-'i  + m -f  etc. 

» * * » * ï 

Ajoutant , ces  égalités  membre  à membre , et  effaçant  les 
termes  communs  , on  aura  , en  transposant  an«dans  le  pre- 
mier membre  , 

um — am  = mi  ( 4 cm—l4  etc. . . . 4^m— 1 ) 

4 J- » ( 4 i”-»4 cm-a4  etc 4&m-i ) 

4 *3  (a™— 34  6—34  c-"-3+  etc ....  4 fc— 3 ) 

4 etc. 

Supposons  maintenant , pour  plus  de  simplicité  , que  les 
sommes  des  puissances  successives  de  chacun  des  termes  de  la 
progression  ci-dessus,  soient  représentées  par  S, , S, , S3 — 
Sm_, , S,,,  ; l'équation  précédente  deviendra , au  moyen  de  ces 
abréviations  , 

u™_  o"  = mi  ( — um  1 ) 4 -I'”-1) 

4--(m~ al)5(m-a)  i^  ( Sm — 3 — um  3 ) 4*  etc ... . (1). 

Cette  équation  nous  fait  connaître  la  relation  entre  les  sommes 
des  différentes  puissances  des  tenues  d’une  progression  arith- 
métique , et  par  conséquent  elle  donnera  Sm_,  , lorsque  les 
sommes  S,  , S, , S3. . . .Sm_,  seront  connues. 

Nous  observerons , à l’égard  de  cette  méthode , qu’on  est 
obligé  pour  calculer  chaque  somme  , de  connaître  les  sommes 
précédentes.  La  méthode  suivante , due  à Thomas  Simpson  , 
est  exempte  de  cet  inconvénient. 
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On  a pu  observer  sur  la  formule  ( 1 ),  que  Sn_,  dépend  de 

u"  et  des  puissances  u— , «">-* u*  ; et  qu’ainsi,  après 

avoir  remplacé  u par  sa  valeur  a + (n  — i ) ï,  la  somme  des 
puissances  m — i des  termes  de  la  progression  ordonnée  par 
rapport  aux  puissances  de  n , sera  de  la  forme 

ÂV-f  BV- 4- + P n, 

les  coefliciens  indéterminés  A',  B< P'  étant  indépendant 

de  n : on  podrra  donc  supposer , par  analogie , 

= a” 4“  4~  (a-f-a/'  )"-J- + [a  -f- (n — î)  J1]" 

= An"+I  + Bnm  4-C/i1"- 1 -f- -f-  Pu (a)  , 

A y B , C P étant  pareillement  des  coefficient  indépendant 

de  ri , qu  il  s agit  dé  déterminer.  Si  l’on  suppose  la  progression 
augmentée  du  terme  a -f-  ni' , le  nombre  n deviendra  n -f-  î , 
et  l’identité  (2)  se  changera  dans  celle-ci, 

«"+ (a +<?)»+  (a-f-2^ )"+ . . .+  [ü-f(n—Iyj™4-(a-f-n<l)» 
r=  A(u-f  B(n+irH-C(n-f-i)— . . . .-f-P(n-}-i). . . .(3)  : 

retranchant  (a)  de  (3) , on  trouvera 

(a  + nî)m  = A [(n+  1)"+'—  +B[(n+  1 )"•_*"] 

+ C[(n  + i )m-— • f»"-1] + P. 

Si  l’on  fait  les  développement  indiqués , qu’on  ordonne  de 
part  et  d’autre  suivant  n , et  qu’on  égale  les  coefliciens  des 
mêmes  puissances  de  n , on  parviendra  aux  égalités 


TO-f-l 


A = <J‘m, 


A-f-  — B r=  — aJ"”-' 
î.a  1 1 * 

(m-j-i)m(m — 

1.2.3 


— A 4-  ü*==i>  B+^lc 

î.a  1 i.a  * 
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i)(ra — a)  k , m{m—  i)(m— a)  p ± (m-i)(m-a)r 

TXM  + TX3  x>"r  I.a 


m 


‘—a  D_  m(m— i)  (m— a) 
• i.a.3 


etc.  , 

desquelles  on  déduit 


A= 


m-f-i  ’ 


m+ 1 


A, 


* « 1.2.0 


D_m(m—  wr-ic  m(m-i)B  (m-)-i)m(m-i)  ^ 

i.a.3  * a i.a.3  i.a.3.4 

etc. 

Si  dans  ces  formules  on  fait  successivement  m—  o , — i , =a, 
= 3,  etc. , et  qu’on  substitue  les  valeurs  correspondantes  de 
A , B , C , etc.  dans  (a) , on  trouvera 

50  — n , 

ï a a — i' 

s'=Tn+  -r~n> 

S‘—  3" + ^“ — * 4 g ’ 

_ au — S~  .6 a* — 60^+^* 

S,  = — n<  + «T4 -t-4—  n' 

4 3*4 

2 a3 — 3a*J'-4-aJ'4 
- +— — “• 

St  = -E-ns  + J'3 ia<+  ^4 ^ ■ — reJ 

* 5 a 3 

Kaa3— 3a4/'-+-aJ'*  3oa+ — 6oa3^ -f-3oa‘J'1 — J'3 

+< 1 ”•+ & "* 

51  — etc. 
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S’il  s'agissait  de  la  suite  des  nombres  naturels  1 , 3,5, 

4 n,  on  aurait  a—i'=i,  et  les  sommes  ci-dessus 

deviendraient 


n 

1 


,.,i  _n(n+i) 

ïi  + ï” = — — — 


i 


. -s  , , _ _n(n+i)Can-4-i) 

l n + ; « + g » p— j 


: 

5 »*+  ï 3 n3~  3T  « : 


(4)- 


n’(n-4-.)* 


n («+i)(an-t-i)  — O] 


etc. 


a. 3. 4.5, 


Ces  formules  , en  y faisant  n = ra  , donnent  65o  pour  la 
somme  des  douze  premiers  carrés  , 6084  pour  celle  des  douze 
premiers  cubes  , et  60710  pour  celle  des  quatrièmes  puissances 
des  douze  premiers  nombres  1 , a 1 a , etc. 

Dans  l’hypothèse  de  a = 1 , 


S,  ==  " O + («  — O O = » + “ (»  — 0 


maintenant  on  aura 

*==  i...Sï=  (;o); 


pour 


.(a°). 


J'  = a. . .S,  =j  n* 

rr  ^ n 

^=3...S,=  n-|-|(n,-n)  = — - — (3°), 

«t  = 4.  ..S,  = n -f-  a ( na  — n)  = an’  — n . . . . (4°). 

5na — 3n 


f ~ 5. . .S,  = n -+•  !(n* — n)  = 

V 

etc.  etc.  etc 


*•...(5°), 


Si  dans  (1".)  on  fait  successivement  n = i,  = 3,  =5,  rs  4j  etc. , ■ 
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on  aura  Cette  suite  de  sommes , 

1 , 3 , 6 , îo  , i5  , etc. 

Ces  nombres  ont  été  nommés  triangulaires  ou  trigonaux , 
parce  qu’il  est  possible  de  disposer  en  triangle  équilatéral, 
un  nombre  de  points  , égal  à celui  des  unités  que  chacun 
d’eux  renferme. 

La  formule  (a°.)  donne  , par  les  mêmes  substitutions,  la 
suite 

î , 4 , 9 , 16  , a5  , etc. 

Ces  nombres  ont  été  nommés  quadrangulaires  , parce  qu'il 
est  possible  de  disposer  en  carré  un  nombre  de  points , égal 
à celui  des  unités  qu’ils  renferment.  Chaque  ternie  de  cette 
dernière  suite  résulte  de  l'addition  d’un  certain  nombre  de 
termes  de  la  suite  des  nombres  impairs  , à partir  de  l’unité 
inclusivement. 

La  formule  (3°.)  donne  la  suite  des  nombres 

t , 5 , î a , aa  , 35  , etc.  , 

qu’on  nomme  pentagones , à cause  d’une  propriété  analogue. 
Les  nombres 

î , 6 , i5  , 28  , 45  « 66  , etc.  , 

’ « t 

donnés  par  (4°) , sont  nommés  hexagones. 

La  formule  (a)  obtenue  ci-dessus  , sert  à trouver  la  somme 
d’un  nombre  quelconque  de  termes  d’une  suite  dont  le  terme 
général  est  exprimé  par  des  puissances  entières  et  positives 
du  nombre  des  termes.  Supposons,  en  effet,  que  le  terme 
général  d’une  suite  soit  an’’ , p étant  un  nombre  entier  et 
positif,  a un  coefficient  connu,  n le  nombre  des  termes,  qui 
devient  en  meme  temps  le  terme  général  d’une  progression 
arithmétique  : la  suite  sera 

aif  -f-  aaP'-t-  b3Ê  + a4p  + + anP> 
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puisque  chaque  terme  doit  se  déduire  du  terme  général , en  y 
faisant  successivement  n = i,=a,=4*  etc-  '•  on  aura  donc 
pour  somme 

a £ i ? -f-  3^  "1"  ^ 3 — - uS,  j 


mais  on  peut , au  moyeu  de  la  formule  citée  ou  des  formules 
(4)  , évaluer  S,  : on  aura  donc  résolu  la  question. 

Si  le  terme  général  était  anf  -f-  bn\  chaque  terme  de  la 
suite  à laquelle  il  appartiendrait , se  composerait  de  la  somme 
des  termes  de  même  rang  que  les  deux  suites  qui  auraient 
chacune  pour  terme  général  an?  et  bn1  : or  la  somme  des 
termes  de  la  première  suite  est  aSp  , et  celle  des  termes  de 
la  seconde  est  hSf;  donc  la  somme  des  termes  de  la  série 
proposée  est  aSp  -f-  bS1. 

On  voit , en  général , que  si  le  terme  général  d’une  série , est 
<mp  -j-  bn t -f"  cn'  + etc.  > 
la  somme  des  termes  de  cette  série  , sera 
aSp  -f*  bSq  -|-  CSr  ~f~  etc. 

Soit  pour  exemple  ,.la  suite  des  nombres  naturels 


i , a > 3 , 4 » 5 n : 

le  terme  général,  étant  = n , la  somme  de  tous  les  termes  sera 
= Si  ; mais  ici  a = i , et  la  formule  (i*)  donna 


S, 


__  n ( n 4- 1 ) 


Soit  la  suite 


1,3,6,  îo. . . . 


n(n-f  i) 


puisqu’on  a pour  expression  du  tenue  général , 


"(»  + »)  _ a?  , n 
• i a “ \ a * a* 


\ 
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la  somme  sera 

S»  S, 1 6^4- 4”\  »(w  + i)(n-f-3) 

a - a o\  i.s.3  / i.a.3 

Soit , pour  dernier  exemple , la  suite  des  nombres  pyra- 
midaux 


i,4,  io,  ao.... 
dont  le  terme  général  est 


n(n+  i)  (n+  a) 

1 .3.3 


n (n-H )(**  + »)  _.  _s  , , 

= S n1  + ï »*  + * n , 

on  trouvera  pour  la  somme  d’un  nombre  n de  ces  termes, 

V 

Sj  3S,  , aS, nf-t-6n3-4-iin‘-f-6n »(n-f-i)(n-+>a)(n+3), 

6 u 6 î.a.  3. 4 i.3. 3. 4 

On  voit  donc  que  la  somme  d’un  nombre  n de  termes  do 
chacune  de  ces  suites , est  le  terme  général  de  celle  qui 
suit;  ensorte  que  les  termes  de  celle-ci  sont  les  somme» 
successives  d'autant  de  termes  de  la  série  précédente , qu’il  y 
a d’unités  dans  l’indice  du  ferme  sommatoire.  Les  nombres 
ainsi  formés  se  nomment  nombres  figurés. 

. Les  nombres  naturels  sont  appelés  nombres  figurés  du  pre- 
mier ordre  r les  nombres  triangulaires , ou  les  sommes  de» 
nombres  naturels  , sont  dits  , nombres  figurés  du  second  ordre  r 
les  sommes  des  nombres  triangulaires  , c’est-à-dire , les  nombres» 
pyramidaux  , sont  les  nombres  figurés  du  troisième  ordre  : 
les  sommes  des  nombres  pyramidaux  forment  les  nombres 
figurés  du  quatrième  ordre  , et  ainsi  de  suite.  i.  . » 

i33.  Si  on  renverse  les  expressions  des  nombres  figurés,  on 
aura  les  inverses  de  ces  nombres.  Ainsi  l’expression  générale  des 

2 

inverses  des  nombres  triangulaires  , sera  — ; - — i-  : celle 

^ »(»  + ») 
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1.2.3 

des  inverses  des  nombres  pyramidaux . sera  — ; — r-'--- — ; — -, 


Cherchons  les  sommes  des  inverses  des  nombres  figurés. 

Désignons  par  S"  la  somme  des  inverses  des  n premiers 
nombres  triangulaires  : on  a 


1 1 i 

(n — i)n  n—i  7ï  • 

i 1 1 

b(ti-4-i)  n P+1 


ces  égalités  ont  pour  somme  î — 


î 


et  conséquemment 


somme  qui  tend  vers  a à mesure  que  n augmente. 

Soit  S“  la  somme  des  inverses  des  n premiers  nombres 
pyramidaux  ou  des  nombres  figurés  du  quatrième  ordre  , 
qui  sont 

î 1 î J_ 

T’  4’  î o * ao 


on  a 


_l_  = i rj i_i 

i .a. 3 a l_i .a  a.3_I* 

âIÏÏ74  = â CâT3  “ 3T4D  ’ 
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1 

-..‘f 

1 1 

S. 4. 5 

a L 

_3.4  4.5J’, 

1 

_ : f 

1 ~1 

(71—1)71(71+1) 

a L 

_(ti— 1)71  n(«+i)_r 

1 

_ * r 

" 1 *1. 

« (n+0(»+a) 

a [ 

~«(«+0  («41)(«4-a)J' 

donc 

t » «*  * * 

r « 

* 1 

0 — - j 

Lia 

(«+0(«+a)J* 

somme  qui  tend  vers 

3 

1 .a  * 

à mesure  que  n augmente. 

On  trouve  de  même  que 

la  somme  S”  des  inverses  des  n 

premiers  nombres  figurés  du  quatrième  ordre  , est 


1.2. 3, 4 


D-2.3  («-H ) CM"2)  («4-3)1]  ' 


3 L.i.2.3  («4-0 («4-2)  (ti+3)_ 

la  somme  S(m)  des  n premiers  nombres  figurés  du  miimt 
ordre  , est 

I .2.3... 


1.2.3. ..m  p 1 

(;« — î)  L_i .2.3. •• 


(m — i)  (7t+i)(7i+2)...(7i+77v 

771 


=d- 


limite 


771- 


lomme  qui  a pour 

Voyez  sur  ce  point  de  théorie , un  mémoire  de  M.  Gergonne, 
dans  le  h°  IV  du  tome  IV  des  Annales  de  Mathématiques. 

i34.  Les  formules  suivantes  nous  seront  utiles  dans  le  dernier 
chapitre  de  cet  ouvrage.  Soient 

S,  = 1+  24-34* + ml 

S,  = 1.2  + 2. 3+3. 4+ + 771  (tti+i)  j 

S3  = 1 .2.3+2.3.44-3-4-3+-  • • • +m(7«-f-,)(,«+2)( 


...(.): 


S,  = 1 .2.3 . . .p+2.3.4 . . . (p+O+3.4.5 .. . (p+a)+. 

...+  7n(7n+i)  0«4a) (p+TTi— i)J 

3a 
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il  s’agit  de  prouver  qu’on  doit  avoir 

S,  = J m(m-f-i) 

S.=  j"i  (m+i  ) (m+a) 

Ss  = J m (m+i)  (m+a)  (m+-3) 

S,  = ^+7  m(m+ i )(m+ a)(m+3) . . . (m+p — i)(m+-p) 

A cet  effet,  supposons  que  cette  loi  ait  été  vérifiée  pour 
les  m — 1 premiers  termes  de  la  dernière  suite , de  manière 
qu'on  ait 

i ,a.  3.  .../>  + a.  3. 4*  •••(/>  4*  04^*4'5- . . . (p  — (- a)  +. . . 

....-+  (m  — i ) m (m  + i) (m+p — a) 

= — | — (m — i)m(m+i)(m+a). . . .(m+p— -a)  (m+p— i)  ; 

on  aura  alors 

Sp  = ^ (m— î)  m (m+i)  (m+a) (m+p — t) 

+m(m  + 0(m+a) (*  + P — 

c’est-à-dire , 

S,==-~ m (m+ 1)  (m+a). . . . (m+p— i)  £(m— i)  + (p+i)] 

* 

r=^^m(m+i)(m+a)..  ..(m+p-*fi)  (m+p). 

H est  donc  prouvé  que  la  formule  serait  vraie  pour  les  m 
premiers  termes  de  la  suite , si.  elle  l’était  pour  les  m — î 
premiers  : or  , il  est  aké  de  sç  convaincra  qu’elle  est  vraie 
pour  les  deux  premiers  ; car  oa  a 

i.a.3. . ..p+a.3-4 (p-fi)  = a.3.4 P («+P+0 

“^ZT  a-3-4  -’-F0}  + »)(p  + a)  , 
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Ce  qui  répond  à m = a.  Ainsi  l’expression  de  Sp  est  exacte  , 
et  il  en  est  de  même  de  celles  de  S, , S»,  Si. ...  qui  n'en 
sont  que  des  cas  particuliers. 

En  égalant  entr’eux  les  seconds  membres  des  identités  (1) 
et  (a) , on  trouve 


m-f-  (m— 1)  -f-  (ni— 2)  ■(■ 3 -J»  a-j«  1 = — - — ^ 


m -f-i 
1 


m.— » 
a 


m+a  m-f-i 

=a— ■ - 1 . — i — 

1 a ■ 


+ ® + 3 + * 


m -4-a  m+i  m , m +1  m m — 1 . , , 

l ' 3 ‘ 3 T-  ' ai  ’ 3 + 10+4+ 1 


m.-(*3  m -(-*  m.  + i m 

T“  ' ~T~  ‘ 4’ 

etc. 


i35.  Cherchons  actuellement  les  sommes  des  produits  diffe-  ■ 
rens  qu’on  peut  former  avec  tous  les  termes  d'une  série  par 
équidifférences  , pris  deux  à deux , trois  à trois  , quatre  à 
quatre , etc. 

Soit  la  suite  de  termes 

l '•  • « ~ »l  ,y 

g 4- A , a+aA,  a + 3fc,  a + 4/* a + (m — 1)  A : 

si  on  forme  une  équation  dont  les  racine»  soient 

— (a-HO  > — (a+aA)  , — (a-f*3A),  etc. ..  — — C<2-f-(cn — t)A]  , 

et  qu’on  en  désigne  les  coefliciens  successifs  par  A',  A", 
A*. . . .AC"1- 0,  on  aura  l’identité 

x—‘  + A'x*—  4.  AV"-3  + + A<™—) 


=(x4-a  4 A)  (x4-a4a/i)(x4-a4-3  A) . . . [>4-a4  (m—  1)  A] . . .(  1 ), 

dan»  laquelle  A',  A'. . . . A<’n'",>  seront  les  produits  qu’il  s’agit 

3t.. 
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d'évaluer.  L’identité  précédente  , en  y écrivant  x-f-ft  pour  X, 
deviendra 

(x  + A)—  4- A'  (x+  A)1—  + A*  (x  + A)™-3  +.... 

, = (x+  a + aA)  (x  + a + 3A) (i+«  + mh ) (a)  ; 

qu’on  multiplie  (1)  par  x 4-  a + mh  , et  (a)  par  x 4-  “ -f-  A , 
et  on  aura  ces  produits  identiques 

(x  + a ■+■  mh  ) [x"-1  + A'x— 4-  A'x”-3  + + AC— )]| 

= (x-f-a-f-A)  CCX  +A)m— ‘ -h  A'  (x-J-A)”- * 

+ A'  (x4-  A)"-3. . . .-f-AO-O] , 


qu’on  peut  écrire  sous  la  forme 

x"+  A'  x—  -f-  A"  x"-  + A* 

-f-  a -{-  A 'a  + A'a 

4*  mh  -4*  A'mh  4~  A’ mh 

+ AC"-') 

-f  AC— )a 
-f  AC— >mA 

m (m — i)  . 

1—1  -L  ■ h 


rm— 3 


x 4~  AC™^')  (a  -f-  mh) 


=z  x"+  mA 

+ A' 
4-  a 


x—  4- 


4-[(m-1)(A'4-a)3A 
4"  A"  4"  A a 


m(n» — i)(m— a) 


A3 


t.a.3 

4-(m-,)3(m~a)(A'4-a)A, 
4-  (m  — a)  ( A"4-A'a)  A 
4- A*  4-  Al' a 


+ (A'4-a)  A— 

4-  (A'4-aA')  A— 
4-  (A*4-aAff)  A"—3 
4-  etc.  : • • 

comparant  les  coefliciens  des  mêmes  puissances  de  x,  on 


xm~\..+  hm 


i 


AIIGËBRIQUE. 


obtient  les  équations 

A'  -f-  a -f-  mA  = A'  -f“  s -f-  Tnh  t • 

A*  + A'a  + A ’mh  = - A*  -f-  (m  — 1)  A'k 


<85 


1 .22 


* + (*» — 0 ah  + A"  + A'a  , 


A"  + A”a+  A"mA  = ^~a)  As 

1.3.0 

+ (A-  + g)^--l)(m-3>A» 


1.3 


■+■  ( A'-J-  A'a)  (m — a)  A -I*  A"  -f-  A "a, 
etc.  , 

dont  la  première  ne  fait  rien  connaître  : on  déduit  des  sui- 
vantes t 

A'  = (m-0  « +^=^A, 


* .a 


»A'  = ( m-  a > A'a  + <2=f  fozS  ( A'+  a)  A 
, m(m— i)  (m— 3)  t. 

+ no — H ’ 

3A*  = ( m — 3 ) A'a  + ( A' -f  A'a)  A 


1 .2 


(m— i)(m— a)Q— 3)  , 


1.3.3 


(A'-H)A’ 


. m (m— < ) (m — s)  (m — 3)  ^ } 
L.3 .3.4 
etc. 

Si  on  fait  a =5  o et  A =s  1 , les  équations  précédentes  don- 
neront les  produits  un  à un  , deux  à deux  , trois  à trois  , etc. 
des  nombres  naturels  , depuis  1 jusqu’à  m — 1 , et  oh 
trouvera 


Dioitizoc 
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Analyse 


k,  m (m—  i ) 

A = ■ ■■  - — > 

î.a 

2\u  Cm— 2)  A'  i ”»(■—  0(m--3) 

i .a  "r  ” 1 .a.3  ’ 

-L,i.=_C'»— a)  (w— 5)  A„  (m— Q(77h-n)(m— 3) 

i.a  **"  i.a.3 

, m (m — i)(t7» — a)  (m — 3) 

H n^X4  » 

,v,__  (™— 5)  (m— 4)  (m— a)  (m— 3)  (tti— 4) 

4 1.2  1.2.3 

, (m— 0(711— a)(7n— 3)(n» — 4) 

+ TXîl A 

, m(m—  0(m — 9)(m — 3)(m — 41 

H 1.2. 3.4^  ’ 

etc., 

résultats  dont  la  loi  est  facile  à saisir. 

Si  dans  la  progression  arithmétique  dont  on  est  parti , on 
suppose 

a -f  • h = a' , d’où  a = a'  — h , 

et  si , de  plus  , on  change  tti  — 1 en  m',  on  aura  pour  nou- 
velle progression , \ 

a',  a'  ■)■  h i c'  ah„  u'  -)•  3A .......  a'  -f-  (m  i ) h , 

ensorte  que  faisant  les  substitutions  ci-dessus  dans  la  pre- 
mière valeur  de  A",  on  trouvera , après  avoir  remplacé  A' 

par  7?»'  (a  — h ) -f-  h , et  effectué  les  réductions 

i.a 

qui  ne  présentent  pas  de  difficultés , 

A’  — [a'*+  Cm'-  i)a'h  + (m'-a)  (3tt»'-i) 
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Qu’on  suppose  maintenant  une  équation 

x"  -f*  A'x’"-1 -f-  A"x"_*  -f-  A'x"-3  -f-  etc.  ==  o , 

dont  les  m racines  forment  la  progression  arithmétique 

a , a ■+■  h t a -f-  2Æ1 . a ( m “ 1)  A , 

la  même  que  ci-dessus  , en  supprimant  les  accents  de  er'  ; 
les  coefTiciens  A',  A'  seront  des  fonctions  des  racines , telles 
que 


A'  = -™O-Km_0A;j> 

A„_  (m — i)afi  -f-  (m  — »)  (3nt— 

de  ces  équations  , on  déduira 


*==vT- 


(m — 1)  A'*  — amA 
iri ' — 1 

— r)A'* — zmAf 
m“—  1 


Connabsant  ainsi  le  premier  terme  et  la  différence  cons- 
tante h , on  pourra  former  tous  les  termes  de  la  progression  , 
c’est-à-dire , toutes  les  racines  dé  la  proposée.  Posant*,  pour 
abréger , 


v/F 


m — 1 ) A'1 — 2mA* 


3I= 


k. 


on  aura  pour  les  m racines  x dans  le  cas  de  m nombre 
pair , 
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x ~ [A' -f-  (m  — 1)  A], 

• / 


X 

X 


x=- A[A'_(m_3)A]j 

x =s—  ^ [A'— (m  — i)  A]. 

Dans  le  cas  de  m nombre  impair , les  — premières  et  les 
77) 3 

— - — dernières  valeurs  de  x étant  les  mêmes  que  ci-dessus, 
nous  l’écrirons  que  les  trois  valeurs  moyennes  qui  sont 

x==_i(A'  + 3i), 

A' 

* = — — » 
m 

x = - i (A'_aA).  . 

771 

Faisons  quelques  applications  de  la  théorie  précédente  , et 
prenons  d’abord  l’équation 

x‘  — îox3  + i5x*  — 5ox  — 56  = o , 
pour  laquelle  on  a 

m = 4 , A'  = !o  , A"  = i5  , 
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h = 3,  a = — 7, 

ensorte  que  les  racines  sont  — 7,  — 4 , — 1 , + 3 , pro- 
gression par  équidiiTérences . 

L’équation 

x*  — Gx5  -f-  8ox<  — 3oox3+  i47,x* — a358x  4-  2907  = o , 

donne 

m = 6 , A'  = — 6 , A"  =3  85,, 
d’où  résultent 

h — a y — 2 , a = 1 — 5 l/a  ; 
les  racines  forment  donc  la  progression  arithmétique 

1 ~ 5 V—  3 > i—3  l/—  a , i — [/—  2 j 

1 + V—  3 » i+3  l/—  a , i+5  l/—  a , 

On  trouvera  de  plus  amples  détails  sur  cette  matière  , dans 
les  Elémens  d Algèbre  de  M.  Dubourguet. 
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CHAPITRE  XXIV. , 


Décomposition  des  fractions  rationnelles. 


i3G.vJE  chapitre  est  une  introduction  au  suivant  qui  traite 
des  suites  récurrentes  par  rapport  auxquelles  la  recherche 
du  terme  général  ne  présente  plus  de  difficultés , lorsque  la 
fraction  rationnelle  génératrice  est  décomposée  en  fractions 
simples  : d'ailleurs  cette  décomposition  est  d'un  usage  très- 
fréquent  dans  le  calcul  intégral.  Nous  allons  donc  exposer 
les  méthodes  algébriques  les  plus  simples  pour  l’effectuer. 


N 


137.  Pour  opérer  cette  décomposition  d’une  fraction  , il 


faut , 


i”.  Que  le  numérateur  N soit  d’une  dimension  moindre, 
au  moins  , d’une  unité  que  le  dénominateur  D , ce  qu’on  peut 
toujours  obtenir  par  la  division  ; 

a».  Qu’  on  ait , par  les  méthodes  exposées  dans  les  deux 
sections  de  l’algèbre , trouvé  les  facteurs  simples  du  dénomina- 
teur , ou  les  racines  de  ce  dénominateur  égalé  à zéro. 

Soit  donc  la  fraction  rationnelle 

N _ a + a x -+-  a'x*  4- + qC— 0 x— ' 

D ~ (x  — *)  (x  — «') [x— *C— 0]  * 


a,  m «C»->)  étant  des  racines  réelles  ou  imaginaires  , 

mais  inégales  : on  pourra  supposer 


N _ A A'  , AC— 0 . 

D x — - + x—  + + x — ’ 
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A,  A' AC*-’)  étant  des  coefficiens  constans  et  indétermi- 
nés , fonctions  de  a , a! . . . . at*-1),  « , » . . . En  effet , 

si  on  réduit  toutes  ces  fractions  au  même  dénominateur,  qu'on 
en  fasse  la  somme , ce  qui  fournit  le  moyen  de  faire  dispa- 
raître le  dénominateur  D,  et  que  l’on  compare  les  coefficiens 
des  mêmes  puissances  de  x , on  aura  un  nombre  n d'équations 

entre  les  n indéterminées  A,  A! A(*~'\  d'où  résulte 

la  possibilité  de  les  évaluer  toutes , et  la  légitimité  de  l'hypo- 
thèse précédente. 

Soit,  pour  exemple,  la  fraction 

' » 

i 4-  x» 

x — x3  * 

dont  les  facteurs  simples  du  dénominateur  sont  x , 1 — x , 
1 -f-  x.  On  posera  donc 

t +x*  A A'  A* 

ï^=x  + T^+7+3* 

d’où  on  déduit  l'identité 


i + x*=  A -f  ( A'  + A‘)  x + (—  A + A'  — A")  x*  ; 

et  en  comparant  les  coefficient  des  mêmes  puissances  de  r , 
on  trouve 

A=),  A'=i,  A"  — i ; 

donc 


» + i t i 

x — xi  x î — x î +x’ 


i38.  Lorsque  les  facteurs  du  dénominateur  seront  inégaux 
entr’eux  , on  pourra  toujours  , par  la  méthode  précédente  , 
déterminer  les  numérateurs  des  fractions  simples  ; mais  le  calcul 
quelle  exige  devient  d'autant  plus  long,  que  le  degré  du  dé- 
nominateur est  plus  élevé.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  qui  va. 
suivre  , de  déduire  immédiatement  de  N et  de  D,  l’un  quel- 
conque des  numérateurs  A,  A'...  .A^-’),  sans  faire  dépendra 
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sa  valeur  de  celles  des  dénominateurs  précédées , comme  il 
arrive  dans  la  méthode  que  nous  venons  d’exposer. 

Soit  x — m un  des  facteurs  de  D , ensorte  que 
D = (x  — «)  S, 

S étant  le  produit  des  autres  dénominateurs  x — - 

p 

x — <*Ca— 0 : si  l’oh  représente  par  — la  somme  des  fractions 

u 

partielles , moins  la  fraction  - — , on  aura  l’identité 

N A , P AS-f-P(x — m) AS  + P(x — •) 

D x — « "*  S * S (r — m)  ~ D ’ 

donc 

N — AS  = P (x  — «). 

Le  numérateur  A doit  donc  être  tel  que  N — AS  soit  exac- 
tement divisible  par  x — « , puisque  P est  une  fonction  entière 
de  x ; ce  qui  exige  que  la  fonction  N — AS  s’évanouisse  pour 
x = ».  Cette  condition  sera  satisfaite  en  prenant 


(N)  et  (S)  étant  ce  que  deviennent  N et  S par  l'hypothèse 
x = a ; d’où  nous  conclurons  cette  règle  : Pour  déterminer 
un  des  numérateurs  , il  faudra  dans  N et  S , écrire  pour  x 
la  racine  du  facteur  simple  qui  sert  de  dénominateur  à la 
fraction  partielle  sur  laquelle  on  opère. 

On  a donc 

_ a -f-  a'm  ~h  a"**  -f-  a"*1  -f-  etc. 

— («—«')(•— «”)  («—«•*)  etc.  » 
a -f-  eV  + aV+aV*  + etc. 

A — («'—«)  («'—«')  (-'—O  etc.  * 

. . a -f-  am*'n- f-  etc. 

A “ («”—«) * 
etc. 
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Si  dans  l’exemple  précédent — ; , où  N = 1 -f-  ** , et 

D=x — x5,  on  prend  x pour  le  facteur  simple  correspondant 
à A , on  aura 

S = 1 — x*. 


et  le  numérateur  A de  la  fraction  simple  — , sera  ce  que 
• i *4"  x* 

devient  — — — pour  x = o ; ce  qui  donne 


A — î . 


Prenant  ensuite  le  facteur  simple  1 — x,  pour  lequel  S=x+x% 
on  aura 


A'  = 


i -+-  x* 
r+x1  * 


ce  qui  donne  , pour  x = t , 


Enfin  , pour  le  troisième  facteur  simple  î -f-  x , à cause  de 

i *4*  x* 

S — x — x*,  on  ferax  = — r dans  — -,  ce  qui  donne 

x — x 


A'  = — 1 . 

Ainsi  les  trois  fractions  partielles  dans  lesquelles  se  décom- 
pose la  proposée , sont , comme  on  les  a trouvées  plus  haut , 

- -h  — -J— . 

X 1 — X 1 -f-x 

i3g.  Si  parmi  les  facteurs  simples  du  dénominateur,  plu- 
sieurs étaient  égaux  entr’eux , la  décomposition  de  la  fraction 
ne  pourrait  plus  avoir  lieu  dans  la  forme  précédente  : en  effet , 
en  revenant  aux  formules  données  ci-dessus  pour  l’évaluation  des 
indéterminées  A,  A' . . . A^*— 0,  on  trouve  que , dans  l’hypothèse 
présente  , plusieurs  de  ces  dénominateurs  deviennent  infinis  , 
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et  qu’ils  le  deviendraient  tous  , si  tous  les  facteurs  simples  du 
dénominateur  étaient  égaux  entr'eux. 


Supposons  donc  que  le  dénominateur  de  la  fraction 


N 
D * 


renferme  , outre  les  factenrs  inégaux  pour  lesquels  on  connaît 
le  mode  de  décomposition,  un  nombre  n de  facteurs  du  premier 
degré  , réels  et  égaux  : on  pourra  toujours  supposer 


S étant  le  produit  de  tous  les  facteurs  inégaux,  et  Q celui  des 
facteurs  égaux , ensorte  que  D soit  le  produit  des  polynômes 
connus  Q et  S , et  les  plus  hauts  exposans  de  x dans  P et 
dans  K , étant  moindres  au  moins  d’une  unité  que  les  plus 
hauts  exposans  de  x dans  S et  dans  Q.  En  effet,  l'équa- 
tion (i)  donne 


N PQ  + KS 
D~  QS  * 


d’où  N = PQ  + RS  , 


puisque,  par  supposition  ,D=QS.  SoitDun  polynomedu  degré 
q , e t S du  degré  m , m étant  < q ; N sera , au  plus,  du  degré  q — i , 
et  Q , au'plus , du  degré  q — m ; P devra  être , au  plus , du  degré 
mr—  1 , et  K , au  plus  , du  degré  q — m — 1 ; P aura  donc  m termes 
etmcoefficiens  indéterminés,  et  R en  aura  q — m : le  produit  PQ 
sera  donc  du  degré  q — i , ainsi  que  le  produit  KS , c’est-à-dire , 
que  PQ  -f-  KS  sera  du  degré  q — 1 , ou  de  même  degré  que 
N : ainsi  PQ  -f-  KS  contiendra  q coefficiens  indéterminés  ; 
donc  N ayant  q termes  , on  pourra  former  entre  les  coeffi- 
ciens  de  PQ-f-KS  et  ceux  de  N , des  équations  linéaires  en 
nombre  q , lesquelles  serviront  à déterminer  les  q coefficient 
de  P et  de  K.  La  décomposition  annoncée  est  donc  toujours 
possible,  ensorte  que,  dans  l’hypothèse 

D = (*-.)  ‘ )(*-«") (r-C)’, 
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on  pourra  poser 


• • • • + 

en  observant  qu’ici 


Rx*“*  -f  R'x— • 4- + R(*— 0 

(x  — C)« 


S ==  (x  — »)  (^-7«)(*— ' *)■•••,  Q==(x  — C)\ 

Il  s'agit  donc  de  trouver  le  mode  de  décomposition  qui  con- 
vient à la  fraction 


Rx"-'  + R'x*-'  + 4-  RC--0 

" (x  — ?)“  5 

or,  sous  l'hypothèse  x — f = z,  d’où  x = z4-ff,  elle 
prend  la  forme 


+ 


BC»-0 

z 


» 


les  numérateurs  B,  B' B»-1)  étant  indépendans  de  z, 

ainsi  que  le  démontre  le  calcul  : on  pourra  donc  supposer 


N 

D 


p , B B'  B<— > 

s + + (x-s)— + 


g représentant  la  somme  des  fractions  partielles  dues  aux 

facteurs  inégaux  contenus  dans  D.  Si  on  réduit  au  même  dé- 
nominateur , on  trouvera  » 


N = S [B  4-  B'  (x — C)  4"  B"  (x — C)*4- . . . . + BC—0  j 

4-P(x-C5*, 

d’où  l’on  déduit  • 


p N — S [B4-B'(x — C)  4B*(x — C)»4-. . .4-Btll~l)  (j- — f)«— 1~| 

(x-fpi  " i 
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Or  P devant  être  tine  fonction  entière  , il  faudra  que  le  numé- 
rateur de  son  expression , soit  divisible  exactement  n fois  de 
suite  par  le  dénominateur  x • — C ; ce  qui  exige  que  d'abord 
la  partie  N — BS  du  numérateur  , devienne  séparément  nulle 
lorsque  x — C ; donc 

r_(N) 

8 - (iy 

f 

(N)  et  (S)  désignant  ce  que  deviennent  N et  S lorsqu'on  y 
fait  x = C ; conséquemment , 

N_BS  = N_iSs. 

quantité  divisible  par  x — C , et  que  nous  représenterons  par 
N'  (x  — C)  , ensorte  que 

_ N'— S [B'+B"(x  — C)+. . . .+  B<— 0(x— C)'— ] 

P—  (x  _£)»-■  * 

en  effaçant  le  facteur  commun  x — ff.  Faisant  le  même  rai- 
sonnement , et  supposant  encore  x — C , on  aura  ' 

(S)* 

où  N'  et  S , entre  parenthèses  , rappellent  la  substitution 
x = • ; donc 

N'  — SB'  = N*  — S , 

C®  ) 

quantité  divisible  par  x — ff,  et  que  nous  représenterons  par 
N"  ( x — C ) , ce  qui  donnera , après  la  division  par  x — C , 

„ _ N* — S [B"  4-  B*  (x — C)  -f ....  + BC—O  (x— ?)— 3 ]] 

F—  (x— C)"-*  ' ' 

On  trouverait  de  la  même  manière,  dans  l’hypothèse  x — C, 

(S)  ’ 
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faisant  donc , comme  ci-dessus , 

N#~WS=N*(JC~°' 


on  aura 

p _ N"-S  [B-+B"  (x-g)  + -f-BC-O  (x-fl 

( x — 

d’où  on  déduit  pour  x=C, 

».  _ on . 

■ * = 157 

et  ainsi  des  autres  numérateurs. 

Prenons  pour  premier  exemple  la  fraction 
x3 

O— *)*(i- H*4)  * 

pour  laquelle  les  fractions  partielles  qui  résultent  du 
carré  ( i — x )*  du  dénominateur , sont 


B 


B' 


On  a ici 
d’où 

ce  qui  donne 


(1  — xy  1 — x' 

N = x?  , S = 1 + , 

x 3 


N 

S 


i ■+■  x*  * 


pour  x = i ; donc 


B=^  = I 
(5)  a 


et  divisant  par  î — x , conformément  à la  règle , 
pour  quotient 

N'  = — r — il  - £*•  + £**, 

3a 
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facteur 


vient 
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et  conséquemment  , 

N'  _ — » — x — + 

If  — a (1  -t-x»)  ’ 

donc  ‘ . .. 

R'  - = - i 

(S)  3 

pour  x—  i.  Les  fractions  dues  au  facteur  ( t — x)V  wllt 
donc 


2(1  — x)*  a ( 1 — xV 
Soit  encore  la  fraction 


(1  — x)3  (1  + x*)’ 

pour  laquelle  les  fractions  partielles  dues  au  facteur  Cl~ •r)T 


sont 


B . B"  ...  «L. 

6— X?  + (>— *)*  * 


dans  ce  cas  , 


N = x*,  S = 1 + x*i 


on  aura 


donc 


N 


et  B = 5 


S 1 +x* 
pour  x=  1.  On  trouve  ensuite  , 

J r* i , 

N'  =S  1 *-!-{*> 

I X 

ce  qui  donne 

» x » donc  B'  = — ï : 

S 1 +X1 

on  a 


N"  = 


— i x + i x‘ 


1 X 


1 1?  • 

— — » x , 


donc 


N"  _ x 

S — a(i-|-x*) 


et  B*  = — i- 
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Ainsi  les  fractions  partielles  qui  naissent  du  facteur  cubique 
( 1 — -O3  du  dénominateur,  sont 

1 » x 

2(1  — x)3  2(1  — x)a  4(i— x)’ 

140.  Passons  au  cas  où  le  dénominateur  D contient  des  fac- 
teurs imaginaires  et  inégaux  : en  multipliant  entr'eux  les  fac- 
teurs imaginaires  conjugués  , on  aura  des  produits  de  la 
forme  x“  — a»x  + »*  4-  C“,  et  on  posera 

- = A -f-  Bx  P 

D x%—  + g» 

en  observant  que 

D = (x3  — a.x  + «*  4.  C>  ) S ; 
on  tire  de  là 

i ^ 

N = S (A4-Bx)  4-  P (x*— Jtax4a*4-C*)  : 
or  les  racines  de 

ta*  » 

* ~ * + C y/—-  x , x = » — S 4/ — , ) 

si  l’on  substitue  pour  x l’une  de  ces  racines  dans  l’équation 
ci  dessus , N , S et  P donneront  des  résultats  de  la  forme 
m 4-  * y/—  j (Chap.  I et  XX) , ensorte  qu’on  aura 
m4nl/-i=(m'  + i,4/-I)[A+B(«4ft/_l)] 

équation  qui  se  partagera  en  deux  autres,  dont  l’une  aura  lieu 
entre  les  quantité»  réelles  , l’autre  entre  les  quantités  imagî- 

"fîf8’  et  ,au  n,°yeu  de  ces  équations,  on  déterminera  A 
et  B On  opérerait  de  la  même  manière  pour  les  autres  couple» 
de  facteurs  imaginaires.  r 

Il  nous  reste  à considérer  cette  forme  du  dénominateur 

D = (x3—  2«x  4-  «*  4.  py  s = Xr.S. 

A l’effet  de  déterminer  les  fractions  partielles  qui  corres- 

oa. . 
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pondent  au  facteur  X'’,  on  posera 

N A'+B'x  , A’+B'x  , A'+B*r  , 

1 D Xf  + Xr~‘  + XT  + 

AW+BWc  P 
+ X +s; 

réduisant  tous  les  termes  du  second  membre  au  dénominateur 
D , puis  multipliant  par  D , on  aura 

N = S (A'+B'x)  _|_  SX  (A*+B"x)  + SX’  ( A*+ITx)  + ....’ 
. . . . + SX'’-  ( AW  + B^x)  + PX'  : 

mais  les  racines  de  l'équation  X = o,  étant  »±C  y — 1 , si  l’on 
suppose  x = « + C y' — i , le  polynôme  X se  réduira  à zéro  , 
N deviendra  m.  •{-  n ÿ—  \ , S deviendra  m + ri  — 1 , 
de  sorte  que  l’équation  ci-dessus  se  changera  dans  la  suivante  , 

m + M/-  i = (m' -f-  n [/—  ,)  [ A'-f-  B'  («  + C V — 0]  : 

les  parties  réelles  devant  être  égales  ainsi  que  les  parties  ima- 
ginaires , on  formera  deux  équations  qui  serviront  à déterminer 
A'  et  B'  : désignant  ces  valeurs  par  d et  b',  l’équation  ci- 
dessus  donnera 

N — S(a'+ê'x)  = SX(A'4-B"x)  + SX*  (A*-f  B*x)  + 

+ SX?-  (AOO-f  BWi)  + PXf  : 

or  le  premier  membre  étant  divisible  par  X ou  par  x*  — mer 
+ -*  + si  l’on  désigne  par  N'  le  quotient  de  cette  divi- 
sion , on  aura 

N'  = S(A"  + B“x)  + SX  ( A*+B*x)+.... 

+ SX'-’  ( AO0  -f  B^)x)  -f  X<— *, 

équation  qui  servira  à évaluer  A*  et  B",  sous  l’hypothèse 
x = * + » y — î , et  ainsi  de  suite. 

Nous  n’entrons  pas  ici  dans  de  plus  grands  détails , parce 
que  le  calcul  différentiel  offre  des  méthodes  beaucoup  plus 
brièves  pour  résoudre  la  question,  comme  on  peut  le  voir  dans 
notre  Traité  cité  plus  haut. 


/ 
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CHAPITRE  XXV. 

• .‘j  i ' ''  » ’ . • - ’• 

,xm  . 

Des  suites  récurrentes. 

» •>  , 

141 . V/n  a vu  ( Ir”  sect.,  chap.  XX  ) qu’une  fraction  ra- 
tionnelle de  la  forme 

a -J-  bx  -+-  ex*  -f-  tir3  -f- -f-  px”1— * 

a -f-  b’x  c x%  + d'x3  -f- -f-q'xm  ’ 

engendrait  une  suite  dans  laquelle  le  coefficient  d’un  terme 
quelconque , à partir  du  dépendait  de  ceux.des  m termes 
précédens  , suivant  une  loi  constante  déterminée  par  le  déno- 
minateur de  la  fraction  développée..  Cette  relation  qui  existe 
toujours  entre  un  même  nombre  de  termes  consécutifs , a fait 
appeler  ces  suites  récurrentes , et  les  quantités 

q'  cT  cf_  V_ 

a' a'  * a ’ a" 

par  lesquelles  il  faut  multiplier  les  coefficiens  des  termes  qui 
précèdent  celui  que  l’on  cherche , portent  ensemble  le  nom 
d'échelle  de  relation. 

142.  On  a déjà  traité  [J  Irg  sect. , (XX)3  le  problème  suivant  : 
Étant  donnée  la  fraction  rationnelle , trouver  la  suite  qui 
provient  de  son  développement.  Il  reste  encore  , pour  terminer 
ce  que  nous  avons  à dire  sur  cette  matière , à résoudre  les  ques- 
tions suivantes  : 

i°.  Étant  données  la  suite  récurrente  et  l'échelle  de  rela- 
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tian  , trouver  la  fraction  rationnelle  génératrice  , et  la  somme 
d'un  nombre  quelconque  de  termes  d’une  telle  suite  ; 

3°.  Une  fraction  rationnelle  étant  t^^pée  , on  propose  de 
trouver  le  terme  général  de  la  série  récurrente  à laquelle  elle 
donne  lieu  ; 

3°.  Étant  donnée  une  série,  découvrir  si  elle  est  récurrente, 
et  assigner  la  fonction  génératrice  ; 

4°.  Le  terme  général  d’une  série  récurrente  étant  donné , 
trouver  la  fraction  génératrice. 

i #.  L’échelle  de  relation  étant  donnée  , le  dénominateur  de 
la  fraotion  génératrice  est  connu  ; il  n’y  a plus  , pour  résoudre 
la  première  question  , que  le  numérateur  à déterminer. 

. Soit  donc  donnée  la  série  récurrente 

A 4"  Bx  + Cx*  4-  Dx*  + Ex1  + etc. , 
ayant  pour  échelle  de  relation 

o',  -y,  + y,  — d : 

le  dénominateur  de  la  fraction  génératrice  sera 

î — clx  4"  b'x%  ex3  4-  cfx*. 

Posons  a + ir  + ex*  4-  dx3  pour  le  numérateur  : les  coefli- 
ciens  a,  b , c , d doivent  être  tels  que  la  proposée  résulte  du 
développement  de  la  fraction 

a 4-  bx  4"  ex*  4-  dx* 
î — a'x  4*  b'x%  — c'x3  4 -dix*' 

il  faudra  donc  que  l’identité 

a 4-  bx  4-  ex2  4-  dx3 

= (A4-Bx4-Cx#4"Dx34etc0  C1 — a'x-^-b'x* — c'x'-f-ff'x4) 
ait  lieu  quel  que  soit  x ; ce  qui  donne , en  développant  -et 
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comparant  les  coefficiens  des  mêmes  puissances  de  x, 

a = A, 
b = B — a X , 
c — C — a'B  “f-  b' A , 
d = D — a'C  + b'B  — c'A , 
etc. 

Donc  la  fraction  génératrice  demandée  sera 

A -f  (B-q'A)x-f  (C— a'B+yA)  j3-t-(P-a'C-f  6'B— c'A)  x3 
i — a'x-f-i'x* — c'x3-|-<fx4 

Il  est  facile  de  comprendre  maintenant  comment  on  trouve 
la  somme  d’une  suite  récurrente  continuée  jusqu’à  un  terme 
donné.  En  effet , supposons  qu’il  soit  question  de  trouver  la 
somme  de  la  série  proposée  jusqu’au  terme  Px*  inclusive- 
ment , et  faisons 

S = A + Bx  «f*  Cx*  -(-  etc -f-  Px*  : 

comme  la  somme  de  cette  série  prolongée  à l’infini  est  connue  , 
cherchons  celle  des  termes  qui  suivent  le  dernier  Px*  à l’infini , 
et  soit 

S'  = Qx"+1  + Rx*+*  -f  Tx*+3  ■+■  Ux-*-t  + etc.  ; 

cette  série , divisée  par  x*+l , donne  une  série  récurrente 
parfaitement  conforme  à la  première , dont  la  somme  sera 

y__Qx— .+(R-q/Q)xw-t-(T-n'R4-yQ)x*<^(U-a'T+é'R-c,Q)x»*<_ 
î — a'x-f-6'x* — c'x’-f-c fxt  ‘ 

donc  la  somme  cherchée 

s__A+(B-a'A)  x + (C— a'B-f-é'A)  j'+(D- o'C— b'B— c'A)  x3 
1 — a'x-\-b'x' — c x‘-H/ x4 

_ Qx"*'^.(R— «'Q)x**a+(T— a'R^-f>'Q)x",,'l-t-(U— o'T-eé'R— r'Q)"*^ 

1 — q'x+i'x*— c'x'-j-tf  x* 
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On  opérerait  de  la  même  manière  pour  trouver  la  fraction! 
génératrice,  dans  le  cas  où  l’échelle  de  relation  serait  com- 
posée d’un  plus  grand  nombre  de  termes. 

Soit , pour  exemple , la  série 

i -f-  8x  -f-  37.x*  -f-  "H  1 2^xf  + etc. , 

dont  l'échelle  de  relation  est 

4 > — 6 , + 4 » — 1 > 

ensorte  que 

a'  = 4 , if  = 6 , c' = 4,  d!  = 1 , 

A — 1 , B — 8 , C = 27  , D = 64, 

1 — 4X  ~h  — 4r3  -f-  x*  = ( 1 — x)4; 

on  trouvera 

a = 1 , 

b = 8 - 4 = 4 , 

I 

e = 27  — 3a  -f-  6 =1, 

d 64  • 08  -f"  48  — 4 ® » 

et  par  conséquent  , 1 -f-  4x  •+•  x1  pour  le  numérateur.  La 
fraction  rationnelle  génératrice  sera  donc 

1 +4x  + x* 1 -f-  4x  -4~  x* 

1 — 4x  + ^'r> — 4x!+  ar*  (1 — x)‘ 

Soit , pour  second  exemple  , la  série 

1 — 6x  + lax*  — 4&r3  4*  «aox4  — etc. 

dont  l’échelle  de  relation  est  — 1 -j-  6 -,  le  dénominateur  de  la 
fraction  sera  1 -J-  x — 6x*  ; on  trouvera  ensuite 

a = 1 , b — — 5 , - c — o ; 
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donc 

i — 5x 

r+a: — éx" 

représentera  la  fraction  dont  la  série  proposée  est  le  déve- 
loppement, et 

1 — 5x  + — 7ao.r8 

1 -f-  x — • 6x“ 

sera  la  somme  des  cinq  premiers  termes  de  cette  série. 

a°.  Occupons-nous  maintenant  de  la  recherche  du  terme 
général , et  considérons  d’abord  la  fraction  rationnelle  la 
plus  simple _ ' ' 

A 

i — rx’ 

la  série  résultante  de  son  développement , est 

A ( i + rx  -J-  r’x*  -f-  r^x’-f- -f-  r"x*), 

dont  le  terme  général  est  A r*x*.  On  appelle  ainsi  cette  ex- 
pression, parce  qu’en  y mettant  successivement  tous  les  nombres 
entiers  et  positifs  au  lieu  de  n , on  obtient  tous  les  termes  de 
la  série. 

Si  la  fraction  rationnelle  génératrice  avait  ponr  dénomma-? . 
teur  un  polynôme  d’un  degré  plus  élevé  que  le  premier , on 
la  décomposerait , d’après  ce  qui  a été  enseigné  dans  le  chapitre 
précédent , en  une  suite  de  fractions  simples  de  la  forme 

A A'  A* 

î — rx  * î — rix  ’ î — r"x  ’ CtC‘  * 

et  alors  il  serait  facile  d’obtenir  le  terme  général  de  la  série  ré- 
sultante du  développement  de  la  fraction  proposée  , parce 
que  ce  terme  général  serait  la  somme  des  termes  généraux 
des  séries  données  par  les  fractions  simples. 
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En  effet,  soient 

A (i  4-  rx  + r“x*  4-  Vx3  4- + r*x*  -f  etc.), 

A'  (1  + r'r  + /‘x"  -f-  i'3x>  4-  /"x*  4-  etc.), 

A"  (i  4-  r"x  + + r^x3  4- 4-  r*"x*  4-  etc.), 

A*  (i  4-  r*x  + r*‘x*  4-  r^x3  + 4-  r*»x*  4-  etc.) , 

etc. 

les  séries  récurrentes  qui  naissent  de  chacune  des  fraction» 
simples  , et 

A 4-  Bx  4-  Cx*  4-  Dx3  4- 4-  Rx*  4"  etc. 


le  développement  de  la  fraction  proposée  : comme  on  aurait  , 
par  hypothèse,  l’équation  identique 

a -f-  6x4"  ex’ 4*  dx?  4“ 4-p  r1"-* 

1 — a' x — b'x‘ — q’xm 


A 

A'  _L.  A’ 

i — rx  * î — /x  * î — r"x 

la  suivante 

A 4-  Ar 

x 4“ 4-  Ar* 

A'  4-  AV 

4-  AV" 

A'' 4-  AV 

4-  AV" 

etc.  etc. 

etc. 

— A + Br  4- 4-  Rx* 

+ etc.  , 
x"  4"  etc. 


aurait  lieu  aussi  ; ce  qui  donne 

R = Ar"  4~  AV"  -f-  AV*  4-  etc. 

Ainsi  cette  question  ramène  à la  décomposition  de  la  frac- 
tion rationnelle 


a 4-  Ax  4-  cx*  4~  <£r34*  • • • • 4-  pxm  1 
i — a x — b' x" — ex3 — . . ; . — q'x"‘  ’ 
en  une  suite  de  fractions  de  la  forme 


A' 

1 — i'x 


4- 


A"  . , 

5 f~  etc. 

î — r*x 


ce  qu’on  sait  faire  généralement  par  le  Chapitre  précédent. 
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Soient  les  fractions 

i — x 1 — x 

■ ■ gf  ■ — • 

î — x — ax*  1 — 5x-fr6x*  ’ 

on  trouvera  que  la  première  se  décompose  dans  les  deux 
suivantes , 

ft  1 

_I L.  —J— 

i -J-x  7 i — ax* 

et  la  seconde  dans  celles-ci  , 


H est  facile  maintenant  de  trouver  les  termes  généraux  des 
séries  que  donnent  les  fractions  précédentes.  Pour  la  première , 
on  fera  la  somme  des  termes  généraux  des  séries  données 
par  les  fractions 


et  on  trouvera 

es  c-  O- + *.»•  : 

les  signes  -f-  et  — ayant  respectivement  lieu  pour  n pair  et 
impair.  Faisant  successivement 

re  = o , = i,  =a,  = 3 , etc.,  i 
on  aura  la  série 

î -f-  ox  + ax*  -J-  ax3  + iox5-}-  aax*  + 4»x7  •+*  etc. 

I.e  terme  général  de  la  seconde  fraction,  sera 

a.3".x*  — a*.x"  = (a-S"  — a")  x"; 

et  posant  successivement  n = o , = i , — a , etc. , on  aura 
la  série 

î -f-  4x  + + 46X3  -f-  i46x*  + etc. 

Prenons  encore  pour  exemple  la  fraction 
t + ax 
i — x — x1  ' 

\ 

f 
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les  facteurs  du  déuomiuateur  étant 


lesquelles  donnent , pour  le  terme  général  de  la  série  pro- 
posée , 


d’où  l’on  déduirait  le  développement  en  série  de  la  proposée. 
3’.  Soit  la  série  donnée 


S = A -f  Bx  + Cx*  -f-  etc. , 

dans  laquelle  A,  B,  C,  etc.  sont  donnés  en  nombres  : ïl 
s’agit  de  reconnaître  si  les  nombres  A , B , C , etc.  forment 
une  série  récurrente. 

Nous  observerons  d’abord  que  si  l’échelle  de  relation  n’est 
composée  que  du  seul  terme  a',  on  a 

B = A a' , C = Bo' , D = Ca* , etc.  ; 

d’où  l’on  déduit 


Ainsi , lorsque  dans  toute  l’étendue  de  la  série  , chaque  coeffi- 
cient divisé  par  celui  du  ternie  précédent,  donne  le  même  quo- 
tient , la  série  est  récurrente. 
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a — + 8x*  — i6x3  + etc. 

satisfait  à cette  condition,  et  donne  pour  quotient  constant — a, 

ensorte  qu’elle  résulte  de  la  fraction  — - — . 

1 

Lorsque  les  quotiens  ne  sont  pas  égaux , l’échelle  de  re- 
lation contient  au  moins  deux  termes , a'  et  b' , et  ces  incon- 
nues doivent  satisfaire  aux  relations 


C=  Ba'-f-  Ai',  D = Ca'  + Bb' , E = Da'  + Ci',  etc.  ; 

les  deux  premières  équations  déterminent  les  valeurs  des  in- 
connues a'  et  b'  ; et  lorsqu’elles  satisfont  à toutes  les  autres 
équations  , la  série  est  récurrente , et  elle  résulte  de  la  fraction 


A+  (B  — An')  x 
1 — a'x  — b’ x? 


. En  observant  qu’alors 


a + bx 
— a'x  — i'x* 


= A -f-  Bx  -f-  Cx*  4-  etc. 


La  série 


i + r + 5x*-f-  i3x34  41x<4-  iaix5-}-  ÏSox®  4-  etc., 

donne 

5 = d 4-  V , i3  = 5</  -f-  i', 

ji  = i3a'  4*  5i',  tai  = 4i a'  4”  i3i'« 

etc.  etc. 

Les  deux  premières  équations  donnent 

a'  = a , i'  = 3, 

valeurs  qui  satisfont  aux  suivantes  ; d'où  ou  conclut  que  la 
série  est  récurrente. 

Mais  la  méthode  suivante  est  préférable , parce  qu’elle  con- 
duit au  but  d’une  manière  directe. 
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Soient  les  termes  donnés  et  connus  A,  B,  C,  D,  etc.  : 
on  en  formera  la  série 

A ■+•  Bar  -+■  Cx*  + Dx*  -f-  Ex*  -{-  etc. 

qu’on  supposera  = S , et*il  s’agira  de  chercher  si  elle  peut 
résulter  du  développement  d’une  fonction  rationnelle  quel- 
conque , où  la  plus  haute  puissance  de  x dans  le  numérateur , 
soit  moindre  que  dans  le  dénominateur. 

Supposons  d’abord  que  la  série  proposée  soit  le  dévelop- 

pement  de  , , ou  qu  on  ait 

r a + 

s = 7~+F2  ; d0DC  s = ~ = P + **• 

d’où  il  suit  que  si  l’on  divise  l’unité  par  le  polynôme  S , en 
ordonnant , dans  l’opération  , les  termes  suivant  les  puissances 
de  x , on  trouvera  nécessairement , dans  l’hypothèse  actuelle  , 
un  quotient  exact  composé  de  deux  termes  p -f-  qx. 

La  série 


2 — 4*  -f-  8x*  — tSx1  3ax*  — etc. 

est  de  cette  espèce  ; car  en  divisant  l’unité  par  cette  série  , 
on  a pour  quotient  j -J-  x ; donc 


d’où  S = 


i -f-ax’ 

Lorsque  la  division  de  l’unité  par  S , ne  se  fait  pas  sans  reste , 
la  série  proposée  n’est  pas  le  développement  de  g , et  il 


faut  rechercher  si  l’on  n’a  pas 
a -f-  bx 


S = — 


,,  . 1 a-4-b'x  4-  c'x* 

d ou  - — — 5 * 


a'+b'x  + c'x •*  S~  a + kx 

après  deux  divisions  partielles , on  obtiendra  un  quotient  p -f-  qx 
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avec  un  reste  de  la  forme  »x*  ; doue 

i , HX* 

-=p  + qx+,---, 

d’où  l’on  conclura  que  si  l’on  divise  l’unité  par  le  polynôme 
S,  et  qu’on  pousse  la  division  jusqu'à  ce  qu’on  ait  dan»  le 
quotient , deux  termes  tels  que  p + qx  , on  aura  un  reste  qui 
sera  nécessairement  divisible  par  x*,  et  qu’on  pourra  représenter 
par  S'x*,  S'  étant  une  nouvelle  série  de  la  forme 

T + T'x  + T"x*  + ’T'x3  + etc.  ; 

donc 

î S'x*  , «x* 

_ = p 4-  qx  4-  -j-  = P + 1*  + 


conséquemment , 

S[  _ « 

S a 4-  6x  * 


d’où 


<j4“6-ï' 


— P + q'x. 


Donc  si  l’on  divise  le  polynôme  S par  le  polynôme  S\  on  aura  , 
dans  l’hypothèse  actuelle , un  quotient  fini  de  deux  termes 
tels  que  p'  4-  q'x.  On  est  donc  conduit  à ces  deux  équations  , 

1 S'x*  S , , 

g = p 4-  qx  4-  -g-  , g = p+qx: 


de  la  première  on  déduit 
S = - 


p + qx  4 


S'x* 


et  en  remplaçant  par  sa  valeur  tirée  de  la  seconde,  on  trouvera 

U 

s 1 P 4-  g x 

_ , , **  (p4*q-c)(p'-t-q'-c)4-x** 

p + qx+ï+7ï 

fraction  génératrice.  On  peut  appliquer  cette  analyse  à la  série 

1 — 2x  4-  3r*  — Sx3  4-  9^5  — 4~  etc. 

et  rechercher  sa  fraction  génératrice. 
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Supposons  encore  que  )a  condition 

S , , , 

g7  = p + q'x 


ne  soit  pas  satisfaite  ; on  recherchera  si  la  série  proposée  a 
pour  somme 


a-\-bx  -f-cx*  _ , T a -)-  i'x-f-c'x1  -f  d'x3 

a-t-b’x+c  x1  ’ °nC  S a-\-bx-f-cxi 


qu’on  divise  le  numérateur  de  cette  fraction  par  son  déno- 
minateur , on  aura  , après  deux  divisions  partielles , un  quo- 
tient de  la  forme  p -{-  qx , et  un  reste  tel  que  « x*  4-  S'x’1  ; 
donc 


§ = P + + 


.'x'+Cx3 
a -f-  bx  4-  ex*" 


11  suit  de  là  que  si  l'on  divise  l’unité  par  le  polynôme  S , et 
que  l’on  continue  la  division  jusqu'à  ce  qu’on  ait  trouvé  deux 
termes  tels  que  p-f-çx , le  reste  sera  en  total  divisible  par  x*, 
et  pourra  être  représenté  par  S'x*,  S'  étant  encore  une  série 
de  la  forme 


y 4.  y'x  + V'x»  -f  W 4-  V"x<  4-  etc.  ; ' 


on  aura  donc 


£ = P -h  <7X  + 


= p + çx  + 


«V-J-CV 

a + bx- f-  ex** 


donc  ' 


S m'+Cx 

S (i  4**  bx-  + ex*  * 


et  de  là 


S a 4-  Jx  4-  ex* 

S7  « + S'x 


Or  en  divisant  le  numérateur  de  cette  fraction  par  le  déno- 
minateur, il  est  clair  qu’après  deux  divisions  partielles,  oa 
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S 

S' 


= p'  + q'x  4- 


«*x* 

S + Cxl 


donc  si  l’on  divise  le  polynôme  S par  le  polynôme  S',  et  qu’on 
pousse  la  division  jusqu’à  ce  qu’on  ait  au  quotient  deux  termes 
tels  que  p'+  q x , le  reste  sera  nécessairement  divisible  par  x’, 
et  pourra  être  représenté  par  S" xl , S"  étant  une  nouvelle  séria 
de  la  forme 


X + X'x  4-  X'x*  + X'x3  4-  etc.  : 

donc 

S , , , , S* r*  ...  . «"x* 

~ —P  +<?x  + “sT  —P  + 


S1 


d’où 


S'  «'  + Cx 


„ , ..  S'  u'  + Cx  „ , „ 

, et  de  la  ^ = p"  4-  q"x. 


Ainsi  , dans  l’hypothèse  présente  , en  divisant  le  polynôme  S' 
par  le  polynôme  S",  on  aura  un  quotient  fini  tel  quep"-f-  q"x. 
Au  moyen  des  équations 

i , S'x»  S ....  S'x*  . * 

-=p  + 9x  4-—,  ÿ = P + ^4-1r, 

= P"  4-  <?'■*•  , 

on  trouve 

<- (p’+q’x)  ( P" 4-  <?*j)4‘-a?* 

(p4-qx)(p'4-<7,x)(p"4-<7''x)4-[(p4-qx)4-(p"4-q"x)]xi  * 

fraction  génératrice  de  la  série  proposée. 

On  conclura  donc , en  général , que  pour  reconnaître  si 
la  série  proposée  S est  récurrente  , il  n’y  a qu’à  diviser 
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t unité  par  S , jusqu'à  ce  qu’on  ait  au  quotient  deux  fermer 
tels  que  p -f-  qx , et  dénotant  le  reste  par  S'x*,  on  divisera  S 
par  S'  jusqu’à  ce  que  l'on  ait  aussi  au  quotient  deux  termes 
tels  que  p'  -f-  q'x  ; dénotant  de  même  le  reste  par  S"x’,  on 
divisera  encore  S'  par  S",  jusqu'à  ce  qu’on  ait  au  quotient 
deux  termes  p"  -f-  q"x  , et  ainsi  de  suite.  Si  la  série  est  vé- 
ritablement récurrente,  I opération  se  terminera  nécessairement 
à la  n,Vm'  division  , ensorte  que  le  reste  Sl*)x*  sera  nul.  Autre- 
ment  l'opération  ira  à l'infini. 

On  demande  si  la  suite  des  nombres 

>»  3,  3,  3,  7,  5,  i5,  g,  3i , 17,  63  , 33  , 137,  65,  etc. 

dont  on  ignore  la  loi  , est  une  suite  récurrente. 

Ayant  formé  la  série 

S = 1 +’ax4-3x*4-3x34-7x<4*5xs4- 1 5xa-4-gx,+3 1 x8-f- 1 "jxfl 
4-63x'a-f-33x'  ‘-f- 1 a7x,,-j-65x'3-J-etc. , 

_ on  divisera  l’unité  par  S , ce  qui  donnera  le  quotient 
p fi-  qx  — 1 — ax , 

et  le  reste  r * fi-  3x3  — x44~  etc.  entièrement  divisible  par  x*. 
Cette  division  faite  , on  trouvera 

S'=  1 +3x — — Sx+fi-aix* — i3x®  + /fixr  — agx* 
+ g3xs — 6ixlo4~  i8xu,  etc., 

et  divisant  S par  S',  il  viendra  pour  quotient 
P'  + Ç'x  = 1 — x, 

et  pour  reste , 


7x*  — 7X3  -f*  aix4  4-  etc. , 
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lequel  étant  divisé  par  x*,  donnera  la  série 

S*  = 7 — 7X+21  x* — 2 1 x’-f-  49x* — 49x5  + 1 °5x6 — 1 o5x?. 

+ 2>7x* — 217x9,  etc.  : 


divisant  S'  par  S",  on  aura  le  quotient 


P “ + q"x  = 


avec  un  reste  nul  ; ce  qui  démontre  que  la  suite  proposée  est 
effectivement  récurrente.  Les  valeurs  numériques  de  p,  qt 
p' y q y p" y q substituées  dans  la  formule  générale  S , corres- 
pondante au  cas  de  trois  divisions , donnent  pour  fraction 
génératrice 

g 1 -f-  5x-f-  5x* 

1/4- x — 2X* — oxJ  ’ 


dont  l’échelle  de  relation  est  — i, , -|-a,  -f-3;  ensorte  que 
si  t , t",  t“  sont  quatre  termes  consécutifs  quelconques  de  la 

Série  proposée  , on  aura 

t"  — _ f 4.  at'  4.  af. 

Pour  trouver  l’expression  du  terme  général , on  prendra  les 
facteurs  du  dénominateur,  qui  sont 

I 

1-4-x,  î-f-xj/n,  1— x l/a , 


et  on  aura , d’après  le  chapitre  précédent , 

1 . 1 

1 — — — — 1 -4-  — — - 

s = — 1 _4_  aV^3  , 31/3 

1 + X 1 +x|/a  + 1 — x i/a  ’ 
d’où  l’on  déduira  le  terme  général 

[- . (-0- 
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On  trouverait  exactement  de  la  môme  manière , que  la  série 
des  nombres 

t > t > i > -*ï  7>  7*7*  12,  i3,  i3,  1 3 , 14,  i6,  etc. 

est  une  série  récurrente  ayant  pour  fraction  génératrice 

_ î — a j + a J* 

i — 3x  -f-  4x‘ — Sx'-f--*^  * 


d'où  résulte  l’échelle  de  relation  3,  — 4 > 3,  — I.  Le  déno- 
minateur se  résout  dans  les  facteurs  (î  — x)*,  î — x -f-  xa, 
dont  le  dernier  se  décompose  dans  les  deux  suivons , 


qui  reviennent  à 


w représentant  la  demi-circonférence  ; à ces  facteurs , on  peut 
substituer  les  suivans  ( chap.  XIX) , 


i 


ensorte  que  , ( chap.  XXIY  ) , la  fraction  génératrice  pourra 
être  décomposée  dans  les  quatre  suivantes  : 


B 

O— x)‘ 


+ 


et  l'on  trouvera  d'abord 

B = i,  B = — i -, 
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puis , en  posant  - r=  *•',  on  obtiendra , après  quelques  réduc- 
tiens 


T^-1 


A = 


A' = 


/.  > 

jr 

a coa  ^ 
o 


On  aura  donc  pour  terme  général 

LB'-f(m-fi)B+Ae3  +A'e  3 Jx", 
qui , par  la  substitution  des  valeurs  de  A,  A',  B , B',  devient 

/»'  mx  y 

\t  + t) 


m + 


7/ 

COâ  3 _J 


x*". 


Des  équations  trouvées  précédemment 

T = p + qx  + — „ 

S , , , , S"x* 

■g/-  = P -r  <fx  -r  -ar-  ». 

S'  ....  S'x3 

— — p + q x 4 gi»~  » 

S"  , . „ . S’\r* 

g»  = p 4-  q x 4-  — g«—  » 


SC--») 

SÔ 


= pC*->  + q<~>  x , 


-"V, 
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on  déduit 


sc-o  _ a 

, St"-*)  pi»-  0 ç(«-0  x * 

donc 


p+q*  -1 — p 

p'+q'x-f- —T 

^ + ^.-  + - 

t . T‘ 

^ pO-*}  4.  q(."~Ox 

Ainsi  pour  repasser  à la  fraction  génératrice  , il  n’y  aurait 
plus  qu’à  réduire  cette  fraction  continue  en  fraction  ordinaire. 
Voyez  , pour  de  plus  amples  détails  , un  mémoire  de  Lagrange 
intitulé  : Recherches  sur  la  manière  de  former  des  tables  des 
planètes , d'après  les  seules  observations.  (Vol.  1772  de  l’Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris,  lrt  partie.) 

4°‘  Les  développemens  en  séries  des  fractions 


(1—  rxy  » 


(1 — rxf  * (1 — rxy 


etc. 
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'S  = 

fL~ 

s 


y » 

p + qx  -f  -g-  æ* 


s* 

S' 


s*  * 

P + qx  +•-=-,  x* 


p"+q“*+ 
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donnent  pour  termes  généraux 


019 


(n+  1)  (n-f-a)(»r-H5) 


a. 3 


r"x*  , etc. , 


donc  la  somme  de  la  suite  qui  aura  pour  terme  général 

+ („+,)  K,  + ("+Q(»+a)(»+g)K, 


• (n+0(n+2)  (n+3) (n+/* — i)K  ,, 

5 ; r }r*x» 

*-2.3 (fl  — 1)  J 


sera  égale  à 


K K.  , K.  , 

1 — rxV  fi  — rxY  '+‘ 


K 


(1  —rxY  ‘ 


1 — rx  (1  — rx)*  1 (1  — rxy 
c'est-à-dire,  à la  fraction  simple 

K(i— rxV'-’+K.O— «y^,+R,(.— rx)T“3+. . .+K_,^ 


(1  —rxy 


D’où  il  suit  que  si  l’on  a une  série  dont  le  terme  général  soit 
représenté  par  la  formule 


(K+K'n  + KV+KV+ -f  r"x“, 


il  n’y  aura  qu’à  déterminer  les  coefliciens  K,,  K,,  Kj....K//_l , 
de  manière  qu’on  ait  l’équation  identique 


K+IVn+KV-fkVf+ 


K,+  (n+  Rj. 

1 • 2 2 -J 


(n-f  1)  (n+n)  (n+3) ("+/*— 1)  K 


1.2.5 ( t * — 1) 
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Qu’on  suppose  , à cet  effet , • 


K + K're  -+-  KV+  KV  + -f  K V1-»  =*  S , 

et  qu’on  dénote  par  S',  S ",  S",  etc.  les  valeurs  de  S , correspon- 
dantes k n — — i , = — 2,=  — 3,  etc,  on  aura,  d’après 
l'identité  précédente , 

S'  =K  ) (K  s=  S' 

S"  =K — K,  I )k.,=  S' — S" 

S*  — K— aK,4-K,  ( d0U  )Ra=S'— aS"+S* 

S"=K— 3K.-+-3K,— K3  J Ik3=  S'— 3S"+3S'— S1* 

etc.  etc. : 

substituant  ces  valeurs  dans  la  fraction  ci-dessus , on  aura  la 
fraction  génératrice  cherchée  dont  l’échelle  de  relation  sera 

>)_,  /“(/“—>)  (/“—a)  j J* 

ftr  , '“•»  5 i,  etc. ....rtr  . 

a 1.2.3  ’ 

Enfin , il  est  clair  que  si  la  suite  proposée  est  composée  de 
plusieurs  suites  de  la  forme  précédente  , il  n'y  aura  qu’à 
ajouter  ensemble  les  fractions  qui  expriment  la  somme  do 
chacune  de  ces  suites , et  l’on  aura  une  fraction  unique  égale 
à la  sérié  proposée  , et  dont  le  dénominateur  sera  de  la  forme 

( î — rx/1  ( 1 — px)* De  sorte  que  cette  série  aura 

pour  échelle  les  coeIRciens,  pris  négativement,  des  puissances 
x , x*,  x3,  etc.  du  polynôme  qui  résultera  du  développement 
de  la  formule  ( i — rx/1  ( î — px)1 . . ... . 

La  solution  de  cette  question  peut  être  énonçée  dans  ces. 
termes. 

Soit  n le  nombre  des  termes  qui  précèdent  le  terme  général 
donné  T„+I  ; ce  ternie  sera  une  fonction  connue  de  n que 
nous  désignerons  par  ç>  (n)  : la  fraction  génératrice  inconnue 
N 

~ contiendra  au  numérateur  les  indéterminées  A,B^jC,  ctç. 
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avec  x,  et  son  ternie  général  T,+I  sera  une  fonction  connue 
de  n , A , B , C , etc?  que  nous  désignerons  par/- (n,  A,  B,  C,  etc.). 
Posant  donc  l'équation  identique 

• ? (»)=/(«.  A,  B,  C,  etc.)  , 

on  en  déduira  les  valeurs  de  A , B , C , etc.  qu’il  faudra  re- 

N 

porter  dans  la  fonction  génératrice  g. 

Eclaircissons  ce  qui  précède  par  un  exemple.  Le  terme  gé- 
néral d’une  série  étant 


<f  (n)  = ( a -f-  bn  -f*  en ’ -f- -J-  W*"*’  ) x"  , 

la  série  est  récurrente  , et  la  fonction  génératrice  est  de  la 
forme 

A-f-Bx  + r-»  jav-»-» 

O— ’ 

car  on  a observé  précédemment  que  les  termes  généraux  qui  ré- 
pondent aux  fractions 


î— x’  (î  — x)*1 
sont  de  la  forme 


A -f-  Bx  A + Bx  -f-  Cx* 

Cl-- K y 


, etc.  , 


axm,  ( a-i~bn)xm , ( a -f-  bn  -f-  en'  ) x”,  etc. 

Ainsi , par  exemple , le  terme  général  étant 

Vf  |.  ...  ...  s-  ...  - ,•  I * ... 

( i -}-  n 3 n‘  ) x ”, 

la  fraction  génératrice  sera  ^ , et  elle  aura  pour 


terme  général  (4°), 


(i— x)3 


[ 


A 0 4-0  ( n -f  a) 
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c’est-à-dire , 

A + U(3À-M  — C)n  + i(A+B  + C)u*]x'; 

égalant  les  coefficiens  de  x",  et  ensuite  ceux  des  puissance* 
de  n,  on  a ces  déterminations 

A = 1 , B = 2 , C = 3 : 

la  fraction  cherchée  est  donc 

î 4 3x* 

(‘-x)J  • 

Nous  observerons  enfin  qu’on  peut  augmenter  à volonté  le 
nombre  des  termes  de  l’échelle  de  relation  d'une  série  ré- 
currente, mais  qu’on  ne  peut  le  diminuer,  à moins  que  la 
fraction  rationnelle  génératrice  ne  soit  pas  réduite  à sa  plus 
simple  expression. 

En  effet,  soit  la  fraction  génératrice 
a -f-  bx 

î — a x — b'  xx  ’ 

la  série  récurrente  qui  lui  répond  , aura  a'  -f  h'  pour  échelle 
de  relation  , échelle  double  : qu’on  multiplie  le  haut  et  le  bas 
de  la  fraction  par  î -|-  *x , la  fraction  résultante  sera 

a -f-  ( b -(-  am  ) x -f-  bct'x* 

1 — . ( a'  _ „')  x _ ( b'  + aV  ) x — «m'a*  » 

fraction  qui  donnera  lieu  à une  série  récurrente  à échelle 
triple  : on  pourrait  passer  à une  échelle  quadruple,  quin- 
tuple , etc. , et  réciproquement;  mais  la  réduction  de  l’échelle 
de  relation  n’est  possible  qu’autant  qu’il  existe  entre  les  deux 
termes  de  la  fraction  génératrice , un  commun  diviseur  fonc- 
tion de  la  lettre  x suivait  laquelle  la  série  récurrente  est 
, ordonnée. 

La  solution  du  problème  suivant  offrira  l’application  des 
principes  exposés  dans  ce  chapitre  et  dans  le  précédent. 
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Problème.  Deux  vases  A et  B dont  les  capacités  sont  res- 
pectivement a et  b , sont  remplis  Z1  un  et  F autre  d'un  mélange 
d'eau  et  de  vin  dont  la  proportion  est  connue  pour  chaque 
vase  : on  a deux  mesures  égales  dont  la  contenance  est  c . 

* . O 

et  qu'on  remplit  de  la  liqueur  de  chacun  des  vases  , après 
quoi  on  verse  dans  chaque  vase  la  liqueur  tirée  de  F autre  : 
ayant  réitéré  la  meme  opération  n fois  successivement  , 
on  demande  quelle  sera  alors  la  proportion  de  reau  et  du 
vin  dans  chaque  vase  ? 

• 

Soient  X , X',  X"  les  quantités  d’eau  qui  restent  dans  le 
vase  A,  après  n,  n -f-  t , n- f- a opérions  consécutives  quel- 
conques ; et  Y,  Y',  Y"  les  quantités  d’eau  correspondantes 
qui  se  trouvent  dans  le  vase  B.  Dans  l’opération  qui  fait 
passer  la  quantité  d’eau  dans  le  vase  A .de  X à X',  on  extrait 

de  A une  quantité  d’eau  exprimée  par  - X , et  on  la  rem- 
place par  une  quantité  d’eau  tirée  du  vase  B et  exprimée 
c 

par  ^ Y ; ensorte  que  la  quantité  d’eau  dans  le  vase  A , après 
cette  opération  , est 

X'  = X--X  + ïYi 
a b 

on  trouverait  pareillement 

X*  = X'  — - X'  -)-  ï Y'  : 
a b 

on  a d’ailleurs 

X -f-  Y = X'  + Y'  ; 

éliminant  donc  Y et  Y'  entre  ces  trois  équations , il  viendra 


partant,  les  qiantités  d’eau  successives  contenues  dans  le  pre- 
mier vase,  forment  une  suite  récurrente  dont  l’échelle  de  re- 
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Cette  suite  récurrente  provient  donc  du  développement  d’une 
fraction  dont  le  dénominateur  est 


c'est-à-dire., 

ou  bien  encore  elle  résulte  du  développement  de  la  somme 
de  deux  fractions  de  la  forme 


M N 


M et  N étant  des  constantes  : or  les  termes  généraux  de  ces 
fractions  étant,  d’après  ce  qu’on  a vu  précédemment, 

N(‘-î-ï)v- 

' • 

le  terme  général  du  développement  de  la  fraction  génératrice, 
sera 

x = m + h(.-!-0\ 

Il  s’agit  actuellement  de  déterminer  M et  N d’après  l’état 
initial  du  mélange  dans  les  deux  vases.  Soient , à cet  effet , 
«et  ? les  quantités  d’eau  qui  se  trouvaient  respectivement 
dans  les  deux  vases  A et  B avant  la  première  opération  : 
après  cette  première  opération , il  se  trouvera  dans  le  vase  A 
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une  quantité  d’eau  exprimée  par 


* 


C 

a 


« 


+ ZC’ 


5a  5 


relation  qui  doit  être  la  même  en  effet  que  celle  qui  a lieu 
entre  X',  X et  Y : ainsi  il  faut  qu'en  faisant  successive- 
ment 


n = o ! f X = * 

, f on  ait  W c i c <• 

n = i J [ X — • “ ô - 

ce  qui  donne 

r « = M + N, 

„-£.+ÎC  = M + n(,-£-J); 

4 

» 9 

d’où  l’on  tire 


Msa.lt?,  N = - «a 


et  partant , 


'a  + b* 


«4-  C . *b  — Sa  / c c V* 

a" a b ^ a + b \ a b ) 


a-j-b  * 


On  pourra  donc  déterminer  le  moment  où  les  quantités  d’eau 
contenues  dans  les  deux  vases  , seront  entr’elles  dans  un  rap- 
port donné , ou  celui  auquel  la  quantité  d'eau  contenue  dan* 
l'un  des  vases,  sera  égale  à une  quantité  donnée.  Si,  dans 
l’état  initial  du  mélange , les  quantités  d’eau  contenues  dans 
les  deux  vases , sont  respectivement  proportionnelles  aux  ca- 
pacités de  ces  vases  , c’est-à-dire , si 


* ",  S 

on  aura 


a : b , d’où  *b 


X=z 


* - f-  £ 
a-ï+b  = 


« 
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à cause  de  X = * pour  n — o.  Ainsi , dans  ce  cas  particu- 
lier , quelque  multipliées  que  soient  les  opérations , l’état  des 
deux  mélanges  est  invariable. 

Soient  ô les  quantités  de  vin  que  renferment  les  deux 
vases  avant  la  première  opération  , x et  y les  quantités  de 
vin  respectivement  contenues  dans  les  deux  vases  après  la 
niim'  opération  : on  aura  ces  quatre  formules, 


"V  * + ff  . 

*b  — Ca  / 

f c 

c\m 

X =a.——r  + 
. a -f-  b 

a -f-  b ' 

\ a 

b)> 

,'b—Ca  , 

f . c 

c\" 

x =a.  — —t  + 
a b 

u b 1 

(/-«- 

b)> 

*b  — Ca 

f , c 

c\* 

Y = b.— —s  — 

a-f-  b 

a b 1 

\ < a 

b)’ 

- h 

*'b+Ça  , 

(•  c 

c\" 

J ' a-\-b 

a+b  1 

V~a- 

b)  • 

en  observant  que 

X+J=«+.=a|X+Y=«+C 
Y + y = C + C = b | ï + ^s'+f. 


Or  ^ et  ~ étant  deux  fractions  positives , nécessairement  la 
somme  - + g est  toujours  comprise  entre  o et  a , et  par  con- 

C c • 

séquent  1 ^ est  toujours  fractionnaire  et  compris  entre 

+ i et  — t . Donc  les  valeurs  de  X , x , Y , y tendent  cons- 
tamment à se  réduire  à leurs  premiers  termes , à mesure  que 
n devient  plus  grand , et  elles  y tendent  de  manière  à ce  que 
X et  ï restent  toujours  au-dessus  , et  qu’au  contraire  Y et 

. . ...  c c cb 

y restent  toujours  au-dessous,  si  l on  a - +•  - < 1 ,ou  c < 'a  • 

tandis  qu’au  contraire  X et  x , Y et  y se  trouvent  alterna- 


ALGÉBRIQUE.  5 if 

tivement  au-dessus  ou  au  - dessous  de  cette  limite , pour 
^ ab 


Si  l’on  avait  exactement 


c 


ab 

7+b  * 


d’où 


les  valeurs  de  X,  x,  Y,  y atteindraient  leurs  limites  respec- 
tives à la  première  opération , de  manière  que  les  opérations 
subséquentes  n’y  changeraient  rien , et  qu’alors  le  mélange  se 
trouverait  homogène  dans  les  deux  vases , puisqu’on  a 


X Y 

x «'-f-  ?'  y' 


Ainsi  en  prenant  la  mesure  c — 


ab 


, on  sera  assuré,  sans 


a ■(■  b 

même  connaître  l’état  initial  du  mélange  dans  chacun  des 
vases,  que  ce  mélange  est  exactement  le  même  dans  l’un  et 
dans  l’autre  après  une  seule  opération  , et  de  plus  il  est  aisé 
de  voir  que  la  chose  aurait  également  lieu  , lors  même  que 
les  liquides  mêlés  dans  chaque  vase , seraient  au  nombre  de 
plus  de  deux. 


r 
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CHAPITRE  XXVI. 


Transformation  des  fractions. 


)43.  Il  ODS  avons  cru  qu’on  ne  serait  pas  fâché  de  trouver 
ici  un  extrait  d’un  mémoire  sur  cette  question,  du  célèbre 
Lagrange,  et  consigné  dans  le  cinquième  cahier  du  Journal 
de  F École  Polytechnique. 


B 


Soit  une  fraction  — qu'on  suppose  moindre  que  l'unité , et 


réduite  à sa  plus  simple  expression , ensorte  que  les  nombres 
A et  B soient  premiers  entr’eux.  Si  l’on  demandait  de  trans- 
former cette  fraction  en  une  autre  dont  le  numérateur  ou  le 
dénominateur  fût  donné  , il  est  clair  que  cela  ne  serait  possible 
à la  rigueur  , qu’autant  que  le  nouveau  numérateur  ou  dé- 
nominateur serait  un  multiple  du  numérateur  ou  du  dénomi- 
nateur donné  ; mais  si  l’on  veut  se  contenter  d'une  approxi- 
mation , le  problème  est  toujours  résoluble , et  il  s’agit  de 
déterminer  la  nouvelle  fraction  , de  manière  qu’elle  approche 
le  plus  qu’il  est  possible  de  la  fraction  donnée. 


Ainsi  en  désignant  par  — cette  nouvelle  fraction  , dan* 

laquelle  nous  supposerons  que  le  dénominateur  a soit  donné , 
le  problème  consistera  à déterminer  m , ensorte  <ÿie  la  diffé- 
rence entre  les  deux  fractions  2.  et  soit  la  plus  petite  pos- 
sible : or  cette  différence  est  — — : il  s’agira  donc  de 
déterminer  m d'après  la  condition  que  le  nombre  Ba — Am 


i 
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devienne  le  plus  petit  possible  , puisqu’alors  la  différence  sera 
la  plus  petite  pour  le  même  dénominateur  a.  11  est  visible 
qu’il  n’y  aura  qu’à  prendre  pour  m le  quotient  en  nombre 
entier,  de  Ba  par^  A : alors  désignant  le  reste  de  la  division 
par  II , on  aura 

Ber  — Am  R 
6t  = 


Ba  — Am  — R 


Aa 


R 


4 où  R est  < A , ensorte  que  est  une  différence  plus  pe- 
tite qu’elle  ne  le  serait  pour  tout  autre  nombre  m , à moins 

,•  . Ba  . , . m B . , 

quon  ait  m=  —• , d ou  on  conclurait  — = — ce  qui  nau- 
* A a A ^ 

S t 

rait  lieu  qu’autant  que  a serait  un  multiple  de  A,  hypothèse 
qui  n’est  pas  celle  que  nous  faisons. 


Mais  on  doit  observer  ici  que  le  reste  d’une  division  peut 
être  positif  ou  négatif,  suivant  qu’on  prendra  pour  quotient 
le  nombre  qui , multiplié  par  le  diviseur  , donnera  un  produit 
immédiatement  moindre  ou  plus  grand  que  le  dividende.  Dans 
l’arithmétique  , on  fait  toujours  la  division  de  manière  que 
les  restes  soient  positifs  ?■  mais  dans  la  théorie  générale  des 
nombres  , on  peut  employer  des  restes  positifs  ou  négatifs  ; 
et  011  peut  même  , par  ce  moyen , faire  ensorte  que  le  reste 
soit  toujours  moindre  que  la  moitié  du  diviseur  ; car-  il  est 
évident  rque  si  le  reste  est  plus  grand  que  cette  moitié  ; en 
augmentant  ce  quotient  d’une  unité , il  faudra  retrancher  le 
diviseur  du 'reste  , ce  qui  donnera  un  reste  négatif  et  moindre 
que  la  moitié  du  diviseur. 

Or  on  peut,  pour  plus  de  simplicité  , appeler  division  en 
dedans , celle  pour  laquelle  le  reste  est  positif,  et  division  en 
dehors , celle  qui  donne  -un  reste  négatif;  parce  qu’en  effet  , 
dans  la  première,  le  produit  du  quotient  par  le  diviseur  tombe 
en  dedans  du  dividende  , et  que,  dans  la  seconde  , il  tombe 
en  dehors. 

Soit  donc 

B a — Am  = C. . . . (1°)  , 

34 
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où  ±:  C représente  le  reste  de  la  division  de  Ba  par  À,  et  m 
le  quotient;  on  aura 


B m C 

Â = a~Âi W: 


rv 


on  pourra  donc  traiter  de  la  même  manière  la  fraction  — , 

A 

dans  laquelle  C est  toujours  nécessairement  moindre  que  A , 

^ « 

et  la  réduire  à une  autre  fraction  connue  -r  dont  le  dénomi- 


nateur b soit  encore  donné  , et  qui  approche  le  plus  qu’il 
est  possible  , de  la  même  fraction.  On  fera  ainsi 


Cb  — An  ==  ± D (a0), 

, . y 

où  ± D sera  le  reste  de  la  division  de  Ci  par  A , et  n le 
quotient.  On  aura  de  cette  manière,  • 


On  pourra,  si  l’on  veut , continuer  de  même , en  faisant 
De  — Ap  = ±.  E....(3°), 

et  l’on  aura 


et  ainsi  de  suite. 


144.  Nous  remarquerons  ici  que  le  nombre  B étant  < A , 
par  l’hypothèse , les  nombres  suivans  C , D , etc.  seront  au>si 
moindres  que  A , puisqu’ils  sont  les  restes  des  divisions  de  Ba , 
Ct , etc.  par  A : d’où  il  résulte  que  les  numérateurs  m ,n  ,p,  etc. 
ne  pourront  jamais  être  plus  grands  que  leurs  dénominateurs 
respectifs  a , b , c , etc. 

Car  en  considérant  l’équation  * 

Ba  — Am  = :fc  C , 
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si  Ba  est  > Am , on  aura 

Ba  — Am  = C;  donc  Am  — B a — C •<  Ba; 

mais  A étant  > B , le  nombre  m sera  nécessairement  a. 
Dans  le  cas  contraire  de  Ba  Am , on  aura 

Ba  — Am  = — C ; 

donc 

Am  Ba  -f-  G et  A ( m •—  1 ) “ Ba  -f-  C — A ; 
mais  de  ce  que  A > C , il  suit  que  C — A < o ; donc 
A ( m — 1 ) < Ba  ; 

et  comme  B est  < A , m — 1 sera  nécessairement  < a ; 
conséquemment , 

a + ï. 

On  démontrera  de  la  même  manière  par  l'équation 
Ci  — An  = rfc  D , 
que  Ton  aura,  dans  tous  les  cas  , 

$n<i+i, 

et  ainsi  de  suite. 

Lorsqu’on  détermine  les  numérateurs  m,  n , etc. , de  manière 
que  les  restes  des  divisions  de  Ba  , Ci , etc?,  par  A , soient 
positifs,  alors  on  déduit  de  la  démonstration  précédente, 

m < a,  n < i , p < c , etc. 

C 

Si  l’on  substitue  successivement  cette  suite  de  valeurs  — , 

A 

— , etc.  tirées  des  équations  (a),  (3),  etc.  dans  (i) , on 
aura  cette  suite  de  transformées 

B m C m n D m n p E 

A a A a a ab  Aab  a ab  cbc  Aube" 

etc. 

34.. 
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i45.  Faisons  une  application  à la  fraction  — ^ , et  pre-' 
nons  tous  les  quotiens  en  dessous  : on  a , pour  a — a , 
m — 1 et  C = 671  , 
ensorte  que  d’après  (t). 


887  1 

4-  . 

. » 

1 io3  a 

pour  b — 3 , on 

a 

n = 1 , 

D = gio. 

et  d’après  (2) , 

671  1 

-1  . 3,Q  . 

1 1 o3  3 

1 3,iio3  * 

donc 

V 

887  1 , 1 , 910 

no3  2 ■ a.3. 1 io3  * 


pour  c = 4 , on  trouve 

887 1 , 1 3 . 35 1 

no3  2 a.3  3.3.4  2.3.4. 1 103  ’ 

pour  d = 5 , on  a 

887  1 .1,5  1 . 55a 

no3  2 2.3  2.3.4  2. 3. 4-5  2. 3. 4. 5. 1 io3* 

En  prenant  pour  e , f,  etc.  la  suite  des  nombres  naturels  6 
7 , -etc. , on  est  conduit  à 

887  1.1,3,  1,3,1, 

™ = - H 5 H 5—:  -f f H c 1 r etc. 

no3  i 3 2.3  3.3.4  a. ..5  2..  .6  2. ..g 

Ensorte  que  les  fractions  approchées  en  moins , sous  les  déno«, 
minateurs  2,  2.3,  2.3-4,  etc.,  sont 

1 4 ig  . 96  579  3qf8i7 

a’  6’  2.3.4*  2.3.45*  a 6»  a. ...g’  etC’ 
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En  prenant  a = a et  faisant  la  division  en  dessus  , on  trouve 

3.887  ■ 43a  ,,  . 887  43a  , 

uo3  no3  no3  a.no3 

Soit  b = 3 : en  faisant  la  division  en  dessous , on  a 

3.43a  . ia3  ,,  , 43a  1 iq3 

i.to3  1 no3  ’ °u  no3  3 377703  ’ 

X , 

et  conséquemment  , 

887  __  j 1 193  : 

no3  a.3  2.3.iio3* 

*«  “ • * ' , 

/ 

Pour  c = 4 > nous  ferons  la  division  en  dessus , ce  qui 
donnera 

4-  iq3 33i  ,,  , 193  ‘1  33i 

no3  1 uo3  * °U  . no3  4 41103* 

et  conséquemment , ^ 

887  1 _ 1 _i_  33 1 

uo3  1 a.3  a. 3. 4 1 .2.3.4. 1 io3" 

Pour  d = 5 , on  obtient 

> _ 

887  _ ^ 1 1 1 55 1 

no3  1 à. 3 2.3.4  2. 3. 4. 5 2.3.4.5.xio3' 

* . . 

En  continuant  de  cette  manière , on  est  conduit  au  déve- 
loppement 


887 1 1 | a 3 | j 

1100  2.3  2.3.4  ' 2...51  2 ...  8 ' 2 ...  9 


, etc. 


La  somme  des  trois  premières  fractions , donne  — , ainsi 

24  » 

qu’on  l'a  trouvée  précédemment  ; ajoutant  la  quatrième  , on  * 
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au  '‘eu  de  — prenant  encore  la  cinquième,  oa 

* g • •*  * 

obtient  -~-?r  g* 

a. 3. 4. 5. 6 

On  remarquera  donc , ^ l’égard  des  signes  successifs  de» 
séries,  que  celui  du  second  terme  est  le  même  que  celui  du 
premier  reste  •,  que  celui  du  troisième  doit  être  le  produit 
de  ceux  des  deux  premiers  restes  ; que  celui  du  quatrième 
est  le  produit  de  ceux  des  trois  premiers  restes , et  ainsi  do 
suite. 


146.  Si  les  .dénominateurs  donnés  sont  tous  égaux  entr'eux,, 
alors  la  série  prend  cette  forme  plus  simple. 


n , p . 

^ — etc. , 

/T*  /TJ 


t. 


et  if  est  facile  de  voir  que-si  l’on  fait  a = 10  , et  qu’on  prenne 
tous  les  restes  positifs,  c’est-à-dire,  qu’on  fasse  toutes  les 
divisions  en  dedans , comme  on  le  pratique  dans  l’arithmé- 
tique , on  aura  la  réduction  connue  de  la  fraction  ^ en  déci- 

males  ^ où  les  numérateurs  m , n , p , etc.  sont  les  caractères 
successifs  de  la  fraction.  En  effet,  m sera  le  quotient  de  la 
division  de  aB  ou  de  icB  par  A,  et  C le  reste;  n le  quotient 
de  la  division  de  aC  ou  de  10C  par  A , et  D le  reste,  et 
ainsi  de  suite , ce  qui  revient  à l’opération  connue  de  la  division 
par  décimales.* 

On  remarquera  maintenant  que  tous  les  dénominateurs  étant 
égaux  , les  numérateurs  m , n , p , etc.  doivent  nécessairement 
revenir  les  mêmes  et  former  une  série  périodique  ; car  les  reste» 
C,  D,  E,  etc.  étant  tous  moindres  que  le  diviseur  A,  il  devra 
arriver  que , dans  la  suite  des  opérations  , un  des  restes  soit 
’*'*tépeté.  Supposons  , par  exemple  , que  le  reste  E soit  égal  au 
este  C : comme  n est  le  quotient , et  D le  reste  de  la  divi—  < 
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sion  de  Cb  par  A ; que  de  même  q est  le  quotient , et  F le 
reste  de  la  division  de  E d par  A,  à cause  de  a = b — t=  etc. , on 
aura  q = n et  F = D;  et  par  la  même  raison  , r==p , G=E , 
et  ainsi  de  suite  ; de  sorte  que  les  quotiens  n , p , etc.  re- 
viendront toujours  à l’infini  , et  formeront  une  suite  pério- 
dique de  deux  termes.  C’est  ce  qui  a lieu,  comme  on  sait , 
dans  l’atithmétique  ordinaire  , lorsqu’on  réduit  une  fraction 
quelconque  en  décimales. 

* De  là  on  peut  conclure  réciproquement  que  si  l'on  a une 

séné  numérique  quelconque  de  la  forme 

■t  * 


— ± etc. 
a‘ 


m 

laquelle  aille  à l’infini  , sans  que  les  numérateurs  m , n , 
p , etc.  qui  doivent  tous  être  < a -f-  i , forment  une  suite 
périodique , cette  série  ne  pourra  jamais  représenter  une  frac- 
tion rationnelle.  • 


i47-  Considérons  maintenant  plus  particulièrement  le  cas 
où  les  numérateurs  m , n , etc.  sont  donnés , et  supposons  que 
ces  numérateurs  soient  tous  égaux  à l’unité,  ce  qui  rend  la 
forme'  de  la  série  la  plus  simple  et  la  plus  convergente. 

Dans  ce  cas,  les  équations  (i* .)  , (a“.) , (3°.),  etc.  devien- 
dront ' ' 

lia — Ar=z±C. , Cb — A =:  rt  D , De— A = rtE,  etc. 

Ainsi  l’on  prendra  pour  a le  quotient  de  la  division  de  A 
par  B,  pour  b le  quotient  de  la  division  de  A par  le  reste  U; 
pour  c le  quotient  de  la  division  de  A par  le  reste  D , et  ainsi 
de  suite.  De  sorte  que , dans  ces  opérations  , on  comparera 
successivement  tous  les  restes  au  même  dividende  A , ce  qui 
rendra  la  suite  des  restes  décroissante  , et  eelle  des  quotien* 
a,  b , c , croissante  , jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à un  reste 
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nul , ce  qui  terminera  l'opération  et  la  série.  On  aura  alors, 
pour  le  développement  de  la  fraction  , 


B 

A 


- ± ± 1 ± etc. 

a ait  abc 


Si  l’on  fait  toutes  les  divisions  en  dedans , comme  à l'ordinaire , 
les  restes  C , D , etc.  auront  le  signe  négatif,  et  par  conséquent 
les  signes  de  la  série  seront  alternativement  positifs  et  négatifs. 
En  effet  B , C , D , etc.  étant  < A , on  a 

• • 

B _ i C 

A a a A ' 

C _ i JD  , 

A b bA‘ 

D ^ _E 
A c cA  * 


où  chacun  des  restes  C , D , E , etc.  ejt  négatif , et  le* 
substitutions  successives  donneront 

1 B _ i î D * 

A*  a ab  abA  ’ 

P £ i , i E 

A a a b abc  abc  A 
etc. 

On  remarque  qne  le  signe  du  second  terme  est  le  même  qne 
celai  du  premier  reste  ; que  le  signe  du  troisième  terme  doit 
être  le  produit  de  ceux  des  deux  premiers  restes  ; que  le  signe 
du  quatrième  doit  être  le  produit  de  ceux  des  trois  premiers 
restes  , et  ainsi  de  suite.  Pour  que  la  série  n’ait  que  des  termes 
positifs  , il  faudra  que  les  divisions  successives  soient  toute* 
eu  dehors. 
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• An  (reste  , si  l’on  veulaitUvoir  la  série  la  plus  convergente  , 
il  faudrait  faire  chaque  division  en  dedans  ou  en  dehors,  suivant 
quelle  donnera  le  reste  le  plus  petit. 


148.  Comme  cette  manière  de  convertir  une  fraction  en  série 
est  peu  connue  , et  peut  être  utile  dans  beaucoup  de  cas,  nom 
l’éclaircirons  par  quelques  exemples. 


Soit  donc  la  fraction 


887 

1 io3’ 


et 

-t  ■ 


faisons  les  divisions  eu 


dedans  , nous  aurons  ça,  tableau  d’opérations , où  on  a écrit  le 
diviseur  à gauche  du  dividende  , pour  plus  de  commodité  : 


887!  1 1 o3J  1 
887! 


aib' 


1 io3 
108c 


23 


1 io3j 

1081 


47 


23 


1 1 o3|5o 

1 1 ool 


31 

no3|367  * 
1 10 1 1 

2I1  io3|55i 

• 

1 1 1 cal 

• 

1 io3 
1 io3 

1 io3 


0 


Les  restes  sont  ai6  , a3  , 22  , 3,  2 , et  les  quotiens  , 
1 , 5 , 47 , 5o  , 3G7 , 55i,  no3,  de  sorte  que  l’on  aura 
cette  série  alternative  , 


887  1 1 1 _i 1 

no3  5 5.47  5.47-50-1- 5.4/-5o.3b‘7 


5 . 47  • 5o . 537 . 55 1 ' 5 . 47  • 5o . 30*7 . 55 1 . 1 1 o3‘ 
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Prenons  la  fraction  qui  exprime,  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre  , et  qui  est  en  décimales  (112),  - 

3,14*592  G 5358g  793238  46*643  38  etc.  : 

en  opérant  sur  la  fraction  décimale  réduite  en  fraction  ordi- 
naire , laquelle  est . 

. » * 

14*592  65358q  793238  45a643  38,  et».  _ • 

1000000  000000  000000  ooocoo  00,  etc.  * - 

•t 

et  faisant  les  divisions  en  dedans  ou  en  dehors  , suivant  qu’il 
sera  nécessaire , oh  trouvera  les  quotlèns  7 , 1 13 , 473g , 47°5j  , 
499762 , et  l’on  aura  la  série  très-convergente , 


* . ^ » . • 1 . » 

'7’  7.113  7.113.4739  7. ii3.4739.47&5i  ’ 

4. 1 

7.ii3. 4739 . 4705 1.49976a’ 

♦ , 

* 

J.a  somme  des  deux  premiers  termes  donne  le  rapport  — , 
■•trouvé  par  Architnède ; et  en  y ajoutant  le  troisième , on  a 

355 

celui  de  Métius  — 

1 10 

Nous  regrettons  de  ne  pouvbir  faire  connaître  en  entier  cet 
excellent  écrit  de  T.a^rànge , dans  lequel  ce  géomètre  traite 
la  question  de  réduire  une  fraction  à d’autres  fractions  expri- 
mées en  moindres  ternies  , et  qui  soient  les  plu3  approchantes 
qu'il  est  possible  de  la  fraction  donnée  ; problème , ajoute-t-il , 
l'un  des  plus  intéressans  de  l’arithmétique  , soit  par  les  artilices 
qu’il  exige  , soit  par  les  usages  dont  il  est  susceptible. 

149.  Cependant  nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  relater 
ici  une  démonstration  de  l'incommensurabilité  de  la  circon- 
férence avec  le  diamètre , laquelle  m’a  été  communiquée  par 
Haros , employé  à l’ancien  buftau  du  Cadastre  , quf  a fait 
sur  plusieurs  points  d'analyse  , des  recherches  intéressantes. 
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Reprenons  le  développement 


5% 


B 


m 


ab 


+ SÎ?“^  + etC-! 


lorsque  le  rapport— r||ionnel  , la  série  précédente  se 

termine  , parce  que  tous  les  restes  C,  D,  etc.  différens 
entr’eux , sont  moindres  que  A ; donc  toute  série  de  cette 
forme  qui  aura  un  nombre  infini  de  termes  , ne  pourra  ré- 
présenter qu’une  quantité  irrationnelle  ou  incommensurable. 
La  formule  suivante,  , , 


sm  x = x ■ 


1 .a.3~  t .a. 3. 4-5  i.a.3.4-5.6.7 


+ etc.  , 


étant  de  même  forme  que  la  précédente  , et  le  nombre  des 
termes  infini,  il. en  résulte  que  si  l’on  prend  pour  x une 
quantité  rationnelle  , c’est-à-dire  , une  quantité  qui  ait  un 
rapport  fini  avec  le  rayon  ou  l’unité , sin  x sera  incommen- 
surable. Cette  conclusion  est  encore  due  à M.  Lagrange  , 

et  elle  fournit  à Haros  la  démonstration  de  l’énoncé. 

• 

En  effet,  celui  qui  prétendra  avoir  trouvé  la  quadrature 
du  cercle,  ou  le  rapport  exact  du  diamètre  à la  ^confé- 
rence , pourra  toujours  assigner  le  rayon  et  le  quart  de  la,  « 
circonférence  d’un  cercle  par  deux  nombres  entiers. 

Soient  donc  R le  rayon  d’un  cercle , et  Q la  longueur  exacte 
du  quart  de 'la  circonférence  : d’après  la  formule  ci-dessus, 
on  aura  pqur  le  rayon  R , 

sln  x = - — 3 ^ 5Rj  — etc. , 

et  faisant  x = Q , on  aura 


* _q <y  , q5 

a R a . 3R3  ' a.3. 4 ■ 5R^ 
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série  de  même  forme  que 

B m n , ■ p 

abc~  CtC' : 

or  le  nombre  des  termes  de  cette  série  étant  infini , et  R 

et  Q des  nombres  entier» , il  faut  e ^conclure  que  sin  — est 

incommensurable,  ce  qui  est  absurde,  puisque  ce  sinus  est  égal  à 
II,  nombre  rationnel  : donc  l’hypothèse  de  Q rationnel  ne  peut 
être  admise  pour  le  cas  où  le  rayon  serait  rationnel  ; Q est 
donc  uae  quantité  incommensurable  pour  un  rayon  rationnel  : 
il  ne  peut  donc  exister  aucun  rapport  fini  entre  le  diamètre 
et  la  circonférence. 


♦ 


i 


\ 
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CHAPITRE  XXVIL 


Développement  de  la  théorie  donnée  par  M.  Laplace 
• pour  U élimination  au  premier  degré. 

* 

1 5o . G E chapitre  dû , en  partie,  àM.  Gergonne,  est  extrait  du 
n°  V du  tome  IV  des  Annales  Mathématiques.  Avant  d'entrer  en 
matière  , ce  géomètre  s'exprime  en  ces  termes  : ci  Cramer  est , 
n je  crois,  le  premier  qui  ait  remarqué  la  harpie  suivent  les 
11  valeurs  des  inconnues  dans  les  épations  du  pretnier  degré, 
» et  qui  ait  indiqué  des  méthodes  pour  construire  ces  valeurs , 
■t)  sans  passer  par  le  calcul  de  l’élimination.  Postérieurement 
» Bezout , dans  sa  Théorie  générale  des  Équations  algébriques, 
n a apporté  quelques  modilications  à ces  méthodes  ; mais 
n quoiqu’il  fût  sur  la  voie  d’une  démonstration  proprement 
v dite  , elles  sont  demeurées  entre  ses  mains  comme  entre 
n celles  de  Cramer  , le  résultat  d’une  simple  induction. 

n Ce  n’est  seulement  qu’en  1 772 , que  M.  Laplace , dans 
n les  Mémoires  de  t Académie  des  Sciences  , a démontré 
n podr  la  première  fois  , d’une  manière  générale  et  rigoureuse  , 
n l’exactitude  de  ces  formules.  Mais  soit  que  la  précieuse 
n collection  où  la  théorie  de  cet  illustre  Géomètre  est  expo- 
n sée  , ne  se  trouve  pas  dans  les  mains  de  tout  le  monde,  soit 
n plutôt  que  M.  Laplace  ne  présentant , pour  ainsi  dire , 
» cette  théorie  qu’en  passant,  ne  lui  ait  pas  donné  le  dévelop- 
n pement  suffisant  pour  la  bien  faire  apprécier , on  a toujours 
r>  continué  depuis  lors  , dans  tous  les  Traités  d’ Algèbre , à 


K 


t 


Digitized  by  Google 


5 4*  ANALYSE  . 

*t  n'appuyer  les  méthodes  de  construction  des  valeurs  gêné* 
71  raies  des  inconnues  , que  sur  une  simple  induction  (*).  n 

. .*;• 

i5i.  Dans  ce  qui  va  suivre , on  appellera  nombres  de  même 
espèce , deux  nombres  qui  seront  l*un  et  l’autre  pairs  , ou  l’un 
et  l’autre  impairs  : on  changera  donc  l’espèce  d’un  nombre , en 
l’augmentant  ou  en  le  diminuant  d’une  unité  , ou  plus  géné- 
ralement , d’un  nombre  impair  quelconque  d’unités  ; et , au  con- 
traire , on  ne  changera  pas  l’espèce  d'un  nombre  en  l'augmen- 
tant ou  en  le  diminuant  d’un  nombre  quelconque  pair  d’unité*. 

# 

i5a.  Il  sera  encore  vrai  de  dire  que  si  l’on  change  plusieurs 
fois  de  suite,  l’espèce  d’un  nombre,  elle  se  trouvera  être  ou 
n’étre  plus  la  même , suivant  que  le  nombre  des  changemens 
sera  pair  ou  impair. 

i53.  Soient  les  lettres  a,  b,  c toutes  différentes  les 

une  des  autres , au  nombre  de  m , et  concevons  ces  lettres 
écrites  les  unes  à la  suite  des  autres  , dans  un  ordre  arbitraire  : 
si  deux  d’entr  elles , consécutives  ou  non  dans  l’arrangement 
total , ne  suivent  pas  l’ordre  alphabétique , nous  dirons  qu’elles 
forment  une  inversion  nous  dirons  donc  que  l’arrangement 
total  offre  autant  d’inVersions  qu’il  s’y  rencontre  de  systèmes 
de  deux  lettres  qui  ne  sont  pas  écrites  suivant  l’ordre  alpha- 
bétique. 

i54-  On  voit  donc  que  si  les  m lettres  se  trouvent  écrites 
suivant  l’ordre  alphabétique  , le  nombre  des  inversions  sera 
nul  ; et  que  si  elles  sont  écrites  dans  un  ordre  absolument 
inverse  de  celui-là  , elles  n’offriront  que  des  inversions  dont 

le  nombre  sera  -71  ^ m — : en  effet , ce  nombre  des  inver- 

sions  est  la  moitié  de  celui  des  arrangemens  deux  à deux  de 


(♦)  J’avais  donne  la  démonstration  de  M.  Laplace  dau*  la  première 
édition  de  cette  te  lion. 


I 


i 
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m lettres  , puisque,  dans  une  moitié  de  ces  arrangeraens , le* 
lettres  se  suivent  dans  l'ordre  alphabétique  , tandis  que  dans 
l'autre,  moitié  elles  sont  dans  un  ordre  contraire  (*). 

1 55.  Soit  M un  arrangement  quelconque  des  m lettres 
que  nous  considérons  ; permutons-y  entr'elles  deux  lettres 
consécutives  quelconques  , sans  toucher  aux  autres  , et  soit 
M'  le  nouvel  arrangement  qui  en  résulte  : je  dis  que  dans  M 
et  M',  les  nombres  d'inversions  sont  d’espèces  différentes.  En 
effet  , les  deux  lettres  permutées  devant  nécessairement  former 
une  inversion  dans  l’un  des  arrangemens  M et  M',  et  n’en 
point  former  dans  l’autre  , et  toutes  les  autres  lettres  demeu- 
rant , dans  les  deux  arrangemens , disposées  de  la  même  ma- 
nière , soit  entr’elles  , soit  par  rapport  à celles-là , il  s’ensuit 
que,  soit  en  plus  soit  en  moins,  le  nombre  des  inversions 
de  M'  diffôfe  seulement  d’une  unité  , du  nombre  des  inver- 
sions de  M:  ces  deux  nombres  sont  donc  d’espèces  différentes. 

x 

1 56.  Il  suit  de  là  que  si  l’on  déplace  une  seule  lettre  d’une 
manière  quelconque , l’espèce  du  nombre  des  inversions  res- 
tera la  même  ou  se  trouvera  changée  , suivant  que  le  nombre 
des  places  parcourues  par  cette  lettre  , sera  pair  ou  impair. 
En  effet.,  on  peut  concevoir  que  le  déplacement  ne  s’opère 
que  successivement,  par  la  permutation  continuelle  de  la  lettre 
,en  question  avec  sa  voisine  , soit  de  droite  , soit  de  gauche  ; 
or  à chaque  permutation  partielle  , l’espèce  du  nombre  des 
inversions  changera;  donc  quand  la  totalité  des  déplacemer.s 
de  la  lettre,  sera  effectuée  , l’espèce  du  nombre  des  inversions 
ae  trouvera  la  même , ou  elle  sera  changée  , selon  que  le 
nombre  des  permutations  partielles  ou  des  places  parcourues, 
aéra  pair  ou  impair. 


(•)  Pour  que  deux  lettre»  soient  dites  suivant  PnrJrc  alphabétique  , 
il  n'est  pus  nécessaire  qu’elles  soient  consécutives  dans  ect  ordre,  il  suffît 
que  celle  qui  est  ii  la  droite  de  l’autre , dans  la  sciic  des  m le. très  , toit 
aussi  h sa  droite  dans  l'alphabet. 
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157.  Concluons  de  là  que  si  l’on  déplacé  deux  lettres  pour 
leur  faire  parcourir  , en  totalité  , un  nombre  impair  de  rangs , 
l’espèce  du  nombre  des  inversions  se  trouvera  nécessairement 
changée.  11  est  clair , eu  effet , qu’il  faut  pour  cela  que  l’une 
des  lettres  parcoure  un  nombre  pair  dé  rangs , et  que  l’autre 
en  parcoure  ensuite  un  nombre  impair , ce  qui  doit  nécessaire- 
ment changer  l’espèce  primitive  du  nÿubretles  inversions. 

1 58.  Donc  si  l’on  permute  entr’elles  deux  lettres  non  con- 
sécutives , on  changera  nécessairement  l’espèce  du  nombre  des 
inversions  ; car  soit  n le  nombre  des  lettres  interposées  : on 
pourra  d’abord  porter  la  lettre  la  plus  à gauche , immédiate- 
ment à gauche  de  l’autre,  ce  qui  lui  fera  parcourir  n places 
ou  intervalles  ; puis  remettre  cette  dernière  à la  place  de  la 
première  ; et  comme  elle  sera  obligée  de  passer  par-dessus 
celle  - ci , elle  se  trouvera  avoir  parcouru  n -f-  1 places  : le 
nombre  total  des  places  parcourues  par  les  deux  lettres -étant 
an  + 1 , l’espèce  du  nombre  des  inversions  se  trouvera 
changée  (i56). 

t5g.  Appliquons  maintenant  ces  principes. 

Soit  écrite  successivement  la  lettre  b à la  gauche  et  à la 
droite  de  la  lettre  a , en  changeant  le  signe  au  changement 
de  place  ; on  formera  ainsi  le  binôme  , 

ab  — ba. 

Soit  introduite  successivement,  et  en  allant  de  gauche  à droite, 
la  lettre  c dans  chacun  des  termes  de  ce  binôme , en  lui  fai- 
sant parcourir  dans  chacun  , toutes  les  places  de  droite  à 
gauche  , et  changeant  encore  le  signe  à chaque  changement  de 
place  : on  formera  ainsi  le  polynôme 

abc  — acb  -f-  cab  — bac  -f-  bca  — cba. 

Concevons  que  l’on  en  fasse  de  même  successivement  pour 
les  lettres  suivantes  d,  e , f,  etc.  jusqu’à  la  dernière  inclu- 


Digitized  by  Google 


ALGÉBRIQUE.  545 

«vement,  en  suivant  toujours  exactement  l’ordre  alphabétique  : 
on  parviendra  de  cette  manière  à un  polynôme  homogène  P , 
de  m dimensions  ou  du  degré  m , dont  les  termes  au  nombre 

de  l a;3 m (Ir>  sect.),  sont  tous  les  arrangemens  ou 

permutations  dont  m lettres  sont  susceptibles,  en  les  faisant 
entrer  toutes  flans  chaque  arrangement.  Je  vais  prouver  que , 
d après  ce  mode  de  génération  , les  termes  de  ce  polvnomé 
auront  le  signe  + ou  le  signe  — , suivant  que  le  nombre  des 
inversions  qu’ils  présentent , sera  pair  ou  impair. 

Il  est  d abord  aisé  de  voir  que  les  deux  résultats  que  nous  ve- 
nons de  former , satisfont  à cette  loi  : supposons  qu’elleaitencore 
lieu  dans  l'avant-dernier  polynôme  du  degré  m — 1 , de  manière 
qu.  chacun  de  ses  fermes,  porte  déjà  le  signe  qui  convient  au 
nombre  de  ses  inversions.  L’introduction  de  la  dernière  lettre 
à la  droite  de  l’un  quelconque  de  ces  termes  , ne  changera  rien 
a cet  état  de  choses , puisqu’elle  n’en  changera  ni  le  signe,  ni 
e nombre  des  inversions  ; à mesure  que  cette  lettre  avancera 
vers  la  gauche , l’espèçe  du  nombre  des  inversions  se  trouvera 
alternativement  changée  et  rétablie  (i56)  ; mais  le  signe  se  trou- 
vant aussi , par  hypothèse  , alternativement  changé  et  rétabli  - 
la  loi  dont  il  est  question  continuera  donc  à subsister  dans  lé 
dernier  pplynome,  si,  comme  nous  le  supposons,  elle  a lieu 
dans  l'avant-dernier  : puis  donc  quelle*  subsiste  dans  les  deux 
premiers,  il  s’ensuit  qu’elle  est  générale. 

160.  Concevons  actuellement  que , dans  chacun  des  termes 
du  polynôme  P , 0n  affecte  chaque  lettre  d’un  indice  égal  a« 
rang  de  cette  lettre , en  cette  manière , 

a,b%  — b,a, , 

a,Kc3  — a,ctb3  + c,Q„ij  — bta,c3  -f-  b,cka3  — c,‘è,aj , 
etc.  : 

on  formera  ainsi  un  nouveau  polynôme  D qui  n’aura  plus  de 
termes  semblables.  Je  vâis  prouver  que  si , dans  ce  polynôme 
D , on  change  une  fettre  quelconque  en  uue  autre , en  laissant 
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d'ailleurs  celle-ci  telle  qu’elle  est , et  à sa  place , et  sans  tou- 
cher aux  indices  , tout  le  pol  vnome  s'anéantira. 

Supposons  , en  effet , que  l’on  change  h en  g , pana  toucher 
à g ni  aux  indices  : soient , pour  un  terme  pris  au  hasard  dans 
le  polynôme,  p et  q les  indices  respectifs  àeget  h -,  ce  polynôme 
renfermant  toutes  les  permutations  , doit  avoir  tfn  autre  terme 
ne  différant  uniquement  de.celui-là  qu’en  ce  que  h y porte 
l’indice  p , et  g l’indice  q , et  de  plus  ces  deux  termes  doivent 
avoir  des  signes  contraires  (i55)  ; ils  se  détruiront  donc,  lors- 
qu’on changera  h en  g: 


1G1.  La  lettre  a devant  se  trouver  dans  tous  les  termes  du 
polynôme  D , et  ne  pouvant  se  trouver  • qu’une  seule  fois 
dans  chacun , ce  polynôme  peut  être  ordonné  suivant  les  indices 
de  cette  lettre  ainsi  qu’il  suit: 


. D = A, a,  -}-  A,a,  + A3o3 -f- -f-  A mam (1), 

A„  A,,  Aj étant  des  fonctions  de  b,  , c,  , d,-  b%,  c», 

d% bm,  cm,  d„:  alors  , d’après  ce  qui  vient  d’être  dit, 

on  devra  avoir 


o = A ,b,  -(-  A A + A sb3  + . 
o = A,c,  -f-  A,c,  -f-  A3C3  + . 

[..4. (a). 

etc.  , 

et  le  polynôme  D ordonné  par  rapport  à toute  autre  lettre, 
donnerait  lieu  à des  conséquences  analogues. 

Ces  principes  posés  , soient  entre  les  m inconnues  x , y 
•<. z,  les  m équations 

a,x  + b,y  + c,z  + 

.—  k, 

aax  -|-  bty  + ctz  -f .... 

.=  ! 

C3X  + b3y  +f3z  + 

-(3): 

amx  -f-  hrf  + cm a +.... 

• 1 

A 
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en  prenant  la  somme  de  leurs  produits  respectifs  par  A, , 
A,,  A3 Am  , et  ayant  égard  aux  équations  (1) , (a),  on  aura 

Dx  = A, k,  -f-  A,Ss  -f-  A3Â3  + A„,&m (4)  , 

d’où 

x =z  A,^1  -f-  A,A,  -f-  A3&3-I-. , , , .-.-f-  A mkm 
A|fl,  •+■  A,a,  -f-  A303+ -f-  Ama„‘ 

En  ordonnant  le  polynôme  D suivant  les  indices  de  b , et  dé- 
signant alors  les  coefficienà  par  B, , B» , etc. , on  aura  des 
équations  analogues  à (a) , en  changeant  dans  celles-ci , A, , 

A. en  B,,  B> b, , bit  en  a,,  a»...;..,  et  la  valeur 

de  y aura  même  dénominateur  que  celle  de  x : donc  le  dé- 
nominateur commun  des  valeurs  des  inconnues,  n’est  autre  chose 
que  le  polynôme  D , et  on  en  conclut  le  numérateur  de  la  valeur 
de  chacune  d’elles , en  y mettant  la  lettre  qui  représente  le  terni» 
tout, connu,  à la  place  de  celle  qui  représente  le  coefficient  da 
cette  inconnue , toujours  sans  toucher  aux  indices  (Alg.  I'*sect.). 

Pour  trois  équations  entre  trois  inconnues,  l’indice  m=  3» 
et  on  a (160) 

D = A, a,  -f-  A ,a,  -f-  A3O3  , A,  = btc3  — ctb3 , , 

A»  = c,b 2 — b,c3 , A*  = b,ct  — c,ùj. 

16a.  Si  dans  lés  équations  (5)  on  change  kt,  kt,  k3. . 
en  — k,t , — kt* , — kit... Art*,  »étant  une  (m-f- 1 
inconnue,  ces  équations,  toujours  au  nombre  de  m,  deviendront 

a,x  -\~’b,y  c,s  -f -f-  k,r  = 0, 

akx  + bky  + c.s  + 4-  kt,  = o, 

• etc.  , 

' J 

et  donneront , par  un  semblable  changement  opéré  dans  l’équa- 
tjon  (4), 

( A, k,  -f-  Atkt  4“  A 363  -f- -f-  Amkm)  ». 

Or  comme  » , dans  cette  équation , demeure  arbitraire , oa 
pourra  poser 

r — — Da , 
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x = (A,A,  -f-  A,fc»+ •+•  A„km)m,' 

formule  dans  laquelle  » reste  indéterminée  ; on  aurait  des 
valeurs  analogues  pour  y , z,  etc. 

Ainsi  la  même  méthode  qui  a fait  trouver  les  valeurs  géné- 
rales des  inconnues , dans  les  problèmes  déterminés  du  pre- 
mier degré  , nous  donne  encore  les  valeurs  entières  les  plus 
générales  des  inconnues  dans  les  problèmes  indéterminés  de 
ce  degré  ; du  moins  lorsque  les  équations  n'ont  point  de  terme 
tout  connu,  et  que  le  nombre  des  inconnues  n'y  surpasse 
que  d’une  seule  unité  le  nombre  de  ces  équations. 

163.  Mais  de  ce  cas  particulier  on  peut  facilement  passer 
aux  autres.  Si , en  effet , le  nombre  des  inconnues  surpasse 
de  n unités  celui  des  équations  , il  ne  s'agira  que  de  joindra 
aux  équations  données , n — i autres  équations  de  même 
forme  , affectées  de  coefficiens  arbitraires  : la  question  se  trou- 
vera ramenée  au  cas  que  nous  venons  de  considérer , avec  cette 
différence  qu’au  lieu  d'une  seule  arbitraire , les  valeurs  des 
inconnues , en  contiendront  plusieurs  (a5). 

Enfin , la  même  méthode  peut  conduire  encore  aux  équations 
de  condition  qui  doivent  avoir  ljpu  entre  les  coefficiens , lors- 
que les  équations  sont  en  plus  grand  nombre  que  les  inconnues. 
Soient , en  effet , m + n équations  entre  n\  inconnues  : en 
tirant  des  m premières  équations  , les  valeurs  des  m inconnues 
pour  les  substituer  dans  les  n suivantes  , on  obtiendra  ainsi  les 
équations  de  condition  demandées.  * 

164.  Nous  ferons  connaître  la  démonstration  que  M.  Laplace 

a donnée  à ce  sujet,  dans  le  mémoire  ayant  pour  titre  : Recherches 
sur  le  Calcul  Intégral  et  sur  le  Système  du  Monde  ( Mémoires 
de  l Académie  pour  177a,  n*  partie),  et  dont  la  précédente 
n’est  que  le  développement.  ♦ 

Je  suppose  que  l’on  ait  entre  les  n inconnues  ft,  p',  p,  etc. , 
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let  n équations  sans  termes  connus, 

* o = *a.ii»a+  'b-f*  + lC‘f*  + etc., 

• o = 'a. fi  -{-  ‘b. fi  -f-  %c.ft  -J-  etc., 

o = 3a.ft  -f-  sb.fi  *+■  sc.(t“  -f-  etc., 

• etc.  ; 

» 

les  nombres  1 , a , 3 , etc.  placés  à gauche  des  lettres  a , b , 
c,  etc.,  étant  ce  que  je  nommerai  dans  la  suite  indices  de  ces 
lettres  : on  déterminera  ainsi  l'équation  de  condition  qui  doit 
avoir  lieu  entre  les  coefficiens  'a  ,'b  ,'c , etc. , ’a , ‘b  , %c  , etc., 
pour  que  trois  équations  soient  satisfaites  , autrement  que  par 
les  valeurs  x~  o , y — o , * =o  (Ire  sect.  , chap.  XYII). 

Lorsque  dans  un  produit  tel  que  'd.*c.3b  Ja  dont  les  indices 
suivent  la  loi  des  nombres  naturels  1 , a , 3 , 4 > une  lettre  telle 
que  b précède  une  autre  lettre  dont  elle  est  précédée  dans  l'ordre 
alphabétique  , j'appelle  cela  variation , et  un  terme  a d’autant 
plus  de  ces  variations,  que  cette  circonstance  peut  arriver  {le 
plus  de  manières  : par  exemple,  dans  le  terme  'd.’c.3b.*a,  la 
lettre  d précède  ctb , a,  dont  elle  est  précédée  • dans  l’ordre 
alphabétique  , ce  qui  forme  trois  variations;  c précède  h et  a, 
ce  qui  donne  deux  variations  , et  b précède  a , d'où  résulte 
encore  une  variation  : ainsi  ce  terme  renferdfc  six  variations. 
Cela  posé , formez  toutes  les  permutations  possibles  entre  toutes 
les  lettres  a , b , c , d,  e , etc  , et , dans  chaque  permutation , 
donnez  l’indice  1 à la  première  lettre , l’indice  a â la  seconde  , 
l’indice^  à la  troisième  , etc.  ; ensuite  faites  précéder  chaque 
permutation  du  signe  , si  le  nombre  des  variations  y est  nul 
ou  pair,  et  du  signe  — , si  ce  nombre  est  impair  : égalant  à zéro 
la  somme  de  tous  ces  termes,  vous  aurez  formé  l'équation  de 
condition  demandée.  ‘ 

Cette  règle  est  due  à Cramer;  mais  elle  peut  être  simplifié» 
par  le  procédé  suivant  donné  par  Bezout.  ■ 

Ecrivez  la  lettre  a , et  avec  cette  lettre  et  la  lettre  b forme» 
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toutes  le*  permutations  possibles  , en  écrivant  d’abord  la  lettre 
b la  dernière,  ensuite  l’avant-dernière  , puis  changeant  de  signa 
lorsque  b change  de  place  , et  vous  aurez  -j-ab — ha. 

Avec  ces  deux  permutations  pt  la  lçttre  c , formez  toutes 
les  permutations  possibles  , en  écrivant  d’abord  dans  chaque 
terme  la  lettre  c la  dernière,  puis  l'avant-dernière , et  enfin  la 
première  , puis  changeant  de  signe  toutes  les  fois  qpe  c change 
de  place , et  vous  aurez 

-f-  abc  — acb  + cab  — bac  -f-  bca  — cba. 

Combinez  de  la  même  manière  toutes  ees  permutations  avec 
la  lettre  d,  et  ainsi  de  suite , en  employant  autant  de  lettres 
qu’il  y- a d’inconnues^»,  /»',  etc.;  cela  posé,  dans  chaque  terme, 
donnez  l’indice  t à la  première  lettre  , l’indice  a à la  seconde  , 
l’indice  3 à la  troisième,  etc.  ; égalant  à zéro  la  somme  de  tous 
ces  termes , vous  aurez  les  équations  de  condition  pour  que 
deux,  trois,  etc.  équations  déterminées  du  premier  degré  à 
deùx , à trois , etc.  inconnues , soient  possibles. 

En  effet , on  a *ru  (Ir*  sect.  , chap,  XVII  ) que  les  condition* 
ah'  — ba!  = o , 

ab'c"  — < ae'b"  4k  ca'b • — ba'c"  -f-  bc'a “ — cb'a"  = o. 


formées  d’après  cette  règle,  en  changeant  les  indices  en  accens, 
résultaient  comme  conséquences  des  systèmes  d’équations 


»r  -f-  by  = o 
a'x  -+•  b'  y — o : 


a* 


!ax  -f-  h\  -J-  ce  = o 
a'x  -+-  b’ y + f » * o 
a" x -f*  b“y  -}-  c'z.  -x=.  o. 


La  règle  que  nous  venons  de  prescrire  est , comme  l’on  voit , 
d’un  usage  fort  commode  , et  il  est  facile  de  s’assurer  qu'elle 
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rentre  dans  celle  de  bramer.  Cela  est  d'abord  évident  pour 
les  deux  permutations  -f-  ob  ba  : si  on  les  combine  avec  la 
lettre  c , il  est  aisé  de  voir  qu’en  écrivant  dans  ces  deux  termes 
la  lettre  c la  dernière , le  nombre  des  variations  dans  chacun 
d'eux  ne  changera  pas;  aussi  conservent- ils  le  même  signe 
qu’ils  avaient  : mais  si , dans  ces  termes , on  écrit  la  lettre  c 
l’avant-dernière , le  nombre  des  variations  est  alors  augmenté 
d'une  unité;  et , suivant  la  règle,  ils  changent  de  signe  ; d'où 
il  suit  généralement  que  les  termes  dont  le  nombre  des  va- 
riations sera  zéro  ou  pair  , auront  le  signe  -f- , et  les  autres 
le  signe  — . D’ailleurs  le  nombre  de  termes  dont  est  com- 
posée l'équation  de  condition  , est  , suivant  les  deux  mé- 
thodes , égal  à i.a. 3 n , s'il  y a n lettres,  et  tous 

ces  termes  sont  différons  les  uns  des  autres  ; donc  l’équa- 
tion de  condition  sera  la  même  dans  les  deux  cas.  Kous 
allons  maintenant  démontrer  la  règle  de  Dezout,  comme  étant  s 

la  plus  simple. 

i65*  Si  au  lieu  de  combiner  la  lettre  a avec  la  lettre  b , 
ensuite  ces  deux  lettrés  avec  c , et  ainsi  de  suite,  c'est-à-dire, 
si  au  lieu  de  combiner  les  lettres  a,  b,  c , d , c,  etc.  dans 
l'ordre  a,  b , c , d , e , etc.,  on  les  eût  combinées  dans  l’ordre 

a,  c , b , d , e,  etc. , ou  a , d , b , c , e , etc. , «ou  a,  e,  b , c , 
d , etc. , ou  etc.  ; je  dis  qu’on  aurait  toujours  eu  la  même  quan- 
tité, à la  différence  des  signes  près. 

Pour  démontrer  ce  théorème  , nommons  , en  général , ré- 
sultante , la  quantité  donnée  par  l’une  quelconque  de  ce* 
combinaisons  , ensorte  que  la  première  résultante  soit  celle 
qni  vient  de  la  combinaison  suivant  l’ordre  a , b , c,  d,  e,  etc.  ; 
que  la  seconde  résultante  soit  celle  qui  vient  de  la  combinai- 
son suivant  l’ordre  a , e , b , d , e , etc.  ; que  la  troisième 
résultant»  soit  due  à la  combinaison  suivant  l’ordre  a , d , 

b , c ,e  , etc. , et  ainsi  de  suite.  : cela  posé  , il  est  clair  que 
toutes  ces  résultantes  renferment  le  même  nombre  de  termes  , ^ 

•t  précisément  les  mêmes , puisqu’elles  sont  composées  de 


Digitized  by  Google 


55a  ANALYSE 

tous  les  tenues  qui  peuvent  résulter  <fle  la  combinaison  des 
n lettres  a , b , c , d , e , etc. , disposées  entf'elles  de  toutes 
les  manières  possibles;  il  ne  peut  donc  y avoir  de  différence 
entre  deux  résultantes  que  dans  les  signes  dfe  chacun  de  leurs 
termes  : or , il  est  visible  que  la  première  résultante  donne 
la  seconde  , lorsqu’on  change  dans  cette  première  b en  c , et 
réciproquement  ; mais  ce  changement  ne  peut  qu’augmenter 
Ou  que  diminuer  d’une  unité  le  nombre  des  variations  de 
chaque  terme  ( 1 55)  ; d’où  il  suit  que  , dans  la  seconde  résul- 
tante , tous  les  termes  dont  le  nombre  des  variations  est 
impair  , auront  le  signe  -J-  , et  les  autres  le  signe  — ; par- 
tant , cette  seconde  résultante  n’est  que  la  première  prise 
négativement. 

Il  est  visible  pareillement  que  la  seconde  résultante  don- 
nera la  troisième , en  y changeant  c en  c , et  réciproque- 
ment : or,  ce- changement  ne  peut  qu’augmenter  ou  diminuer 
d'une  unité  , le  nombre  des  variations  de  chaque  terme  ; donc 
les  termes  dont  le  nombre  des  variations  est  zéro  ou  pair 
dans  la  troisième  résultante  , auront  le  signe  -f-  ,*  et  les 
autres  le  signe  — . De  là  on  conclura  généralement  que  si 
l’on  nomme  R la  première  résultante , K la  seconde , R”  la 
troisième  , etc. , on  aura 

R'  = — R , R”  = R , R’  = — R , etc. 

Il  suit  de  là  que  si , dans  la  première  résultante  , on  change 
a en  b , et  réciproquement , ou  a en  e , et  réciproquement , 
ou  a en  d , et  réciproquement , etc.  , on  aura  toujours  la 
même  résultante  , à la  différence  des  signes  près.  En  effet , 
l’échange  de  a en  b et  de  b en  a , ne  signiGe  autre  chose  , 
sinon  qu’au  lieu  de  combiner  -f - ab  — ba  avec  les  lettres  c , d , 
e,  etc. , on  combine  — ab  -f-  b a avec  les  mênxÿ  lettres  , ce 
qui  donne  la  première  résultante  prise  en  — : pareille  ment 
l’échange  de  a en  c et  de  c en  a , indique  qu’au  lieu  de 
combiner  -f - ac  — ca  avec  les  lettres  b , d , e , etc.  , on  com- 
bine <*—  ac  -f  ca  avec  les  mêmes  lettres  , ce  qui  donne  la 
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teconde  résultante  prise  eu  — , ou  la  première  prise  en  -f- , 
et  ainsi  de  suite. 

Il  suit  encore  du  théorème  précédent  que  si  , dans  la  pre- 
mière résultante  , on  écrit  b , ou  c,  ou  d , etc.  partout  où  est 
a , cette  résultante  sera  identiquement  nulle.  En  effet , par 
exemple , la  première  résultante  est , d'après  ce  que  nous  ve- 
nons de  voir , égale  à moins  la  seconde  , c’est-à-dire  , à moins 
celle  qui  résulte  de  la  combinaison  suivant  l’ordre  a,  c , b , 
d , e , etc.  ; or  en  combinant  d’abord  les  deux  lettres  a et  c , 
on  a ac  — ca  : si  l’on  combine  ces  deux  termes  avec  la 
lettre  b , ensuite  ceux-ci  avec  la  lettre  d,  etc.  , il  est  visible 
que  la  quantité  qui  en  résultera  , 'deviendra  identiquement  nulle 
en  écrivant  c pour  a et  conservant  c , puisqu’alors  ac  — ca 
devient  identiquement  nul.  Cette  conclusion  a été  autrement 
établie  ( tGo). 

166.  Je  suppose  maintenant  que  l’on  ait  les  trois  équations 
o = ‘a  ./*  + 'b./t  4- 
o = ’a.ft  + 'b. (il  -4-  %c.(l\ 
o = 3a.(t  + 36./  + 3c.(l’  : * 

je  forme  d’abord  la  résultante  des  trois  lettres  a,  b , c,  suivant 
l’ordre  S , b , c,  ce  qui  donne 

'a . ‘b . 3c-^a . “c. 3b-\-'c . “a . 3 b — 'b . *a . 3c-p5. *c.3a — 'c ,*b.3a  , 
on  • > 

‘a['b.3c— a l‘c.3b—  '&.3c]  +3a  >c>6]  : 

je  multiplie  ensuite  la  première  des  équations  ci-dessus  par 
‘b.3c  — ac.3t  , la  seconde  par  lc.3b  — lb.3c  , la  troisième  par 
'b.'c  — ’c’i  , et  j’ajoute  les  produits , ce  qui  donne 

o — ft  . 3c — ’c . 3i)-4-an('c . 3 b — 'b . 3c)+3a('i . "c — ’c . ai)] 

-f -fl  [‘i-Ci . 3c— V . 3t)-pé(V . 3b—'b . 3c)+3b('b . *0— 'c . 

. e 

+ p'Z‘cÇb . 3c—'c . 3b)+*c('c . 3b—'b . 3c)+*cÇb . sc— 'c.  !i)]  : 
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or  il  suit , de  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut , que  les  coeüî- 
ciens  de  fi  et  de  sont  identiquement  nuis  , puisqu’ils  ne 
sont  que  la  résultante  des  trois  lettres  a , b et  c,  dans  laquelle 
on  écrit  b ou  c partout  où  est  la  lettre  a : donc  on  aura  pour 
l’équation  de  condition  demandée 

o — 'a . 3c  — “c . 3£)  -+-  ‘a  Qc.3b — xb . 3c)  + ~a {‘b. *c—'c . *b) , 


c'est-à-dire , la  résultante  de  la  combinaison  des  trois  lettres 
a , b y c , égalée  à zéro  ,*en  observant  qu’aucune  des  racines 
^ , fi,  fi',  etc.  n’est  égale  à zéro.  On  démontrerait  la  même 
chose  sur  un  nombre  quelconque  d’équations. 


167.  Pour  démontrer  l’analogie  de  ce  qui  vient  d’être  dit 
avec  l’élimination  des  équations  déterminées  et  complètes  du 
premier  degré  , je  suppose  qu’on  ait  les  trois  équations 


‘P  = + 'b. fi1  + 'c-S, 

"p  = ‘a. fi  -J-  *b.fi  .4-  ac.ft", 

3p  = 3a.ft  -f-  3b.ft  -4-  3c./k". 

• 

Je  multiplie , comme  ci-dessus , la  première  par  (*i>3c — V.5i)  , 
la  seconde  par  (' c.3b — ‘ b.3c ) , la  troisième  par  (’è.'c—  'c.'b)., 
je  les  ajoute  ensemble  , et  j’observe  que  le  coefficient  de  fî  et 
celui  de  fî'  sont  identiquement  nuis  dans  l’équa|ion  qui  en 
résulte  , d’où  je  conclus 


'p^bic — *c.3i)-f-ap  (’ f.3b — 1 b.3c ) +3p  ('$.*r — * c.‘b ) 

* '«(aé.3c — '‘c.  'b)  “a Qc.3b — 'b  Je)  -j-  ’a  ('i  -%c — ‘c.’b) 

on  voit  donc  que  le  numérateur  de  l’expression  de  fi  se  forme 
du  dénominateur  , en  y changeant  a en  p : on  aura  ensuite  fi 
ou  fi',  en  changeant , dans  l’expression  de  fi , a en  b ou  c , et 
réciproquement  : mais  en  changeant  dans  le  dénominateur  de/t, 
a en  b,  et  réciproquement , on  a toujours  , par  ce  qui  précède  , 
la  même  quantité  , au  signe  près  : donc  la  valeur  de  fi  sera 

— |7 , R étant  le  dénominateur  de  fi , ou  , ce  qui  revient  au 
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même , la  première  résultante  des  trois  lettres  a , b , c : K se 
fermera  de  — R , en  y changeant  b en  p : donc 

, K —K 

* =-r  = TT- 

Ainsi  l'expression  de  f*  est  réduite  au  même  dénominateur 
que  celui  de  n , et  les  numérateurs  de  ces  expressions  se 
forment  du  dénominateur  commun  R , en  y changeant  a en  p 
pour  ft,  et  b en  p pour  u.  C’est  effectivement  par  ce  procédé 
qu’on  passe  de  la  valeur  x à celle  de  y ( Ir*  sejpt. , ch.  XVII). 
On  démontrerait  de  la  même  manière  que  l’expression  de  /*" 
a R pour  dénominateur , et  que  son  numérateur  se  forme  de 
R , en  y changeant  c en  p.  Cette  règle  a généralement  lieu  , 
quel  que  soit  le  nombre  des  équations; 

168.  M.  Laplace  donne  ensuite  un  procédé  fort  simple  qui 
abrège  considérablement  le  calcul  de  l’équation  de  condition  , 
procédé  sur  lequel  nous  renvoyons  au  mémoire  cité. 
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CHAPITRE  XXVm. 

• « 

Recherche  directe  du  terme  général  du  développement 
d'une  puissance  quelconque  d’un  polynôme  , et 
méthode  facile  pour  exécuter  le  développement  de 
ces  puissances, 

1 6g.  (Quoique  la  question  énoncée  se  trouve  résolue  dans 
les  n°*  108  et  109  du  chapitre  XVIII , nous  croyons  cependant 
nécessaire  de  la  reprendre  ici  pour  la  traiter  d’une  manière 
plus  directe,  plus  étendue  et  plus  appropriée  aux  nombreuses 
applications  que  nous  devons  en  faire  dans  le  chapitre  suivant. 
Ce  qui  suit  est  tiré  de  deux  mémoires  , l’un  de  M.  Gergonne , 
l'autre  de  M.  Lavemède  , consignés  dans  le  n°  VII  du  tome  II 
des  Annales  de  Mathématiques , collection  précieuse  par  les 
excellens  matériaux  quelle  contient. 

On  sait  que  le  nombre  des  arrangemens  de  m lettres  toute* 
«différentes  , est 

1 .3.3. m — > 1 ) m.  , 

Si  plusieurs  de  ces  lettres  , au  nombre  de  m , se  changent 
toutes  en  a , il  est  clair  que  tous  les  arrangemens  dans  lesquels 
les  lettres  restantes  seront  disposées  de  la  même  manière  , ou 
occuperont  les  mêmes  places  , se  réduiront  à un  seul  : or  il  y 
aura  autant  de  ces  arrangemens  qu’il  y a de  manières  de  per- 
muter entr  cllfs  les  lettres  , qui  d'inégales  qu’elles  étaient , sont 
devenues  égales  ; mais  ce  nombre  est , d’après  la  formule  pré- 
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tédente ^ i.a.3 »,  et  doit  conséquemment,  dans  le  cas' 

présent , devenir  diviseur  de  la  formule  ci-dessus  ; et  comme 
le  même  raisonnement  est  applicable  à tout  autre  groupe  de 
lettres  devenues  égales , «n  peut  établir  que  si  l’on  a » lettres 
égales  à a,  C lettres  égales  à b , y lettres  égales  à c,  etc. , 
de  manière  qu’on  ait, 

* • » 
a -f-  Ç y ,-f*  etc.  = m , 

le  nombre  des  divers  arrangemens  dont  ces  m lettres  seront 
susceptibles , aura  pour  expression , 

1 .a. 3 (m  — 1 )m . . 

».a.3. . . .»  X 1 .a. 3. . . .C  X 1 .a. 3.* . .y. etc."  ' *'  ’ 

nombre  qui  exprime  de  combien  de  manières  on  peut  écrire,' 
les  uns  à côté  des  autres  , les  facteurs  du  monome  a^b^O' . . . 

Ces  préliminaires  posés,  qu’il  soit  question  d’assigner  la 

forme  du  développement  de  ( a -f-  b -j-  c + -+-  r)m,  oti 

plutôt  celle  de  son  terme  général.  Le  moyen  le  plus  naturel 
de  parvenir  à ce  développement , si  l’indétermination  de  l’ex- 
posant m ePdu  nombre  des  termes  du  polynôme  , ne  le  ren- 
dait pas  impraticable , serait  de  multiplier  le  polynôme  par 
lui-même  m — 1 fois.  Concevons  néanmoins  que  l’on  procède 
de  cette  manière , mais  que  , pour  éviter  les  réductions  qui  ne 
laisseraient  dans  les  coefliciens  des  termes  réduits , aucune  trace 
de  leur  origine,  on  convienne,  dans*le  cours  des  multiplications 
de  monome  à monome,  d’écrire  constamment  la  lettre  multi- 
plicateur à la  droite  du  terme  multiplicande , comme  on  le 
ferait  si  l’emploi  d#s  exposans  n’était  pas  connu , et  qu’en  outre 
on  ignorât  qu’il  est  permis  , dans  %ne  multiplication  , d’inter- 
vertir à volonté  l’ordre  des  facteurs  : alors  comme  on  ne  fera 
aucune  réduction , il  est  aisé  de  voir  qu’en  désignant  par  n le 
nombre  des  termes  de  la  racine , le  premier  produit  aura  n* 
termes  de  deux  dimensions  , le  second  en  aura  n3  de  trois  di- 
mensions , et  ainsi  de  suite  ; ensorte  que  la  puissance  cherchéé 
sera  un  polynôme  homogène  de  m dimensions  ayant  nm  termes , ' 
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«ans  coefficiens  ni  exposans , termes  tous  formés  de  lettre* 
prises  parmi  celles  du  polynôme  proposé , et  écrites  une  ou 
plusieurs  fois.  Je  dis  actuellement  que  ce  produit  contiendra 
une  fois  seulement  chacun  des  arrangerons  ou  des  mots  de  m 
lettres  qu’il  est  possible  de  faire , en  n’y  employant  que  des 
lettres  prises  parmi  celles  du  polynôme  proposé  , et  répé* 
"tant  chacune  d’elles  autant  de  fois  qu’on  voudra  , sous  l’hypo- 
thèse précédente.  Soit,  en  effet', 

dbba gacl 

un  pareil  arrangement  formé  au  hasard  : d’après  la  manière 
dont  on  suppose  que  les  résultats  successifs  ont  été  formés , 
pour  que  ce  mot  ne  fît  pas  partie  du  dernier  produit , ou  qu’il 
•’y  trouvât,  plusieurs  fois , il  faudrait  que  le  mot 

dbba g 'ac- 


né fît  pas  partie  de  l’avant-dernier  produit , ou  s’y  trouvât 
jllusieurs  fois  : par  la  même  raison  le„mot 


dbba. 


■Sa 


manquerait  dans  le  précédent , ou  s’y  trouverait  plusieurs  fois  ; 
et  en  continuant  ainsi  de  proche  en  proche  , on  serait  conduit 
à conclure,  contrairement  à l'hypothèse  , que  fa  lettre  d,  par 
exemple,  manque  dans  le  polynôme  proposé,  ou  s’y  trouve 
plusieurs  fois.  Rendons  à chacun  de  ces  termes  la  forme  or- 
dinaire; l’un  quelconque  deviendra  aKb^cY . . . . sous  la  con- 
dition « -4—  <?  —J—  y -+-  etc.  = m ; mais  alors  il  ne  sera  plus  seul 
de  son  espèce  , parce  que  ceux  qui  jusque-là  ne  différaient  de 
lui  que  par  la  dispositioniks  lettres  , lui  deviendront  absolu- 
ment semblables;  et  comme  le  développement  renfermait , 
avant  d’avoir  subi  la  modification  dont  i}  s’agit  icij  tous  les 
mots  qui  pouvaient. être  formés  de  cette  manière,  et  ne  ren- 
fermait chacun  d’eux  qu’une  fois  seulement , il  s’ensuit  que  ce 
développement  ainsi  modifié  , renfermera  autant  de  termes., 
pareils  à celui  que  nous  venons  d'écrire , qu'il  y a de  manières 
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de  disposer  , les  uns  à côté  des  autres  , les  facteurs  de  diffé- 
rens  groupes  dont  ce  terme  est  composé  ; il  faudra  donc , pour 
faire  la  réduction  des  termes , n’en  écrire  qu'un  seul , et 
lui  donner  pour  coefliciens  la  formule  (À).  Le  terme  général 
cherché  est  donc 


1 .a. 3. . ..m 

i .a ...a  X i .2...C  X i .a. 


y 

a b c etc (B) 


et  on  en  déduira  tons  les  termes  du  développement  de 
( a + 6 + c + . •••  + r)m>  en  admettant  successivement  pour 
« , C,  y , etc.  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  et  positives , 
y compris  zéro , qui  pourront  satisfaire  à la  condition 

et  -f-  Z -j*  y — 771. 

Si  l’on  suppose  que  le  polynôme  a-\-b  -f-  c-f-  etc.  se  réduise 
au  binôme  x -f*  a , le  terme  général  ci-dessus  se  réduira  sim- 
plement à 

i . a. 5 m a Z 

5x  a , 


eous  la  condition  « -f-  C = m : soit  changé  Z en  n , et  on 
aura  « ==  m — n , ensorte  que  ce  terme  général  pourra  être 
écrit  comme  il  suit, 

m(m — î)  (m — a).  ■ , . (m — n+Q  (m — n).  . ..S.a.i  n m_t 
1 .3.3.. . .M.  (m — n)... .3.3.1  ° X * 

ou,  en  réduisant. 


771 

1 


771 — a 
a 


.anxm~n. 


formule  connue. 

Lft  terme  général  (B)  revient  à 


1.3.3 • ■ .(m— a)(m — i)m  «,C  y J1  , 

'la..!»  X i -3...C  X i .3.. .y  X i .a...^  etc.  ° c 


/ 
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et , en  réduisant , 

m(m-0...|...(.+3)(,+i)  - bC  y/  ‘ * 

1 .3.  . .SX  1 .2.  . ..y  x 1 .3.  • • • ■ 

remplaçant  « par  m — ff  — y — — etc. , il  se  changera  dans 
celui-ci , 

m (m — i)  (m — a)....(m — î — y — $ — etc.-f-i) 
i.a C X i - a. ..  .y  X i - a J'.... 

X b^c^d? .....  am  * — «,e-  f 

ce  qui  fournit  la  règle  suivante  : 

Le  coefficient  d'un  produit  quelconque  des  lettres  a , b , c , 
d , etc  , dans  le  développement  de  (a  + b-f-c+d  -f-  etc.)■,, 
est  une  fraction  qui  a pour  numérateur  le  produit  (£ autant  de 
termes  consécutifs  de  la  suite  ni , m — i , m — a , quil  y 
a d'unités  dans  la  somme  des  exposons  des  lettres  qui  mul- 
tiplie a , et  pour  dénominateur  le  produit  d'autant  de  termes 
consécutifs  de  la  suite  naturelle,  à partir  de  [unité , pour 
chaque  lettre  qui  multiplie  a , qu'il  y a d'unités  dans  [expo- 
sant de  cette  lettre. 

Concevons  actuellement  que  le  développement  soit  ordonné, 
par  rapport  à a , et  considérons  comme  un  terme  unique  , 
l’ensemble  de  tous  ceux  qui  sont  affectés  d’une  même  puis- 
sance de  cette  lettre.  Dans  le  ni,m‘  terme  , la  puissance 
a»-«+i  Sera  multipliée  par  tous  les  produits  de  n — î dimen- 
sions que  l’on  peut  faire  avec  les  lettres  b.,  c , d , etc.  : dans 
le  ( n -4-  i am~n  sera  multiplié  par  tous  les  produits  de 
n dimensions  que  l’on  peut  faire  avec  ces  mêmes  lettres.  Or 
en  supposant  déjà  formés  les  produits  de  n — i dimensions 
que  peuvent  fournir  les  lettres  b , c,  d , etc. , abstraction  faite 
des  coefïiciens  numériques  , il  est  évident  qu’en  les  multipliant 
par  b , on  aura  tous  ceux  de  n dimensions  qui  doivent  conte- 
nir cette  léttre  en  facteur  ; et  on  aurait  de  même  tous  cenx  de  , 
n dimensions  qui  doivent  renfermer  là  lettre  c , en  les  multi- 
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pliant  par  cette  dernière  lettre  , au  lieu  de  les  multiplier  par  b ; 
mais  comme  parmi  ces  derniers  , il  y aurait  des  produits  qui 
renfermeraient  le  facteur  b , et  que  ceux-ci  sont  déjà  donnés 
par  la  première  multiplication  , il  est  clair  qu’en  multipliant 
par  c , il  faudra  opérer  seulement  sur  les  termes  de  « — 1 di- 
mensions qui  ne  contiennent  pas  le  facteur  b : réunissant  donc 
les  derniers  résultats  au  premier  , ou  aura  ainsi  tous  ceux  des 
termes  de  n dimensions  , dans  lesquels  doivent  entrer  les  lettres 
b et  c.  Par  un  semblable  raisonnement , on  trouvera  qu’en  réu- 
nissant à ces  termes  les  produits  par  d de  tous  ceux  des  termes 
de  n — i dimensions  qui  ne  renferment  ni  b ni  c ; les  produits 
par  e de  tous  ceux  qui  ne  renferment  ni  b , ni  c , ni  d , et 
ainsi  de  suite , on  parviendra  à obtenir  tous  les  produits  de 
n dimensions  qu’il  est  possible  de  faire  avec  les  lettres  b, 
c , d , e , etc. 

Nous  déduirons  de  là  la  règle  suivante  pour  former  le 
( n -f-  1 )Ume  terme  de  la  miimi  puissance  du  polynôme  a-\-b 
— I— e-f-  etc.  ordonné  par  rapport  à a , lorsque  le  nUm • terme  de 
cette  puissance  est  déjà  connu. 

Multipliez  par  - tous  les  pfbduits  des  lettres  a,  b,  c,  etc. 

«1  • 


qui  entrent  dans  le  nŒ*  terme,  par  - tous  ceux  de  ces  produits 
qui  ne  contiennent  pas  le  facteur  b , par  - tous  ceux  de  ces 


mêmes  produits  qui  ne  contiennent  ni  b , ni  C;  par  - tous  ceux 

â 


qui  ne  contiennent  ni  b , ni  c , ni  d , et  ainsi  de  suite;  enfin  , 
donnez  à chacun  de  ces  produits  ainsi  obtenus  , le  coefficient 
numérique  que  lui  assigne  la  formule  générale  (A). 


Cette  règle  étant  générale , et  le  premier  terme  du  déve- 
loppement de  (a  -f-  b -f-  c -f-d-f-  etc.)"1  étant  toujours  connu 
et  égal  à am,  il  est  évident  que  son  application  fera  trouver 
successivement  tous  les  autres. 


36 
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Examinons  plus  particulièrement  la  loi  que  suivra  le  déve- 
loppement , et , & cet  effet , considérons  un  produit  quelconque 
b^cïft1 . . . .a",— î dans  lequel  f , y , J , etc.  étant  de» 

nombres  entiers  ou  zéro  , on  ait  C -f-  y -f-  ï.  . . . < m ou  = m. 
Si  nous  supposons  cette  somme  6 -f-  y -J-  ï. . . . constante  et 
égale  à n , quelles  que  soient  d’ailleurs  les  valeurs  particulière» 

f Y é' 

des  exposans  S , y,  f. . . il  est  visible  que  b c7d  .. . ,am~* 
fera  l’expression  générales  des  produits  des  lettres  a , b , c. . , 
qui  doivent  entrer  dans  le  ternie  du  développement  de 
( a + é -4*  C -f-  etc.)”  ordonné  suivant  a,  et  dont  le  rang  est 
désigné  par 

C + y + * + etc. . . . -f-  1 = n + î.' 

Or  nous  avons  vu  plus  haut  que  le  coefficient  de  b^ cvd?...am~m, 
•st 

î . a. 3 (m — a)  (m — i)m 

1.S..VX  I.  a... y X..-X»  •»...(/»— n)  ’ 

•u , ce  qui  revient  au  même  , 

m(m — î)  (m — a). . . .(n-f-i)  n (n— î). . .3.2.  î 
i.a. . .ffx  î.a. . .y  X i.a.  .*^X. . .X  i .a. . .( m — n)* 

les  facteurs  du  numérateur  étant  consécutifs  ; ou  encore 

n(n — i)(/i — 2).. . .3.a.i  U*(m — i)(m — 

l.a...;Cx  1.2. ...y  X 1. a. i.a.3....(m — n)  * 

et  comme  on  a évidemment 

m(m — i)(m — a)...(n-f-i) m(m — i)(m — a). . .(m — n-4-i) 

i.a.3.. ..(m — n)  1.3.3....»  * 

comme  on  s’en  assure.par  la  réduction  des  deux  fraction»  au 
même  dénominateur , on  pourra  écrire  encore 

n (n — 1)  (/» — 2)  ....3.2.1 

* î.a Cx  1.3 y x î.aTTTTJltc! 

m (m — 1)  (m — a) (m — n-fi) 

/N  7 — .n  .i— - ■ — ■ * » 

1,2.3..../» 
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1.3 S x 1.3. . . .y  x ïTâ77777  etc. 

• i m — n -f-  1 


- bCc>d*. . . . 


m m- 

X7'T 


n 


représentera  généralement  les  quantités  monomes  qui  doivent 

composer  le  ( n + 1 terme  du  développement.  Or  , dans 

. , _ m m — i m *—  n - f-  i 

cette  expression,  le  facteur  — . — - — • — 


n 

1.3....» 


est 


constanf,  et  le  facteur  conjugué  

qui  est  variable  à cause  des  exposans  variables  »,  ff,  y,  etc. 
est , d’après  ce  qu’on  a vu  précédemment , le  terme  général  du 
développement  de  ( b -f-c  -f-ef.  ...)*;  donc  le  (n  1)“***  du 
développement  de  (o  -f*  b -f-  c -f~  d. . .J1",  sera 


m m — i 
1 3 


m — n-f-t 


(b +c+d )nam~\ 


et  conséquemment  en  posant  6-f-  c-j-d+. . . . — s,  ce  dé- 
veloppement deviendra 

_ , m m m — 1 __ 

a”*  -| sa?  1 -4 . sa% 

~ t 1 3 • 

4-  2 . üïzri  . ?Lz2s*ar'-*+  etc. , 

13  O 

ce  qu’on  savait  déjà. 

11  résulte  de  ce  qu’on  vient  de  dire , que  m étant  un  nombre 
entier  positif,  le  développement  de  (o-j-ù-f-c...)1"  donné  par  la 
règle  ci-dessus , revient  à celui  qu’on  obtiendrait  par  l’applica- 
tion de  la  formule  du  binôme  ; puis  donc  qu’il  est  démontré  que 
cette  formule  a lieu,  quel  que  soit  l’exposant  m , il  paraît  légi- 
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time  d’en  conclure  que  la  règle  dont  il  s’agit , pourra  être  appli- 
quée quel  que  soit  le  nombre  m. 

Il  suit  de  tout  ce  qui  vient  "d’être  dit,  i°.  que  p exprimant 
le  nombre  des  termes  du  polynôme,  et  m un  nombre  entier  po- 
sitif, la  somme  des  coefficiens  numériques  des  monomes  qui 

composent  le  développement  de  (c+  b -f-  c )",  est  p ", 

conclusion  qu’on  obtient  sur-le-champ  en  faisant  a = b = c 
r=  d =■  etc.  = 1 ; a°.  que  lorsque  l’on  connaît , abstraction 
faite  de  leurs  coefliciens , les  monomes  qui  doivent  composer 
le  développement  précédent , on  en  peut  déduire  ceux  qui 
doivent  entrer  dans  le  développement  de  (a-f-  A-f-c. . . .)m"+"1, 
toujours  abstraction  faite  de  leurs  coefliciens , de  manière  qu’il 
ne  restera  plus  qu’à  affecter  chacun  des  termes  obtenus  du  coeffi- 
cient numérique  convenable. 

Nous  sommes  donc  conduits  à nous  occuper  de  la  rechercha 
des  formules  qui  expriment  les  puissances  entières  et  de  degrés 

définis,  d’un  polynôme  a -+-.A  -f-  c , quel  que  soit  le 

nombre  de  ses  termes.  Ces  formules  peuvent  être  écrites  d’une 
manière  fort  simple  , et  les  considérations  qui  précèdent,  four- 
nissent un  moyen  facile  de  les  construire. 

Cela  posé  , désignons  par  («CycL  . . .)  la  somme  des  produits 
des  facteurs  a,  b , c , d , etc.  et  de  leurs  puissances , dans  les- 
quels les  exposans  sont  « , C , y , <L  . . . , quelles  que  soient 
d’ailleurs  les  lettres  que  ces  exposans  affectent.  Dans  le  déve- 
loppement de  (a-f-A-f-  c )"*,  il  y aura,  outre  la  classe 

des  produits  comprise  dans  l’expression  (mCyi'.  . . . ) , autant 
d’autres  classes  de  produits  qu’il  y aura  d’autres  manières  d* 

satisfaire  à la  condition  *-f-  • -f-y = m , avec  des  nombres 

positifs  entiers  ou  nuis , c’est-à-dire  qu’il  y aura  de  manières 
de  former  le  nombre  m par  addition  avec  des  nombres  com- 
pris dans  la  suite  naturelle,  depuis  r jusqu’à  m inclusivement. 
Nous  sommes  donc  conduits  à cette  question  : Trouver  toutes 
les  manières  de  former , par  addition  de  nombres  entiers  posi- 
tifs , un  nombre  donné  m. 
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Nous  indiquerons , pour  résoudre  cette  question , deux  règles 
fort  simples  •,  et  d’abord , pour  fixer  les  idées , nous  prendrons 
le  nombre  8.  Toutes  les  manières  de  le  former , sont  comprises 
dans  le  tableau  suivant,  dans  lequel  les  chiffres  écrits  les  uns 
à côté  des  autres  , sans  aucune  interposition  de  signe  , doivent 
être  considérés  comme  séparés  entr’eux  par  le  signe  -f- , et  con- 
séquemment comme  devant  être  ajoutés  ensemble  pour  former 
le  nombre  demandé. 

* 

11111111  1111113  111132  1 1223  3322  224  S* 

imi3  11123  1223  233  35 

11114  11S4  ion  44 

> n33  134  17 

iu5  116 

La  première  colonne  verticale  à gauche  , n’a  qu'un  seul  terme , 
et  quel  que  soit  le  nombre  proposé  , ce  terme  est  toujours  com- 
posé d’autant  d’unités  que  le  nombre  en  contient  : quant  aux 
autres  colonnes  , elles  se  déduisent  successivement  les  unes  des 
autres  par  la  règle  suivante. 

Pour  former  la  colonne  du  rang  r , changez  deux  unités 
en  3 dans  les  termes  de  la  ( r — 1 )ml!  colonne , trois  unités 
en  3 dans  ceux  de  la  (r — s')me  colonne,  qui  ne  renferment 
pas  2 , quatre  unités  en  4 dans  ceux  de  la  (r  — 3 co- 
lonne , qui  ne  renferment  ni  a ni  Z,  et  ainsi  de  suite , jusqu'à 
ce  que  vous  soyiez  parvenu  à la  première  colonne  dans  laquelle 
vous  changerez  r unités  en  r. 

Cette  règle  étant  générale  pour  toutes  les  colonnes  qui 
suivent  la  première  , et  celle-ci  étant  toujours  connue , il  est 
clair  qu’elle  fera  trouver  successivenÿnt  toutes  les  colonnes  qui 
doivent  composer  le  tableau  , et  par  conséquent  toutes  les  ma- 
nières de  former  par  addition  le  nombre  donné. 

On  peut  encore  disposer  le  tableau  précédent  comme  il  suit  : 
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1111112 

111122 

11222 

nni3 

11123 

1223 

s 1 1 1 4 

1124 

224 

ui5 

ia5 

233 

i îS 

26 

>7 

1 133 

8 

j 34 

• 

35 

44 

Alors  chaque  colonne  dépend  uniquement  de  celle  qui  la  pré- 
cède , et  on  forme  celle  du  rang  r par  la  règle  qui  suit  : 

Changez  dans  les  termes  de  la  (r  — i )m*  colonne , deux 
unités  en  a , puis  trois  unités  en  3 dans  tous  ceux-  de  ces 
termes  qui  ne  renferment  pas  a,  puis  quatre  unités  en  4 
tous  ceux  qui  ne  renferment  ni  a ni  3 , et  ainsi  de  suite,  et 
cm  formera  tous  les  termes  de  la  colonne  r. 

On  doit  observer  dans  l'application  de  l’une  ou  l’autre 
règle  , que  si  un  terme  d'une  colonne  sur  laquelle  on  opère  , 
ne  contient  pas  le  nombre  d’unités  requis  pour  faire  l’échange 
prescrit , ce  ternie  ne  doit  point  être  employé. 

Lorsqu’on  a obtenu  toutes  les  differentes  manières  de  faire 
par  addition  , le  nombre  m , on  a,  d’après  la-  convention 
établie  , toutes  les  classes  de  produits  qui  doivent  entrer  dans 

la  m,<w  puissance  du  polynôme  a-f-è-f-c-f- ; niais 

nous  avons  vu  que  tous  les  produits  d’une  même  classe,  doivent 
avoir  le  même  coefficient  ; on  aura  donc  une  formule  qw 

exprimera  le  développement  de  ( a -f-  b ■+•  c + )“  > en 

donnant  à chacune  des  minières  de  former  le  nombre  m * 
coefficient  qui  convient  aux  produits  dont  elle  représente  la 
somme.  En  posant , pour  abrégey , 

a -j-  b -j-  c -j~  d = P , 

et  renfermant  entre  parenthèses , toutes  les  décompositions  de 
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P‘=(>) 

P*=(a)+  2(11) 

P— (3)4-  3(ia)+-  G(m) 

p(=( 4)+  403)4-  12(112)+-  24(1111) 

+ 6(22) 

P5=(5)+-  5(i4)+- 20(1 13)+-  60(1112)+  1 
+-  10(23)+-  3o(  1 22) 

Ps=(6)-f-  6(i5)+-  3o(i i4)+-  120(1  n3)+  î 
+-  i5(a4)-+  6o(i23)+-  180(1122) 

+-  2o(33)+-  90(222) 

P— (7)+  7(1 6)+-  42(1 15)+  210(1114)+  8 
+-  ai(a5)+iô5(ia4)+  420(1  ta3)+-  12 
+•  35(34)-+i4°(|33)+-  63o(i  222) 

+•210(223) 

P»=(8)+  8(17)+  56(i  16)+  336(n  i5)+-  iS 
+ 28(26)+-i68(i25)+  840(1124)+  33 
+•  56(35)+28o(i34)+-i  120(1 1 53)+-  5o 
4-  7o(44)4-4ao(224)+i68o(i223) 
4-560(233)+-2520(Q222) 

P9=(9)4-  9(18)+-  72(117)+-  5o4(iu6)+-  3o  » 

4-  36(27)-f-a52(i26)+-i5i2(ua5)+-  75  ' 

+•  84(36)-+5o4(i35)+-252o(u34)+-ioo 
+- 1 sG(45)+756(2a5) +378o(  1 224)+-!  5 1 : 

4-63o(  144) +5o4o(  1 233) -+226- 
+- 1 a6o(234)-+756o(2223) 
4-i68o(333) 

et, ainsi  de  suite. 
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l’exposant  du  polynôme,  en  nombres  entiers  , formées  par 
l’une  ou  l'autre  des  deux  règles  ci-dessus  , et  en  dehors  les  coef- 
üciens  numériques  déduits  de  la  formule  A , on  aura  les  équa- 
tions contenues  dans  le  tableau  ci-contre. 

On  peut  appliquer  ce  qui  précède  à la  recherche  du  coeffi- 
cient dex6  déjà  calculé  (109)  : à cet  effet,  on  se  proposera  de 
calculer  successivement  les  coelficiens  de  x6  en  as,  a1,  a.3,  a’, 
a',  a0.  Considérons,  par  exemple,  le  coefficient  de  x6  en  a4. 
On  ne  devra  prendre  dans  P6  que  les  termes  dans  lesquels  les 
parenthèses  offrent  le  chiffre  4 exposant  de  a,  lesquels  sont 
3o(n4)j  i5(a4)  ; ces  termes  au  nombre  de  deux , annoncent 
deux  termes  en  a *,  l’un  multiplié  par  le  produit  de  deux  des  lettre* 
b,  c,  d,  etc.,  sous  les  exposans  1 et  t , et  l’autre  par  l’une  de 
ces  lettres  sous  l’exposant  a ; de  manière  que , dans  chacun 
de  ces  produits , l’exposant  de  x fasse  8 : ainsi  ces  termes 
seront  a4bf,  a4ce  , a4d* , les  deux  premiers  ayant  le  coefficient 
3o,  et  le  dernier  le  coefficient  i5. 

Nous  terminerons  par  les  deux  observations  suivantes  : 
p désignant  le  nombre  des  termes  du  polynôme  , m le  degré 
de  la  puissance  à développer , et  n le  nombre  des  lettres 
différentes  qui  doivent  entrer  dans  une  même  série  de  termes  , 
i°.  si  l’on  a p <C  m , toutes  les  clauses  dans  lesquelles  on  a 
n > p , doivent  être  regardées  comme  nulles  , parce  que  les 
produits  qui  leur  appartiennent,  doivent  avoir  zéro  pour  facteur  ; 
a0,  si  dans  une  classe  quelconque  représentée  par  (**...SC...yy...), 

les  exposans  «,  C,  y sont  répétés  des  nombres  de  fois  , 

exprimées  respectivement  par  *,  S1,  y’ , le  nombre  des 

produits  de  cette  classe  aura  pour  expression 

P (p—  0(p—  a)----(p  — » + ») 

1 .a. . . .m  x 1 .a G X 1 .a. . . .y  X etc.* 

Cette  dernière  remarque  fondée  sur  la  théorie  des  combinaisons, 
offre  un  moyen  de  s’assurer  que  l'on  n’omet  aucun  des  produit* 
qui  doivent  entrer  dans  la  puissance  cherchée. 
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CHAPITRE  XXIX. 


Théorie  élémentaire  des  Probabilités . 


170.  P OCR  donner  une  idée  de  l’importance  de  cette  branche 
des  mathématiques  dont  les  auteurs  d’Elémens  n’ont  rien  dit 
jusqu'ici , nous  résumerons  le  plus  succinctement  possible  le  dis- 
cours qu’on  trouve  en  tête  de  l’ouvrage  de  M.  Laplace,  ayant 
pour  titre  : Théorie  analytique  des  Probabilités , et  la  notice 
historique  qui  se  trouve  à la  Un  d’un  autfe  ouvrage  du  même 
Géomètre , intitulé  Essai  philosophique  sur  les  probabilités,  u Si 
n l’on  considère  les  méthodes  analytiques  auxquelles  la  théorie 
» des  probabilités  a déjà  donné  naissance,  et  celles  qu’elle  peut 
u faire  naître  encore,  la  justesse  des  principes  qui  lui  servent  de 
n base  , la  logique  rigoureuse  et  délicate  qu’exige  leur  emploi 
n dans  la  solution  des  problèmes  , les  établissemens  d’utilité 
u publique  qui  s’appuient  sur  elles  ; si  l’on  observe  ensuite 
n que,  dans  les  choses  mêmes  qui  ne  peuvent  être  soumises 
n au  calcul , cette  théorie  donne  les  aperçus  les  plus  sûrs  qui 
n puissent  nous  guider  dans  nos  jugemens  , et  qu’elle  apprend 
n à se  garantir  des  illusions  qui  souvent  nous  égarent  ; on  verra 
n qu’il  n’est  point  de  science  plus  digne  de  nos  méditations  , 
v et  dont  les  résultats  soient  plus  utiles.  La  théorie  des  Proba- 
n bilités,  n'est  au  fond,  que  le  bon  sens  réduit  au  calcul  : 
ti  elle  fait  apprécier  avec  exactitude  ce  que  les  esprits  justes 
n sentent  par  une  sorte  d’instinct,  sans  qu’ils  puissent  souvent 
n s'en  rendre  compte.  Cette  théorie  doit  sa  naissance  à deux 
n géomètres  français  du  dix-septième  siècle , si  fécond  en  grands 
n hommes  et  en  grandes  découvertes,  et  peut-être  de  tous  le* 
n siècles  celui  qui  fait  le  plus  d’honneur  à l'esprit  humain. 
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n Pascal  et  Fermât  se  proposèrent  et  résolurent  quelques  pro- 
v blêmes  sur  les  probabilités;  Jluyghens  réunit  ces  solutions  , 
n les  étendit  et  en  ajouta  de  nouvelles  dans  un  petit  traité , le 
n premier  qui  ait  paru  sur  cette  matière,  et  qui  a pour  titre  : 
« De  Ratiociniis  in  ludo  alecv.  Plusieurs  géomètres  s’en  occu- 
n pèrent  ensuite-,  Huddes  et  le  pensionnaire  Tf'it  en  Hollande  , 
* et  Halley  en  Angleterre , appliquèrent  le  calcul  aux  proba- 
» bilités  de  la  vie  humaine,  et  Halley  publia  pour  cet  objet  la 
n première  Table  de  Mortalité.  Vers  le  même  tems,  Jacques 
r>  Bernoulli  proposa  aux  géomètres  divers  problèmes  de  proba- 
>’  bilités  dont  il  donna  depuis  des  solutions  ; enfin  il  composa 
n son  bel  ouvrage  ayant  pour  titre  : Ars  conjectandi  qui  ne 
n parut  que  sept  ans  après  sa  mort  arrivée  en  1706.  Dans  cet 
n intervalle , Montmort  et  Moivre  firent  paraître  deux  traités 
n sur  le  calcul  des  probabilités  : celui  de  Montmort  a pour 
>1  titre  : Essai  sur  les  jeux  de  Hasard  : il  contient  de  nom— 
n breuses  applications  de  ce  calcul  aux  divers  jeux  : le  traité 
” de  Moivre,  postérieur  à celui  de  Montmort , parut  dabord 
n dans  les  Transactions  Philosophiques  de  l’année  1711  ; en- 
r>  suite  l’Auteur  le  publia  séparément , et  il  l’a  perfectionné 
r>  successivement  dans  les  trois  éditions  qu’il  en  a données, 
n Plusieurs  savans  parmi  lesquels  on  doit  distinguer  Deparcieux, 
n Kersseboom,  Tl 'argentin , Dupré-de-Saint-Maurg,  Simpson, 
n Sulmich , Price  et  Duvillard , ont  réuni  un  grand  nombre 
n de  données  précieuses  sur  les  naissances,  les  mariages  et  la 
n mortalité  ; ils  ont  donné  des  formules  et  des  tables  relatives 
r>  aux  rentes  viagères,  aux  tontines,  aux  assurances , etc.  On 
11  doit  à Daniel  Bernoulli  la  distinction  des  espérances  mathé- 
y>  matique  et  morale , le  principe  ingénieux  pour  soumettre 
« celle-ci  à l’analyse  et  l’Application  heureuse  du  Calcul  des  Pro- 
r>  habilités  à l’Inoculation.  On  doit  surtout  placer  au  nombre  des 
n idées  originales  dans  cette  matière,  la  considération  directe 
o des  possibilités  des  événemens,  tirées  des  événemens  observés  : 
n Jacques  Bernoulli  et  Moivre  supposaient  ces  possibilités 
n connues,  et  ils  cherchaient  la  probabilité  que  le  résultat  des 
n expériences  à faire,  approchera  de  plus  en  plus  de  les  repré- 
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n senter.  Bayes  dans  les  Transactions  Philosophiques  de  l’an- 
n née  1763 , a cherché  directement  la  probabilité  que  lespossi- 
n bilités  indiquées  par  les  expériences  déjà  faites  , sont  com- 
r prises  dans  des  limites  données,  et  il  y est  parvenu  d’une  ma- 
5i  nière  fine  et  très-ingénieuse  quoiqu’un  peu  embarrassée.  Cet 
n objet  se  rattache  à la  théorie  de  la  probabilité  des  causes  et 
n des  événemens  futurs , conclue  des  événemens  observés.  Enfin 
e l’une  des  plus  utiles  applications  du  calcul  des  probabilités, 
n concerne  les  milieux  qu’il  faut  choisir  entre  les  résultats 
1»  des  observations  ; plusieurs  géomètres  s’en  sont  occupés , et 
e r&grange  a publié  dans  les  Mémoires  de  Turin , une  belle 
n méthode  pour  déterminer  ces  milieux  quand  la  loi  des  erreur» 
n des  observations  est  comme,  n 

171 . Supposons  que  sur  trois  ou  un  plus  grand  nombre  d’évé- 
nemens  , un  seul  doive  exister  : si  rien  ne  porte  à croire  que 
l’un  d’eux  arrivera  plutôt  que  les  autres  , il  est  impossible  de 
prononcer  avec  certitude  sur  leur  existence  : il  est  cependant 
probable  qu’un  de  ces  événemens , pris  à volonté , n'arrivera 
pas , parce  que  sur  divers  cas  pour  nous  également  possibles , 
nous  en  voyons  plusieurs  qui  excluent  son  existence,  tandis 
qu’un  seul  la  favorise. 

17a.  La  théorie  des  probabilités  consiste  à réduire  tous  les 
événemens  du  même  genre  qui  peuvent  avoir  lieu  , dans  une  cir- 
constance donnée,  à un  certain  nombre  de  cas  également  pos- 
sibles, c’est-à-dire,  tels  que  nous  soyons  également  indécis  sur 
leur- existence,  et  à déterminer,  parmi  ces  cas,  le  nombre  de  ceux 
qui  sont  favorables  à l’événement  dont  on  cherche  la  probabilité. 
Le  rapport  de  ce  nombre  des  cas  favorables  à celui  de  tous  les 
cas  possibles  , est  la  mesure  de  ce  quon  nomme  probabilité, 
qui  n’est  conséquemment  qu’une  fraction  dont  le  numérateur  est 
le  nombre  des  cas  favorables,  et  le  dénomiuatenr  le  nombre 
des  cas  possibles. 

173.  La  notion  précédente  de  la  probabilité  suppose  qu’en 
faisant  croître  dans  le  même  rapport  le  nombre  des  cas  favo- 
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râbles  et  celui  des  cas  possibles , la  probabilité  reste  la  même. 
Pour  s’en  convaincre  , que  l’on  considère  deux  urnes  A et  B , 
dont  la  première  contienne  quatre  boules  blanches  et  deux 
noires,  et  dont  la  seconde  ne  renferme  que  deux  boules  blanches 
et  une  noire  : on  peut  imaginer  les  deux  boules  noires  de  la 
première  urne  , attachées  par  un  G1  qui  se  rompt  au  moment 
où  l’on  saisit  l'une  d’elles  , et  les  quatre  boules  blanches  for- 
mant deux  systèmes  semblables.  Toutes  les  chances  qui  feront 
saisir  l'une  des  boules  du  système  noir , amèneront  une  boule 
noire.  Si  l’on  conçoit  maintenant  que  les  GU  qui  unissent  les 
boules,  ne  puissent  se  rompre,  il  est  clair  que  le  nombre  des 
chances  possibles  ne  changera  pas , non  plus  que  celui  des 
chances  favorables  à l’extraction  des  boules  noires  ; seulement 
on  tirera  de  l’urne  deux  boules  à la  fois  au  lieu  d’une  : la  pro- 
babilité d’extraire  une  boule  noire  , sera  donc  la  même  qu'au- 
paravant  ; mais  alors  on  a évidemment  le  cas  de  l’urne  B , 
avec  la  seule  différence  que  les  trois  boules  de  cette  dernière  , 
sont  remplacées  par  trois  systèmes  de  deux  boules  invariable- 
ment unies.  La  probabilité  de  tirer  une  boule  noire  de  l’urne 
A , lorsque  le  G1  se  rompt,  est  \ , puisqu'il  y a deux  boules 
noires  sur  six  boules  ; et  celle  de  tirer  une  boule  noire  de  l’urne 
U,esti=|.  g 

174.  Lorsque  tous  les^cas  possibles  sont  favorables  à un 
événement , sa  probabilité  se  change  en  certitude  , et  son  ex- 
pression devient  égale  à l'unité. 

175.  Dans  les  choses  qui  ne  sont  que  vraisemblables,  la  dif- 
férence des  données  que  chaque  homme  a sur  elles , est  une  des 
causes  principales  de  la  diversité  des  opinions  qui  ont  lieu  sur  les 
mêmes  objets.  Supposons,  par  exemple,  que  l’on  aittrois-urnes  A, 
B et  C dont  une  ne  contienne  que  des  boules  noires , tandis  que  les 
autres  ne  renferment  que  des  boules  blanches  : on  doit  tirer  une 
boule  de  l’urne  C , et  l’on  demande  la  probabilité  que  cette  boule 
sera  noire  : si  l’on  ignore  quelle  est  celle  des  trois  urnes  qui 
ne  renferme  que  des  boules  noires  , eusorte  que  l’on  n’ait  aucune 
raison  de  croire  qu’elle  est  plutôt  C que  B ou  A,  ces  trois 
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hypothèses  paraîtront  également  possibles  ; ensofte  que  la  pro- 
babilité d'extraire  une  boule  noire , est  un  tiers  , puisque  sur 
trois  extractions  d’une  boule  de  chacune  des  urnes , il  n’y  eu 
a qu’une  qui  amène  une  boule  noire  : ici  le  nombre  des  tirages 
est  celui  des  cas  possibles  sur  lesquels  il  n’existe  qu’un  seul  cas 
favorable  à l'événement  que  l’on  considère.  Mais  si  l’on  sait 
que  l’urne  A ne  contient  que  des  boules  blanches  , l’indécision 
ne  portera  plus  que  sur  les  urnes  B et  C , et  la  probabilité 
que  la  boule  extraite  de  l’urne  C est  noire  , est  un  demi. 
Enfin,  cette  probabilité  se  change  en  certitude , -si  l’on  est 
assuré  que  les  urnes  A et  B ne  contiennent  que  des  boules 
blanches. 

Nous  allons  poser  les  principes  généraux  du  calcul  des  pnv 
habilités  dont  nous  ferons  ensuite  l’application  à une  série  de 
questions. 

1 76.  Premier  principe.  Le  premier  de  ces  principes  est  la 
difmition  même  de  la  probabilité  qui,  comme  on  l’a  vu  (127), 
est  le  rapport  du  nombre  des  cas  favorables  à celui  de  tous  les 
cas  possibles  ; l’énumération  de  ces  deux  espèces  de  cas  peut 
présenter  de  grandes  difficultés. 

177.  Deuxième  principe.  Ce  que  nous  venons  de  dire  sup- 
pose les  diffiérens  cas  également  pos%>les  : s'ils  ne  le  sont  pas  , 
on  déterminera  d abord  leurs  possibilités  respectives  dont  la  juste 
appréciation  est  Hun  des  points  les  plus  délicats  de  la  théorie 
des  hasards  : alors  la  probabilité  sera  la  somme  des  possibilités 
de  chaque  cas  favorable.  Éclaircissons  ce  principe  par  un 
exemple. 

Supposons  que  l’on  projette  en  l’air  une  pièce  large  et  très- 
mince  dont  les  deux  faces  opposées  que  nous  nommerons  croix 
et  pile  soient  parfaitement  semblables.  Cherchons  la  probabi- 
lité d’amener  croix  une  fois-,  au  moins , en  deux  coups.  Il  est 
clair  qu’il  peut  arriver  quatre  cas  également  possibles  : savoir 
croix  au  premier  et  au  second  coup  -,  croix  au  premier  coup 
et  pile  au  second;  pile  au  premier  coup  et  croix  au  second  ; 
enfin  pile  aux  deux  coups.  Les  trois  premiers  cas  sont  favorables 
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à l’événement  dont  on  cherche  la  probabilité  qui  par  conséquent 
est  égale  à j,  e'nsorte  qu’il  y a trois  contre  un  à parier  que  croix 
arrivera,  au  moins , une  fois  en  deux  coups.  On  peut  ne  comp- 
ter à ce  jeu  que  trois  cas  différens , savoir  : croix  au  premier 
coup,  ce  qui  dispense  d’en  jouer  un  second;  pile  au  premier 
coup  et  croix  au  second  ; enfin  pile  au  premier  et  au  second 
coup  : cela  réduirait  la  probabilité  à § , si  l’on  considérait  ces 
trois  cas  comme  étant  également  possibles.  Mais  il  est  visible 
que  la  probabilité^ d’amener  croix  au  premier  coup  , est  ^ . tandis 

que  celle  de  chacun  des  deux  autres  est  ^ = j.  (III*  Princ.) 

Maintenant,  si , conformément  au  second  principe,  on  ajoute  la 
possibilité  j de  croix  au  premier  coup,  à la  possibilité  j de  pile 
au  premier  coup  et  croix  au  second,  on  aura,  comme  ci-dessus, 

5 pour  la  probabilité  cherchée.  Nous  avons  ici  réduit  les  divers 
cas  à des  cas  également  possibles. 

178.  Troisième  principe.  Un  des  points  les  plus  délicats  delà 
théorie  des  probabilités  , et  celui  qui  prête  le  plus  aux  illusions  , 
est  la  manière  dont  les  probabilités  augmentent  ou  diminuent  par 
leurs  combinaisons  mutuelles.  Si  les  événemens  sont  indépendans 
les  uns  des  autres , la  probabilité  de  leur  existence  simultanée  , 
est  le  produit  de  leurs  probabilités  particulières.  Ainsi  la  proba- 
bilité d’amener  un  as  avec  un  seul  dé , étant  un  sixième  , puis- 
que sur  ses  six  faces , il  n’en  est  qu’une  qui  offre  un  as  ; celle 
d’amener  deux  as  , en  projetant  deux  dés  à la  fois  , est  un 
trente-sixième  : en  effet,  chacune  des  faces  de  l’un  des  dés, 
pouvant  se  combiner  avec  les  six  faces  de  l’autre,  il  y a trente 
•ix  cas  également  possibles  parmi  lesquels  un  seul  donne  les 
deux  as.  La  fraction  ~ est  aussi  la  probabilité  d'amener 
deux  fois  de  suite  un  as  avec  un  seul  dé , lorsqu’on  suppofe. 
les  faces  parfaitement  égales  : dans  ce  cas , la  probabilité  d’a-  ' 

mener  un  as  m fois  de  suite  , est  Généralement,  la  proba- 
bilité qu’un  événement  simple  et  dans  les  mêmes  circonstances , 
arrivera  de  suite  un  nombre  donné  défais,  est  égale  à la  pro- 
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habilité  de  cet  événement  simple,  élevée  à une  puissance  indi- 
quée par  ce  nombre  : or  les  puissances  successives  d’uue  fraction 
plus  petite  que  l’unité  , diminuant  sans  cesse , un  événement  qui 
dépend  d’une  suite  fort  grande  de  probabilités , peut  devenir 
extrêmement  peu  vraisemblable. 


179.  Quatrième  principe,  lorsque  deux  événemens  dépen- 
dent l'un  de  P autre,  la  probabilité  de  P événement  composé  est  le 
produit  de  la  probabilité  du  premier  de  ces  événemens , par  la 
probabilité  que  cet  événement  étant  arrivé , Poutre  aura  lieu. 

Nommons  p le  nombre  des  cas  possibles  relatifs  au  premier 
événement , et  p'  celui  des  cas  qui  lui  sont  favorables  : nom- 
mons q le  nombre  des  cas  possibles  relatifs  au  second  évé- 
nement , qui  correspondent  à chacun  des  cas  p , et  q'  le  nombre 
des  cas  qui  lui  sont  favorables  : le  nombre  de  tous  les  cas 
possibles  relatifs  à l’événement  composé,  sera  évidemment  pq  , 
et  le  nombre  des  cas  favorables  à cet  événement , sera  p'q'  : 

T* -J  jJ  ^ 

sa  probabilité  sera  donc  L (176);  or  — est  la  probabilité 

du  premier  événement,  et  est  la  probabilité  que  le  premier 

événement  étant  arrivé,  le  second  aura  lieu , puisque  le  nombre 
des  cas  favorables  à l’événement  composé  , étant  p'q' , celui  des 
cas  possibles  est  p'q  , en  observant  que  le  second  événement 
n’est  possible  qu’autant  que  le  premier  a lieu  ; mais  la  pro- 
babilité est  le  produit  des  deux  fractions  — et  ; 

pq  r p pq 

donc  , etc. 

Ainsi,  dans  le  cas  précédent  (175)  des  trois  urnes  A,  B,  C, 
dont  deux  ne  contiennent  que  des  boules  blanches  , et  dont  la 
tttjisième  ne  renferme  que  des  boules  noires  , la  probabilité  de 

tirer  une  boule  blanche  de  l’urne  C,  est  5=  — , puisque  deux  des 

trois  unies  ne  contiennent  que  des  boules  de  cette  couleur  ; 
mais  lorsqu'on  a extrait  une  boule  blanche  de  l’urne  C , l’in— 
décision  relative  à celle  des  urnes  qui  ne  renferme  que  des 


"bigitized  by  Google 


ALGÉBRIQUE.  Ï>j5 

boules  noires,  ne  portant  plus  que  sur  les  urnes  A et  B , la 
probabilité  d’extraire  une  boule  blanche  de  l’urne  B , devient 

J = i : le  produit  de  j par  ~ , c’est-à-dire , 3 , est  donc  la  pro- 

babilité de  tirer  à la  fois  des  urnes  B et  C deux  boules  blanches. 
On  voit  par  cet  exemple  , l’influence  des  événemens  passés  sur  la 
probabilité  des  événemens  futurs;  car  la  probabilité  d’extrairs 
une  boule  blanche  de  l’urne  C , qui  primitivement  est  3 , se 
réduit  à ■; , lorsqu’on  extrait  une  boule  blanche  de  l’urne  B ; 
elle  se  changerait  en  certitude , si  l’on  avait  extrait  une  boule 
noire  de  la  même  urne.  Ce  cas  revient  à celui  d’une  seule 
urne  renfermant  deux  boules  blanches  et  une  noire.  En  gé- 
néral , l’urne  ne  contenant  qu’une  boule  noire  sur  un  nombre 
quelconque  de  boules  blanches , les  chances  pour  et  contré 
l’extraction  d’une  boule  blanche  , tendent  vers  l’égalité  , à me- 
sure qu'on  extrait  une  boule  blanche. 


180.  Cinquième  principe,  ha  probabilité  d’un  événement 
futur,  tirée  dun  événement  observé , est  le  quotient  de  la  divi- 
sion de  la  probabilité  de  f événement  composé  de  ces  deux 
événemens  , et  déterminé , à priori , par  la  probabilité  de  l'évé- 
nement observé  , déterminé  pareillement  à priori. 

En  considérant  comme  événement  composé , l’événement 
observé  joint  à l’événement  futur,  et  désignant  par  Z la  pro- 
babilité de  l’événement  composé  , par  X celle  de  l’événement 
observé,  et  par  Y celle  de  l’événement  futur,  on  a,  d'après 
le  principe  précédent, 

Z = X X Y,  d’où  Y = |; 

donc  , etc. 

Dans  l’exemple  précédent , la  probabilité  de  l’événement 
composé , a été  trouvée  = 3 = Z ; celle  de  l’événement  observé 


2 

est  3 = X , et  on  a Y = ^ = 5 qui  est , eu  effet , la  probabilité 

yV 


de  l’événement  futur , ou  de  l’extraction  d’uue  boule  blanche 
de  l’urne  B.  • 


1 
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Nous  appliquerons  ce  principe  à la  solution  d’une  seconde 
question. 

Problème  Ier.  Supposons  qu'une  urne  renferme  trois  boules, 
parmi  lesquelles  il  s'en  trouve  de  blanches  et  de  noires  ; 
qu après  avoir  tiré  une  boule  , on  la  remette  dans  l’urne , 
pour  procéder  à un  nouveau  tirage  , et  que  sur  m tirages  , 
on  n’ait  amené  que  des  boules  blanches  ; on  demande  la 
probabilité  de  n’amener  que  des  boules  noires  dans  les  m' 
tirages  suivons  ? 

Il  est  clair  qu’on  ne  peut  faire  ici  que  quatre  hypothèse* 
qui  seront  les  causes  de  l’événement  observé  : les  boules  peuvent 
être  ou  toutes  blanches , ou  deux  blanches  et  une  noire  , ou  une 
blanche  et  deux  noires , ou  enfin  toutes  noires.  Considérons  ces 
hypothèses  comme  autant  de  causes  de  l’événement  observé  , 
qui  est  l’extraction  de  boules  blanches  dans  les  m premiers 
tirages , et  cherchons  les  probabilités  de  cet  événement , re- 
latives à chacune  de  ces  causes  : 1°.  la  probabilité  relative  à la 
première  cau^e , est  1 ; a*,  celle  d’amener  une  boule  blanche  sur 

deux  blanches  et  une  noire  , est  g , et  la  probabilité  de  l’a- 

mener  m fois  de  suite , est  — ( IIIe  Princ.  ) ; 3°  celle  d’ame- 

ner  m fois  de  suite  une  boule  blanche  sur  une  blanche  et  deux 

noires,  est  4**  celle  eafin  d’amener  une  boule  blanche  sur 

trois  noires , est  zéro.  Ainsi  les  probabilités  de  l’événement 
observé , relatives  aux  causes  ou  hypothèses  ci-dessus  , sont 


a"  1 

» ëm  » * °- 


Comme  ces  quatre  hypothèses  sont  également  possibles  , le 
quart  de  leur  somme,  c’est-à-dire, 


Y t /3m  -f  a”  -f  i\ 

3m  ~J* 

sera  la  probabilité  de  l’événement  observé,  déterminé  à priori. 
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Il  faut  donc  maintenant  chercher  la  probabilité  de  l’événement 
composé , c’ast-à-dire , celle  d'amener  m boules  blanches  dans 
les  m premiers  tirages  , et  m'  lAmles  noires  dans  les  m' tirages 
suivans  , parce  que  , d'après  le  cinquième  principe  , en  divisant 
la  probabilité  de  l’événement  composé  par  celle  de  l’événement 
observé , on  obtient  la  probabilité  de  l’événement  Futur , c'est- 
à-dire  , celle  d’amener  ni  boules  noires  dans  les  m'  tirages 
qui  suivent  les  m premiers.  Cherchons  donc  les  probabilités 
d’amener  m boules  blanches  dans  les  m premiers  tirages  , et 
m'  boules  noires  dans  les  m'  tirages  suivans  : on  voit  d’abord 
que  ces  probabilités  sont  nulles  dans  la  première  et  la  dernière 
hypothèse  ; que  la  probabilité  d’amener,  dans  la  second'e  hy- 
pothèse, successivement  m boules  blanches  et  m' boules  noires  , 
est  exprimée , d’après  le  quatrième  principe  , par 

a™  t a"1 

gs  X » 

et  que  la  probabilité  d’amener,  dans  la  troisième  hypothèse,- 
m boules  blanches  et  m'  boules  noires  successivement , est , 

2m' 

d’après  le  même  principe  , exprimée  jpar  ; ensorte  que 

ces  probabilités  sont 

• . a<n  am' 

° ’ guM-rn'  * gm-t-m'  > 0 > 

• 

et  comme,  « priori,  les  quatre  hypothèses  sont  également 
possibles  , la  probabilité  de  l’événement  composé,  sera  le  quart 
de  la  somme  des  quatre  probabilités  précédentes  , c’est-à- 

dift , Z = (2  donc  ' 

y am  -4-  a™' 

~ 3'”'  (3“+  a,n  -f-  j ) 

sera  la  probabilité  cherchée. 

Supposons  quatre  boules  dans  l’urne  , ên  conservant  toutes 
les  autres  données  et  conditions  de  là  question.  On  ne  peut 

37 
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faire  que  ces  quatre  hypothèses  : ou  toutes  les  boules  sont 
blanches , ou  trois  sont  blanches  et  une  noire  , pu  deux  sont 
blanches  et  deux  noires  , ou  une  est  blanche  et  trois  sont 
noires , ou  enfin  les  quatre  boules  sont  noires.  Les  probabilités 
d’amener  d’abord  m boules  blanches  de  suite  dans  les  quatre 
hypothèses  faites  ci-dessus , sont 


3 " a"1  i 


la  probabilité  de  l’événement  observé , déterminée  à priori , 
sera  donc 

y—1  /4m  + 3"  -f  a"  -f-  1\ 

S\  4*  / 

les  probabilités  d'amener  d'abord  m boules  blanches  , puis 
m'  boules  noires  dans  les  quatre  mêmes  hypothèses , sont 


3™ 


2"i 

w 9 n-H»7  9 

+ 

La  probabilité  de  l’événement  composé , sera  le  cinquième  de 
la  somme  des  cinq  probabilités  précédentes , c’est-à-dire  t 

1 + o.m+m'  -(-  5"\ 


3”*' 


, i ^3”  -f-  a"+m'  + 5*^ 

1 5 v,  . ;; 


4*H"*' 

donc  la  probabilité  cherchée  sera 

Zm  4-  am+m'  4-  3"*' 


Y = 


4",(4’n  + 3'"-f-aM4-iy 


Pour  m = 1 , cette  formule  devient 

3+a™'-*-4-3”' 

10X4-'  * 

et  elle  exprime  la  probabilité  de  n’amener  que  des  boules 
noires  dans  les  m' tirages  qui  suivent  le  premier  qui  a donné 
une  boule  blanche. 

Si  le  nombre  des  boules  blanches  égale  celui  des  noires  , la 
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probabilité  de  n’amener  que  des  boules  noires  dans  m' tirages , 


/m  | 

est  — — , X~;  = ^7;  elle  surpasse  la  précédente,  lorsque  mr  est 


égal  ou  moindre  que  5 ; mais  elle  lui  devient  inférieure,  lorsque  m' 
surpasse  5 , quoique  la  boule  blanche  extraite  de  l’urne  au  pre- 
mier tirage , indique  une  supériorité  dans  le  nombre  des  boules 
blanches.  L’explication  de  ce  paradoxe  tient  à ce  que  cette  indi- 
cation fournie  par  la  première  sortie  d’une  boule  blanche, 
n’exclut  point  la  supériorité  des  boules  noires  , elle  la  rend  seu-  ’ 
lement  moins  probable  ;j|l  lieu  que  la  supposition  d’une  égalité 
parfaite  entre  le  nombre  des  boules  blanches  et  celui  des  noires , 
exclut  cette  supériorité  : or  cette  supériorité , quelque  petite 
que  soit  sa  probabilité , doit  rendre  la  probabilité  d’amener 
de  suite  m boules  noires , plus  grande  que  dans  le  cas  de  l’égalité 
des  couleurs , lorsque  m' est  considérable. 

Le  principe  suivant  est  relatif  à la  probabilité  des  causes  , 
tirée  des  événemens  observés.  ~ . - 


181.  Sixième  principe.  Si  un  événement  observé  peut  résulter 
de  n causes  différentes , la  probabilité  de  F existence  cF  une  quel- 
conque de  ces  causes , est  une  fraction  dont  le  numérateur  est  la 
probabilité  de  Févénement,  résultante  de  cette  cause,  et  dont  le 
dénominateur  est  la  somme  des  probabilités  semblables  relatives 
à toutes  les  causes. 

Considérons , en  effet , comme  événement  composé , l’évé- 
nement observé  résultant  d’une  des  n causes  : la  probabilité 
de  cet  événement  composé , probabilité  que  nous  désignerons 
par  E , sera  , en  vertu  du  quatrième  principe  , égale  au  produit 
de  la  probabilité  F de  l’événement  observé , par  la  probabilité 
que  cet  événement  ayant  lieu , la  cause  dont  jl  s’agit  existe  , 
probabilité  qui  est  celle  de  la  cause  , tirée  de  l’événement  ob- 
servé , et  que  nous  désignerons  par  P.  On  aura  donc 


E = F x P , d’où  P bs 

• • 

La  probabilité  E de  l’événement  composé , est  le  produit  de 
la  probabilité  H de  la  cause  par  la  probabilité  que  cette  cause 

37.. 
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ayant  lieü  , l’événement  arrivera  : or  toutes  les  n causes  étant  / 
à priori,  également  possibles,  la  probabilité  que  l'une  quel- 
conque d’elles  aura  lieu,  est  - ; on  a donc 

* 

E = — ; donc  P = 

n ». 


La  probabilité  F de  l’événement  observé  , est  la  somme  de 

tous  les  E relatifs  à chaque  cause  a si  donc  on  désigne  par 

H ^ H 

S.—  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  — , on  aura 
. n n 


±H 

ainsi  l’équation  P = deviendra 


Ih 

p = ■!Lh  = 

s. 5 

n 


H 

S. H * 


ce  qui  rend  le  principe  énoncé. 

Si  les  diverses  causes  considérées  à priori,  sont  inégalement 
probables,  il  faut  au  lieu  de  la  probabilité  de  t événement , ré- 
sultante de  chaque  cause , employer  le  produit  de  cette  probabi- 
lité par  la  cause  elle-même. 


Ce  sixième  principe  est  le  fondement  de  l’analyse  des  ha- 
sards, qui  consiste  à remonter  des  événemens  aux  causes. 

Le  principe  suivant  n’a  besoin  que  d’étre  énoncé,  et  d’ailleurs 
l’application  que  nous  en  ferons  à la  solution  du  problème 
premier , en  mettra  la  vérité  darçs  toute  son  évidence. 

• • 

i8a.  Septième  principe.  La  probabilité  d'un  événement  futur , 
met  la  somma  des  produits  de  la  probabilité  de  chaque  causa, 


t 
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tirée  de  l’événement  observé,  par  la  probabilité  que  cette  cause  t 
existant , ü événement  futuf  aura  lieu. 

Dana  la  question  traitée  (180) , les  probabilités  de  chaque 
cause , tirées  de  l’événement  observé , et  exprimées , d’après 

le  sbdè&e  principe , par  P = % - , sont 

J & . il 


3m  3™  1 

1 » 3"+  am+  t ' 3m-f  a”-}-  1 * °’ 

• 

Les  probabilités  de  l’événement  futur,  relatives  à ces  causes 
qui  sont  les  quatre  hypothèses  faites  plus  haut , c’est-à-dire  , 
celles  de  n’amener  que  des  boules  noires  dans  les  m'  litages 
qui  suivent  les  m premiers  , sont  zéro  pour  la  première  hy- 

1 g«' 

pothèse , pour  la  seconde,  ^ pour  la  troisième,  et  1 

pour  la  quatrième  : ainsi  les  probabilités  de  l’événement 
futur , tirées  de  ces  causes  , sont 


1 3ro' 

0 » 31»'  > » 1 » 


la  somme  des  produits  respectifs  des  probabilités  précédentes 
par  celles-ci , est  ^ 

am  _|_ 

3"'  (3“+  a*^-  0* 

somme  ci-dessus. 

t 

Problème  II.  Soit  une  urne  qui  ne  renferme  que  deux  boules 
dont  chacune  puisse  être  ou  blanche  ou  noire < : on  extrait  une 
de  ces  boules  que  ton  remet  ensuite  dans  [urne,  pour  procéder 
à un  nouveau  tirage  : supposons  que,  dans  les  deux  premiers  ti- 
rages , on  ait  amené  des  boules  blanches  ; on  demande  la  pro- 
babilité £ amener  encore  une  blanche  au  troisième  tirage  ? 

On  ne  peut  faire  ici  que  ces  deux  hypothèses  : ou  l’une  des 
boules  est  blanche  et  l’autre  noire,  ou  toutes  deux  sont  blanches. 
Dans  la  première  hypothèse  qui  e»t  une  cause  , la  probabilité  li 
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de  l’événement  observé , est  - , parce  que  celle  d'amener  une 

4 • 

boule  blanche  au  premier  tirage , étant  - , et  cette  probabi- 
lité restant  la  même  en  passant  du  premier  au  second  tirage  , 

* 

devient  - X - = -,  ; H est  l'unité  ou  la  Certitude  dans  la 
a a 4 

seconde  hypothèse  : ainsi  en  regardant  ces  hypothèses  comme 
autant  de  causes , on  aura , par  le-  sixième  principe , et  en 


vertu  de  la  formule  P = 


snr 


p _4  > 

y— T-  5 * 


P ' 4 

P T 5 


pour  leurs  probabilités  tirées  de  l’événement  observé,  Or  si  la 
première  hypothèse  a lieu , la  probabilité  d’extraire  une  boule 

blanche  au  troisième  tirage , est  i , puisque  l’urne  ne  contient 

toujours  qu'une  boule  blanche  et  une  boule  noire  ; elle  égale 
l’unité  dans  la  seconde  hypothèse  : en  multipliant  ces  dernières 
probabilités  par  celles  des  hypothèses  correspondantes , la  somme 

des  produits  qu’on  trouve  égale  à , mesure  la  probabilité 

d'extraire  une  boule  blanche  au  troisième  tirage. 


Problème  III.  On  a extrait  un  numéro  S une  urne  qui  en 
renferme  mille  : un  témoin  de  ce  tirage  annonce  que  le  n*  73 
est  sorti  ; on  demande  la  probabilité  de  cette  sortie  ? 

* . 

Supposons  que  l'expérience  ait  fait  connaître  que  ce  témoin 
trompe  une  fois  sur  dix  , ensorte  que  la  probabilité  de  son 

témoignage  soit  ki  l’événement  observé  est  le  témoin  at- 

^ testant  que  le  n'  79  est  sorti.  Cet  événement  peut  résulter  de* 
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deux  hypothèses  suivantes , savoir , que  le  témoin  énonce  la 
vérité  ou  qu’il  trompe.  Suivant  le  principe  précédent  sur  la 
probabilité  des  causes  tirée  des  événemens  , . il  faut  d'abord 
déterminer,  à priori , la  probabilité  de  L'événement  dans  chaque 
hypothèse  qui  est  une  cause.  Dans  la  première  , la  probabilité 
que  le  témoin  annoncera  le  n*  7g , est  la  probabilité  même 

de  la  sortie  de  ce  numéro , c'est-à-dire  — - — : en  latnultipliant 
par  la  probabilité  de  la  véracité  du  témoin  , on  aura 

— - p0ur  Ja  probabilité  de  l’événement  observé  dans  cette 

1000  r r 

hypothèse.  Si  le  témoin  trompe , le  n°  79  ne  sera  pas  sorti , et 
la  probabilité  de  cette  non-sortie,  est  : mais  pour  an- 
noncer la  sortie  de  ce  numéro  , le  témoin  doit  le  choisir  parmi 
les  999  numéros  non-sortis  ; et  comme  il  est  supposé  n’avoir 
aucun  motif  de  préférence  pour  les  uns  plutôt  que  pour  les 

autres  , la  probabilité  qu’il  choisira  le  n°  79,  est  : en 
multipliant  donc  cette  probabilité  par  la  précédente  , on  aura 
pour  la  probabilité  que  le  témoin  annoncera  le  n°  79 
dans  la  seconde  hypothèse,  : il  faut  encore  multiplier  cette  pro- 
.oilité  par  la  probabilité  f — de  l’hypothèse  elle-même  , qui 
est  la  probabilité  que  le  témoin  trompe , ce  qui  donnera 
— - — pour  la  probabilité  de  l’événement  relative  à cette  Bv- 

JOOOO  r r J 

pothèse.  Présentement  si  l’on  forme  une  fraction  dont  le  nu- 
mérateur soit  la  probabilité  relative  à la  première  hypothèse , 
et  dont  le  dénominateur  soit  la  somme  des  probabilités  rela- 
tives aux  deux  hypothèses  ou  aux  deux  causes , on  aura  la 

probabilité  de  la  première  hypothèse  = qui  est  la  proba- 
bilité même  de  la  véraqgé  du  témoin , et , en  même  temps , 


1 


* 


- \ 


j 
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la  probabilité  de  la  sortie  du  n°  79.  La  probabilité  du  men- 
songe du  témoin  et  de  la  non-sortie  de  ce  numéro  , sera  — . 

• 1Û 

M.  Laplaee,  résout  encore  cette  question  ; Une  urne  renferme 
qqg  boules  noires  et  une  boule  blanche  : une  boule  en  ayant 
été  extraite  , un  témpin  du  tirage  annonce  que  cette  boule  est 
blanche.  M.  Laplaee  fait  ces  quatre  hypothèses  qui  sont  quatre 
causes  de  ^événement  observé,  savoir,  1°.  celle  du  témoin  ne 
trompant  point  et  ne  se  trompant  point  ; a°.  celle  du  témoin  ne 
trompant  point  et  *e  trompant;  3°.  celle  du  témoin  trompant  et  ne 
se  trompant  point;  4°.  celle  du  témoin  trompant  et  se  trompant. 

183.  La  probabilité  des  événemens  sert  à déterminer  l'es- 
pérance et  la  crainte  des  personnes  intéressées  à leur  exis- 
tence. Le  mot  espérance  a diverses  acceptions  ; il  exprime 
généralement  l’avantage  de  celui  qui  attend  un  bien  quelconque, 
dans  des  suppositions  qui  ne  sont  que  vraisemblables.  Dans  la 
théorie  des  hasards  , cet  avantage  est  le  produit  de  la  somme 
espérée , par  la  probabilité  de  l’obtenir  : c’est  la  somme  partielle 
qui  doit  revenir , lorsqu’on  11e  veut  pas  courir  les  risques  de 
l’événement , en  supposant  que  la  répartition  de  la  somme 
entière , ye  fasse  proportionnellement  aux  probabilités.  Cette 
manière  de  la  répartir  est  la  seule  équitable  , quand  on  fait 
abstraction  de  toute  circonstance  étrangère  , parce  qu’avec  un 
égal  degré  de  probabilité , on  a un,  droit  égal  sur  la  somme 
espérée.  Nous  nommerons  cet  avantage  espérance  mathéma- 
tique , pour  le  distinguer  de  l'espérance  morale  sur  laquelle 
nous  reviendrons  bientôt. 

184.  Huitième  principe.  Lorsque  l’espérance  mathématique 
dépend,  de  plusieurs  événemens  , on  l’obtient  en  prenant  lasomme 
des  produits  de  la  probabilité  de  chaque  événement , par  le  bien 
attaché  à son  arrivée.  Dans  le  cas  le  plus  simple , cette  espé- 
rance est  le  produit  de  la  valeur  absolue  du  bien  espéré , par 
lu  probabilité  de  l'obtenir. 

Problème  IV.  Supposons  qu'au  jeu  de  croix  et  pile , Paul 
reçoive  deux  francs , s’il  amène  croix  au  premier  coup  , et  cinq 
frajics , s'il  ne  ramène  qu'au  second  ; on  demande  quelle  es( 
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la  somme  que  Paul  doit  donner  d'avance  à celui  qui  lui  fait 
cet  avantage , en  observant  que,  pour  légalité  du  jeu  , la  mise 
doit  être  égale  à l'avantage  qu'il  procure  ? 

Eu  multipliant  af  par  la  probabilité  ; du  premier  cas,  et 
5f  par  la  probabilité  [ du  second  cas , la  somme  des  produit* 
est  deux  francs  et  un  quart , mise  cherchée. 

Si  Paul  reçoit  deux  francs  , en  amenant  croix  au  premier 
coup , et  cinq  francs  en  l’amenant  au  second  coup , soit  qu’il 
l’ait  ou  Don  amenée  au  premier,  il  faut  alors  distinguer  quaire 
cas  , savoir  : croix  au  premier  et  au  second  coup  ; croix  au 
premier  coup  et  pile  au  second  ; pile  au  premier  coup  et  croix 
au  second  ; enfin  pile  aux  deux  coups.  Paul  reçoit  sept  franc» 
dans  le  premier  cas  , deux  francs  dans  le  second  , cinq  franc» 
dans  le  troisième  , et  rien  dans  le  quatrième.  La  probabilité  de 
chacun  des  cas  est  j : en  multipliant  donc  par  ÿ la  somme 
correspondante  à chaque  cas  , et  ajoutant  ces  produits  , on 
aura  trois  francs  et  demi  pour  l'avantage  de  Paul , et  consé- 
quemment pour  sa  mise  au  jeu. 

Paul  joue  à croix  et  pile  avec  la  condition  de  recevoir  deux 
francs  s’il  amène  croix  au  premier  coup  , quatre  francs  s’il  ne 
l’amène  qu’au  second , huit  francs  s’il  ne  l’amène  qu’au  troi- 
sième , et  ainsi  de  suite  ; sa  mise  au  jeu  doit  être  , par  le  prin- 
cipe précédent,  égale  au  nombre  des  coups  ; ensorte  que  si 
la  partie  continue  à l’infini  , la  mise  'doit  être  infinie.  Cepen- 
dant aucun  homme  raisonnable  ne  voudrait  exposer  à ce  jeu 
une  somme  même  modique  , 5o  francs  , par  exemple.  Il  s’agit 
d’expliquer  cette  différence  entre  le  résultat  du  calcul  et  l’in- 
dication du  sens  commun  : on  reconnaît  bientôt  qu'elle  tient  à 
ce  que  F avantage  moral  qu’un  bien  nous  procure,  n’est  pas  pro- 
portionnel à ce  bien , et  qu'il  dépend  de  mille  circonstances  sou- 
vent difficiles  à définir,  mais  dont  la  plus  générale  et  la  plu» 
importante  est  celle  de  la  fortune.  En  effet  , il  est  visible  qu’un 
franc  a beaucoup  plus  de  prix  pour  celui  qui  n’en  a que  cent  , 
que  pour  un  millionnaire.  On  doit  donc  , dans  le  bien  espéré , 
(Üstinguer  sa  valeur  absolue  de  sa  valeur  relative  : celle-ci  se 
fègle  sur  les  motifs  qui  la  font  dcsirer , au  lieu  que  la  première 
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en  est  indépendante.  On  ne  peut  pas  donner  de  principe  général 
pour  apprécier  cette  valeur  relative.  En  voici  cependant  un  pro- 
posé par  Daniel  Bernoulli , et  qui  peut  servir  dans  beaucoup 
de  cas. 

j 85.  Neuvième  principe.  La  valeur  relative  d'une  somma 
infiniment  petite  , est  égale  à sa  valeur  absolue  divisée  par  le 
bien  total  de  la  personne  intéressée. 

L'espérance  morale  sera  le  produit  de  la  valeur  relative  du 
bien  espéré,  par  la  probabilité  de  l’obtenir. 

j 86.  Dixième  principe.  Dans  une  série  d’événemens  pro- 
bables dont  les  uns  produisent  un  bien  et  les  autres  une  perte  , 
on  aura  l'avantage  résultant , en  faisant  une  somme  des  produits 
de  la  probabilité  de  chaque  événement  favorable  parle  bien  quil 
procure  , et  en  retranchant  de  cette  somme  celle  des  produits  de 
la  probabilité  de  chaque  événement  défavorable  par  la  perte  qui 
y est  attachée.  Si  la  seconde  somme  remporte  sur  la  pre- 
mière , le  bénéfice  devient  perte , et  l’espérance  se  change  en 
crainte. 

187.  Ces  principes  posés  , il  nous  reste  à en  faire  des 
applications. 

Problème  V.  On  projette  trois  dés  sut  une  table  : un  joueur  A 
parie  que  les  trois  points  amenés  seront  différons , le  joueur 
B parie  qu’il  y aura  un  double  ( deux  points  semblables  ) ; 
le  joueur  C parie  pour  un  triplé  ( trois  points  semblables  ) 1 
on  demande  quels  doivent  être  les  paris  de  A , B , C pour  que 
le  jeu  soit  égal? 

Les  mises  A , B , C doivent  être  proportionnelles  aux  nombres 
des  coups  simples  , des  doubles  et  des  triples  , que  nous  allons 
calculer.  Chaque  face  d'un  dé  pouvant  se  combiner  avec  les 
six  faces  d’un  autre  dé  , on  voit  que  deux  dés  donnent  trente- 
six  coups  possibles  ; chaque  coup  du  troisième  dé  pouvant  se 
combiner  avec  les  trente-six  coups  précédens  , le  nombre  total 
des  coups  sera  6 X 36  = at6,  nombre  de  tous  les  cas  pos- 
sibles : les  triples  sont  évidemment  au  nombre  de  six.  Pour 
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connaître  le  nombre  des  doublé»  , observons  que  toutes  les 
faoes  semblables  de  deux  des  trois  dés , doivent  être  combi- 
nées avec  chacune  des  faces  non  semblables  du  troisième  dé , 
ce  qui  donne  6 X 5 = 3o  doublés  ; et  comme  les  trois  dés 
peuvent  être  pris  deux  à deux  de  trois  manières , on  aura  en 
totalité  3 X 3o  = 90  doublés.  Ainsi  le  nombre  des  coups 
«impies  sera  316  — 96=  îao.  Il  y a donc  lieu  à ino  coups 
•impies , à 90  doublés , et  à 6 triplés  : on  voit  donc  que 

les  probabilités  en  faveur  de  A , B et  C étant  -JL 

rj|  S16  316  ai6 

les  mises  de  ces  joueurs  doivent  être,  pour  l’égalité  du  jeu  , 

::  130  : 90  : 6 ou  ::  30  : i5  î 1. 

Problème  VI.  Supposons  que  le  nombre  des  numéros  cT une- 
loterie  , soit  m , et  qu'il  en  sorte  n à chaque  tirage  , on  veut 
connaître,  1*.  la  probabilité  qu’une  combinaison  s de  ces 
numéros , sortira  au  premier  tirage  ; 3".  la  probabilité  que 
les  s*  numéros  sortiront  dans  un  ordre  déterminé  entreux  ; 
3°.  la  probabilité  que  les  s premiers  numéros  du  tirage , seront 
ceux  de  la  combinaison  proposée  ; 4°-  enfin  la  probabilité  que 
les  s numéros  choisis  sortiront  les  premiers  dans  un  ordre 
déterminé  ? 

i®.  Le  nombre  total  des  combinaisons  (*)  de  m numéros  pris 


(*)  En  appelant  combinaisons  ce  que  noos  nommions  produits  différent 
( AIr.  , Ire  8ért. , chap.  XII  ) , le  nombre  total  de*  combi  nuisons  de  m 
numéro*  pris  a la,  cil  , . 

n»  (m  — i ) (m  — a ) ( m — n -h  t ) 

i.a.3 n 

On  aura  le  nomhre  total  des  combinaisons  de  m lettres  prises  nne  à one, 
drnx  h deux,  jusqu’il  m h m , en  faisant  p = i dans  la  hinorae  (i  -+■  p)~, 
et  retranchant  l' unité.  Supposons  qne , dans  cbaqne  combinaison  , on  ait 
égard  non-seulement  an  rtbrabrc  des  lettres , mais  encore  à leur  situation 

cntr’clles  : comme  «lettres  admettent  i.a.3 n situations  differentes 

que  nous  nommions  arrangement  , il  s’ensuit  que  le  nombre  total  des 
combinaisons  de  m lettres  s 1 n,  lorsqu’on  a égard  aux  differentes  situa- 
tions des  n lettres,  est  la  fraction  ci-dessus,  en  supprimant  son  déno- 
tninateur.  - 
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n à n,  est,  comme  on  le  sait. 


». 

I 


m (m  — i)  (m — i) fm — n-(- 1 ) 

i .3.3 n 


Pour  avoir  parmi  oes  combinaisons , le  nombre  de  celles  dan* 
lesquelles  s numéros  sont  compris  , on  observera  que  si  l’on 
retranche  ces  s numéros  de  la  totalité  des  numéros , et  que 
l’on  combine  n — s à n — s le  reste  m — s , le  nombre  de- 
ces  combii  aisons  sera  le  nombre  cherché  , puisqu’en  restituant 
les  s numéros  dans  chacune  de  ces  combinaisons , oa^anra 
les  combinaisons  n à n , dans  lesquelles  se  trouvent  le”  nu- 
méros : ce  nombre  est  donc , en  changeant  dans  la  formule  ci- 
dessus  m en  m — s , et  n en  n — s , 


(m — s)  ( rn — s—  l) ( m — n-J-i) 

î.a. — s) 


W. 


formule  qui  compte  le  nombre  des  cas  favorables  à l’événe- 
ment ; mais  la  première  exprime  le  nombre  de  tous  les  cal 
possibles  : qu’on  divise  (a)  par  (î)  , le  quotient  sera 

(m — s)  (m— s—  i) (m — n+i).  1 .3.3 n_ 

1.3.3..  .(n — s)  m (m — î) (m — n-f-i)  ’ 

en  supprimant  les  facteurs  communs  aux  deux  termes  , et  ob- 
servant que  s est  moindre  que  n , on  obtiendrâ 


n ( n — i)  (n  — a) ,.(n  — s -f- 1 ) 

m(  m — i)  ( m — 3) ..(m — t -f-  î ) 


pour  la  probabilité  cherchée  (I^Princ.  ). 

3°.  En  divisant  la  formule  précédente  par  1 .3.3.. .s  qui  compte 
le  nombre  total  des  arrangemens  de  s numéros  , on  aura  la  . 
probabilité  que  les  s numéros  sortiront  dans  un  ordre  déter- 
miné entr’eux.  * 

3°.  On  aura  la  probabilité  que  les  s premiers  numéros  du 
tirage , seront  ceux  de  la  combinaison  proposée  , en  obser-' 
vant  que  cette  probabilité  revient  à celle  d’amener  cette  com- 
binaison, en  supposant  qu’il  ne  sort  que  s numéros  à chaque 


Digitized  by  Google 


I 


ÀLGÉBRIQÛË.  * 58$ 

tirage  ; il  faut  donc  supposer  n — s dans  la  formule  précé- 
dente qui  devient  alors 

1.2.3 (j — n)  (.f — 1 

. m (m — 1)  (m — 2) m — s-f-i)’ 


4°.  Enfin  , on  aura  la  probabilité  que  les  s numgros  choisis 
•ortiront  les  premiers  dans  un  ordre  déterminé , en  divisant  la 
dernière  formule  par  1 . a ...  .s. 

Le  quotient  de  la  mise , divisée  parla  probabilité  de  gagner , 
est  ce  que  la  loterie  doit  rendre  au  joueur  : l'excédant  de  ce 
quotient  sur  ce  qu’elle  donne , est  son  bénéfice.  En  effet , si 
l’on  nomme  p la  probabilité  du  joueur  , m sa  mise  , et  x ce 
que  la  loterie  doit  lui  rendre  pour  l’égalité  du  jeu , x — m 
sera  la  mise  de  la  loterie;  car  ayant  reçu  la  mise  m,  et  ren- 
dant x au  joueur  , elle  ne  met  au  jeu  que  x — m : or,  pour 
l’égalité  du  jeu,  l’espérance  mathémathique  de  chaque  joueur 
doit  être  égale  à sa  crainte  : son  espérance  est  le  produit  de 
la  mise  x — m de  son  adversaire  par  la  probabilité  de  l’ob- 
tenir (VIIIe  Princ.  ) : par  une  conséquence  du  même  principe, 
sa  crainte  est  le  produit  de  sa  mise  m parla  probabilité  1 — p 
de  la  perte  : on  a donc 


■ p),  d’où  x ss 


m 
P ' 


p (x — m ) = m ( 1 - 

ce  qui  prouve  la  proposition. 

On  peut  donc  calculer  les  chances  de  la  loterie  de  France, 
et  en  conclure  ses  bénéfices.  Cette  loterie  est  composée  de  90 
numéros  dont  cinq  sortent  à chaque  tirage.  La  probabilité  d'un 

5 1 

extrait  donné , est  — = —g  : la  loterie  devrait  donc  , pour 
’ 90  18  v 

l'égalité*  du  jeu  , rendre  18  fois  la  mise  : le  nombre  total  des 

. ambes  est  ^ooh , et  il  en  sort  dix  à chaque  tirage  ; ainsi  la 


probabilité  de  la  sortie,  d’un  ambe  donné , est  — -g  ; la  loterie 


devrait  donc,  pour  un  ambe  sorti  , rendre  quatre  cents  foi* 
et  demie  la  mise  : on  trouve  pareillement  qu’elle  devrait  rendre 
- la  mise  11848  fois  pour  un  terne;  5no38  pour  uuquaterne. 


\ 
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et  43949268  pour  un  quine.  Or  on  sait  que  la  loterie  est  loin 
de  faire  ces  avantages  au  joueur. 

Problème  VU.  Une  urne  étant  supposée  renfermer  x boules , 
on  en  tire  une  partie  ou  la  totalité , et  on  demande  ( a pro- 
babilité que  le  nombre  des  boules  extraites  sera  pair  ? 

Le  nomfcre  des  ca3  dans  lesquels  le  nombre  des  boules  est 
l'imité , est  évidemment  x , puisque  chacune  des  boules  peut 
être  extraite  : le  nombre  des  cas  dans  desquels  celui  des  boules 
extraites,  est  2 , est  la  somme  des  produits  dilférens  de  x lettres 

X ( X ■■  1 ) 

a à 2,  c’est-à-dire , — : le  nombre  des  cas  dans  lesquels 

2 « 

on  tire  trois  boules,  est  la  somme  des  produits  différens  de  x lettres 

, , , v x (x—  1)  (x— *2)  , _ . . , 

o a 3,  cest-a-dire  , — - —g -,  et  ainsi  de  suite.  Ainsi 

les  termes  successifs  du  développement  de  la  fonction. . . . 
( 1 + t Y — 1 , représenteront  tous  les  cas  dans  lesquels  le 
nombre  des  boules  extraites,  est  successivement  i,a,3..... 
jusqu’à  x , et  conséquemment  2X — 1 sera  le  nombre  de  tous  les 
cas  possibles.  Le  nombre  des  cas  relatifs  aux  nombres  impairs 
de  boules  extraites  , est 


-etc. 


_ , X(x—  I)(x— a)  f x(x— 0(x— a)(x— 3)(r— 4) 

+ ^ ^3^5 

= Mi  + 0'—  *(i-0*=a— , 

et  le  nombre  des  cas  relatifs  aux  nombres  pair#  de  boules 
extraites , est 

*(*  — »)  1 *(X t)(x  — 2)(x  — 3)  , 

— ô + “OÏ4 + etc- 

= 5(1  + 0*+ï(«— 1)*— 1 =2*-'— 1 

la  réunion  de  ces  deux  sommes , c’est-à-dire , a1  — 1 est  le 
nombre  de  tous  les  cas  possibles.  Ainsi  la  probabilité  que  le 
nombre  des  boules  extraites.,  sera  pair , est  ( I*r  Principe  ) 

a*-1 — 1 

~aX t : et  la  probabilité  que  ce  nombre  sera  impair , est , 
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d’après  le  même  principe , — : il  y a donc  de  l’avantage 

à parier  avec  égalité  pour  un  nombre  impair  de  boules. 

On  peut  arriver  à cette  conclusion  sans  calcul.  En  effet , le 
nombre  des  boules  étant  pair  , ou  de  la  forme  an  , il  y a 
dans  ces  an  nombres  , autant  de  nombres  pairs  que  de  nombres 
impairs;  mais  le  nombre  x étant  impair,  ou  de  la, forme 
an  + 1 , le  nombre  des  nombres  impairs  est  plus  grand  d’une 
unité  que  celui  des  nombres  pairs  : ainsi  lorsque  le  nombre 
des  boules  est  quelconque , comme  on  le  suppose  dans  l’énoncé, 
et  qu’on  peut  les  prendre  toutes , il  y a plus  à parier  qu’on  en 
amènera  un  nombre  impair  qu’un  nombre  pair. 

Problème  "VIII.  Une  urne  renferme  un  nombre  x de  boules 
blanches , et  le  même  nombre  de  boules  noires  ; on  demande 
la  probabilité  quen  tirant  un  nombre  quelconque  pair  de 
boules  , on  amènera  autant  de  boules  blanches  que  de 
boules  noires , tous  les  nombres  pairs  pouvant  être  également 
amenés  ? 

Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  une  boule  blanche  de 
l’urne , peut  se  combiner  avec  une  boule  noire  , est  évidemment 
x.x.  Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  deux  boules  blanches 

X ( OC  ——  1 ) 

peuvent  se  combiner  avec  deux  boules  noires , est 

x ( x «— 

X -,  en  observant  que  le  nombre  des  combinaisons 

ou  produits  différens  , deux  à deux  , de  x choses  , est 

OC  l OC  • 1 \ 

— -.  On  trouvera  de  même  le  nombre  des  cas  dans 

a 

lesquels  trois , quatre , etc.  boules  blanches  peuvent  se  com- 
biner avec  trois , quatre , etc.  boules  noires.  Le  nombre  des 
' cas  dans  lesquels  on  amènera  autant  de  boules  blanches  que  de 
noires , c’est-à-dire  , le  nombre  des  cas  favorables , est  donc 


^[“1+  D 


x(x  — 1 ) (x  — 2) 


J+MC-i 


a _J  1 L_  a. 3 

c’est-à-dire , la  somme  des  carrés  des  termes  du  développe- 
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ment  de  ( 1 + 1 )*  moins  l'unité  : or  cette  somme  est  celle 
des  termes  indépendans  de  a dans  le  développement  de 

+ a)  <■»  + a)r,  ou  dans  le  produit 


x{'+*Xa4 


a 

x(x— l) 
1 .a 


X«4 


a. 3 

x(.r— i)  (x— a) 
a. a 


X 


a3+e$  ji 


ma ls  comme 


0+0  0+“)x  = 


(»+«)* 


le  terme  cherché  est  le  coefficient  du  terme  moyen,-  c’est-à- 
dire  , du  tenue  en  a z dans  le  développement  de  ( î -J-  a )*x  : 
on  trouve  pour  ce  coefficient 

ax(ax — i)(ax — 2). . .(ax — x-f-i) ax(ax — 1). . .(x-+-i) 

i.a.3 x r.a.3 x 

_ 1 .a. 3 .sx 

~ (1  .s. 3 x)*' 

Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  peut  tirer  de  l’urne  autant 
de  boules  blanches  que  de  noires  , est  donc 


i.a.3 ax 

(1  .a.3 x)* 


1. 


Cherchons  maintenant  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles. 
Puisqu’on  ne  doit  prendre  les  boules  qu’en  nombre  pair , le 
nombre  cherché  est  la  somme  des  termes  de  rang  impair . 
daus  le  développement  du  binôme  (1+1  )**,  moins  le  pre- 
mier terme  : cette  somme  est 

s(i+>)“+:(i  — I)“—  1 =a— «—  . : 

divisant  le  nombre  des  cas  favorables  par  celui  de  tous  les 
cas  possibles  , on  a pour  l’expression  de  la  probabilité 
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irüt.3 at 

(l  .3.5.  .... . ,xÿ  1 

3ai-' — ! 

Problème  IX.  On  a des  urnes  en  nombre  x -f-  xf  t la  pre- 
mière renferme  p boules  blanches  et  q boules  noires;  la 
seconde , p'  boules  blanches  et  q'  boules  noires  ; la  troisièïne  , 
p"  boules  'blanches  et  q"  boules  noires  , et  ainsi  de  suite  ; on 
demande  la  probabilité  Ramener  x boules  blanches  et  ri 
boules  noires , en  tirant  successivement  une  boule  de  chaque 
urne  7 

Nous  commencerons  par  rechercher  le  nombre  des  cas 
possibles. 

Si  l’on  extrait  une  boule  de  chacune  des  x -f-x*  urnes  , le 
nombre  de  tous  les  cas  possibles  relatifs  à ce  tirage , est  évi- 
demment p -J-  q ; car  les  boules  qu’on  tire  une  à une  des 
x -f-  x'  — i urnes  , distraction  faite  de  celle  qui  contient  p 
boules  blanches  et  q boules  noires  , peuvent  être  prises  avec 
chacune  des  p -f-  q boules  de  cette  urne  : au  second  tirage  , 
chacun  des  cas  du  premier , pouvant  se  combiner  avec  les 
p'  -f-  q'  boules  de  la  seconde  urne  , on  aura  (p-f-q)  (,p'~h  q') 
pour  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  relatifs  aux  deux 
premiers  tirages  : au  troisième  tirage , chacun  de  ces  cas  peut 
se  combiner  avec  les  p * -f-  q“  boules  de  la  troisième  urne  , 
ce  qui  donne  (p  -J-  q ) (p'  -f-  q")  (p“  -h  q')  pour  le  nombre 
des  cas  respectifs  aux  trois  premiers  tirages.  Ce  produit,  pour 
la  totalité  des  urnes,  sera  composé  de  x+x'  facteurs.  Calcu- 
lons le  nombre  des  cas  favorables  , c’est-à-dire , le  nombre 
de  ceux  dans  lesquels  on  peut  extraire  x boules  blanches 
et  x'  boules  noires  : le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on 
peut  extraire  x boules  blanches  de  x urnes , est  évidemment 
p.p'.p*. . .,  le  nombre  de  ces  facteurs  étant  x,  et  le  nombre 
de  ceux  dans  lesquels  on  peut  extraire  x'  boules  noires  de  x 
urnes , est  q.qf  .q“ . ; . . .,  le  nombre  de  ces  facteurs  étant  x'  : 
ainsi  le  nombre  des  cas  favorables  à l'extraction  de  x boules 
blanches  et  de  x'  boules  noires  de  x et  si  urnes , prises  d’une 
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manière  quelconque , sur  les  x -f-  x , est  p.p'  .p".  ...q.  q'q'. . . . , 
produit  dont  le  nombre  des  facteurs  est  x -f-  x'.  Si  l’on  ob- 
serve que  les  x -}-  x'  urnes  doivent  être  combinées  x à x , et 
que  les  urnes  restantes  sont  toutes  les  combinaisons  en  nombre 
x' , ces  combinaisons  étant  toujours  des  produits  différens , on 
verra  que , pour  avoir  la  totalité  des  cas  favorables , il  faut 
prendre  la  somme  de  tous  les  produits  de  la  forme  p.p'. p* 

q.q' .q" qu’on  peut  faire  avec  p , p',  p*. . . . lettres 

prises  en  nombre  x , et  les  q , q'f  q" lettres  prises  en 

nombre  x',  en  observant  que  les  lettres  p , p',  etc.,  q,  q',  etc. 
sont  en  nombre  x 4"  x'  ; or  cette  somme  est  celle  de  tous  les 
termes  du  développement  des  x -f-  x'  facteurs  (p+q)  (p'-f-q') 
(P  + <?"),  etc. , dans  lesquels  la  lettre  p avec  ou  sans  accent  ,• 
est  répétée*x  fois , et  la  lettre  q avec  ou  sans  accent , est  répétée 
a/ fois  (chap.  XXYH).  « 

Supposons  p',  p*. . . . égaux  à p et  q q“,  etc.  égaux  à q : 
le  produit  précédent  deviendra  (p-f-  q)1"*"1'  : le  terme  multi- 
plié par  p*qx'  dans  le  développement  de  ce  binôme , est 


(x4-x'}(l+x'-l) (*+!)_, 

pq 


i .a. 5 ( x -f-  x'  ) 

i.a.ii x x i .a.5 x' 


7pV'-..-(  A): 


le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  étant , sous  les  mêmes 
hypothèses  , exprimé  par  (p -f-  q)*+x’ , la  probabilité  d’amener 
x boules  blanches  et  x!  boules  noires,  est  donc. 

«-a-3 ( x+x' ) ( p y / q y 

i. a. 3. ...xx  i.a.3 — x'  vp  + q/  \p  + q/  ’ 


où  — t — est  la  probabilité  de  tirer  une  boule  blanche  de  l’une 

p-r  q 

des  urnes  , et  — 7 — celle  d’en  tirer  une  noire. 

P + 9 

Nous  observerons  qu’il  est  parfaitement  égal  de  tirer  x 
boules  blanches  et  j!  boules  noires  de  x -f-  x'  urnes  qui 


\ 
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renferment  chacune  p boules  blanches  et  q boules  noires,  ou 
d’une  seule  de  ces  urnes , pourvu  que  l'on  remette  dans  l'urne  la 
boule  extraite  à chaque  tirage. 

Si  l’on  ax  + i'  + i*  urnes  dont  la  première  renferme  p 
boules  blanches , q boules  noires , r boules  rouges  , dont  la 
seconde  renferme  p'  boules  blanches  , q'  boules  noires , / boules 
rouges  , dont  la  troisième  renfermep"  bogies  blanches,  q " boules 
noires , f boules  rouges  , etc.  , et  qu’on  raisonne  comme  on 
l’a  fait  dans  le  cas  précédent , on  trouvera  sous  les  hypothèses 
p =p'  = p",  etc.  , q = q[  — q",  etc. , r = / — r",  etc. , pour 
expression  de  la  probabilité  d’amener  x boules  blanches , xf 
boules  noires  , x‘  boules  rouges  , en  tirant  successivement  une 
boule  de  chaque  urne  , 

0 

t.a.3 (g+:c'-|-g*) 

i .a. 3, . ..  .x  x i .a. 3..’ . ,.x'  x t .a. 3. . . .x" 

Généralement,  pour  un  nombre  x-\-x'+x",  etc.  d’urnes, 
l’expression  de  la  probabilité  d’amener  x boules  d’une  cou- 
leur , x!  boules  d’une  seconde  couleur , x " boules  d'une  troi- 
sième couleur,  3?  boules  d’une  quatrième  couleur,  etc. , p étant 
le  nombre  des  boules  de  la  première  couleur , q celui  des 
boules  de  la  seconde  , r , s,  etc.  ceux  des  boules  de  la  troi- 
sième , de  la  quatrième , etc.  couleur , sera 


î .a. 5 .( x -f-  x' + x* -j- etc.)  

î .a. . . .x  X t .a x'  X t .a x*x  t .a x?  etc. 

^(p+q-t-r+etcl)  ( 


XI 


.p+q+r- f-etc- 


r 


P+V+t+etc 

etc. 


:)"( 


jl y 

P+Ç+r+e  te/ 


Problème  X.  Assigner  la  probabilité  de  tirer  des  urnes 
précédentes  x boules  blanches  avant  d'amener  soit  x'  boules 
noires,  soit  x"  boules  rouges , etc . ? 
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Le  nombre  des  couleurs  étant  n , il  faut  que  la  condition 
«oit  remplie,  au  plus  tard,  après  x+x'  -f-x*  -(-etc. — n- f- 1 
tirages  : en  effet,  le  nombre  total  des  boules  blanches  extraites , 
-étant  égal  ou  moindre  que  x , celui  des  boules  noires  extraites, 
moindre  que  x' , celui  des  boules  rouges  extraites  , moindre 
que  x ",  etc. , le  nombre  total  des  boules  extraites , est  égal 
ou  moindre  que  x -f-  x'-f-  x"  -f-  etc.  — n •+-  1 ; et  conséquem- 
ment , d’après  l’énoncé , le  nombre  des  tirages  ne  doit  pas 
excéder  x -f-  xf  + a?  -f-  etc. — n 1 : on  peut  donc  réduire 
le  nombre  des  urnes  à x-f-  x'  etc. — n+  i. 

Pour  avoir  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  peut  amener 
a:  boules  blanches  au  tirage,  il  faut  déterminer 

tous  les  cas  dans  lesquels  x — 1 boules  blanches  seront  sorties 
au  tirage  x-f - i — i : à ceteffet,  il  faudra  , dans  la  formule 
(A)  , changer  x en  x — 1 , x'  en  x'  -f-  x"  -f-  x*  -f-  etc  = » , 
qenq-f-r-f-s-f-  etc. , conséquemment,  x-f-  x'  en  x-f- 1 — i ; 
car  il  est  clair  que,  dans  l’hypothèse  actuelle,  la  totalité  des 
cas  favorables  , est  la  somme  des  termes  du  développement  de 


( p -f-  q -f-  r-f-  etc.)x-"‘"H,  dans  lesquels  la  lettre  p est  répétée 
x — 1 fois. 

Mais  l’urne  x -f-  i contenant  aussi  p boules  blanches , le 
nombre  des  cas  favorables,  au  (x  + i)Hm*  tirage  , sera  donné 
par  le  produit  de  la  formule  précédente  par  p , produit 
qui  sera  * 


i .3.3 (x  + i — i) 


px(.q  + r+ etc.  )', 


i.s.3. ...(x — i)X  i.s.3.. 
ét  qu’il  faut  encore  multiplier  par  le  nombre  de  tous  les  cas 
favorables  relatifs  aux  autres  tirages  en  nombre  x'+x''-{-etc. 
— n — i -f-  i , qui , avec  x -f-  i , fait  en  effet  le  nombre  total 
x -f-  x'-f-  x"-}-  etc.  — n -}- 1 des  tirages  et  des  urnes  : si  l’on 
observe  que  , par  rapport  aux  derniers  tirages  en  nombre 
x'  + x'  + etc.  — n — i -f-  i , le  nombre  des  favorables  est 
le  même  que  celui  des  cas  possibles , puisqu’on  a déjà  la  pro- 
babilité d’amener  dans  les  tirages  qui  précèdent  ceux-ci , x 
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boules  blanches  , avant  d’amener  , soit  x'  boules  noires , 
«oit , etc.  , on  conclura  que  ce  nombre  de  cas  favorables , 
étant  (p  -J-  q -f-  r+  etc.)'r'+i'M-"c,— '1— i+1,  on  aura 


».a.3 (x  4~  i — 1)  a 

1.3. 3 (x  — • i ) X x.a 

X ( q -f  r ■+■  etc.  )'  ( p 4-  q + r + etc. 

pour  le  nombre  des  cas  dqns  lesquels  l’événement  peut  arriver 
précisément  au  tirage  x-f - i.  Il  faut  cependant  en  exclure  les 
cas  dans  lesquels  q est  élevé  à la  puissance  x',  ceux  dans 
lesquels  r est  élevé  à la  puissance  x",  etc.  ; car,  dans  tous  ces  % 
cas , on  aurait  amené  soit  x'  boules  noires , soit  x”  boules 
rouges,  etc.  avant  d’amener  x boules  blanches.  Ainsi,  dans 
le  développement  du  binôme  (q  -+-r-f-  etc.)',  il  ne  faut  avoir 
égard  qu’aux  termes  multipliés  par  qf  .t?'  . s*“ . etc.,  dans  lesquels 
f est  moindre  que  x',  f moindre  que  x",  f“  moindre  que 
x",  etc.  Le  terme  multiplié  par  qf.rf'.sP.e te.  dans  cê  déve- 
loppement, est  (chap.  XXVII) 

1 .3.5 i „ 

i.a.3..../x  1.3.3..../'  X 1.3.3... ./*  etc.* 

Ainsi  en  observant  que  * =/-f-  f’  +/*  -f- etc. , las  termes 
à considérer  dans  la  formule  précédente , sont 


i-n.3 (x-f-/ +■/'-+/* +etc. — 1 ) 

i.3.3....(x — i)X  1.3.3  ..../X  1. 3. 3...  f'X  1 .3.  ÿ..  ..f"  etc. 

X p*.qf.rf'sf*.e  te.  ( p-t-q  -f-  r-f- etc . ) - - *-n . 

En  donnant , dans  cette  dernière  formule  , à/ toutes  les  valeurs 
entières  depuis  f—o  jusqu’à  /=x' — »,  à /'  toutes  les 
valeurs  depuis/'  = o jusqu’à/'  = x“ — 1 , et  ainsi  de  suite , 
la  somme  de  tous  ces  termes  comptera  le  nombre  de  tous  les 
cas  dans  lesquels  l’événement  en  question  peut  arriver  dans 
i + a/+  etc.  — n ■+*  1 tirages  : il  faut  diviser  cette  somme 
par  le  nombre  de  tous  le*  cas  possibles,  c’est-à-dire,  par 

• \ 


\ 
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(p  "t*  <7  + r + etc.)*+'*M''lc,— ' et  on  a le  quotient 

1 .2.3.  ■ . . .(r -f -f -f /'-f-  etc.  — 1) 

1.2.3. . . .(x — 1)  X 1 2.3. . ..f  X 1 .a.3 etc^ 

pa  .qf.rf . etc. 

(p  + q -h  r -f-  etc.)x+-f'f"JM’"c*‘ 

Si  Von  désigne  par  p'  la  probabilité  de  tirer  une  boule 
blanche  d'une  quelconque  des  urnes  , par  q‘  celle  d’en  tirer 
une  boule  noire  , par  r'  celle  d’en  tirer  une  boule  rouge , etc. , 
on  aura  » 

q , r 

P p+q-f-r-f-etc.  * ^ p+q-j-r-f-etc.  * ~p-f-q-fr-f-etc.  * 
d’où 


P*  ~ Px  (P  4-  q -h  r 4-  «te-)* , qfi=  q'}  (p  -f-  q + r+etc./, 

rf'—r'f'  ( p -f-q  -f-  r-{-  etc  .y,  etc. 

Ainsi  la  formule  précédente  devient 


1.2.3. 


1 .2 


(x+_f+f  + e tc-~  O 

3 (x—  1)  x i .2.  J X 1 .2. . f 


7 p‘T  .q'f  y f',  etc. 


La  somme  des  termes  que  l'on  obtiendra,  en  donnant  à f 
toutes  les  valeurs  depuis  y =0  jusqu’à /==  a/  — 1 , kf  toutes 
les  valeurs  depuis  f = o jusqu’à  f'z=x“—i,  etc.  sera 
la  probabilité  d'amener  x boules  blanches  avant  x'  boules 
noires , cfi  x*  boules. rouges  , ou  etc. 

Problème  XI.  Deux  joueurs  dont  charun  possède  un  nombre 
connu  de  jetons , et  dont  les  adresses  respectives  sont  m et  a , 
conviennent  de  ne  quitter  le  jeu  que  lorsque  F un  deux  aura 
gagné  tous  les  jetons  de  T autre;  à chaque  partie,  le  perdant 
donne  un  jeton  au  gagnant  : on  demande  quelle  est  F espé- 
rance de  chaque  joueur  ? 

Nous  ferons  précéder  la  solution  de  cette  question  , d'un  prin- 
cipe dont  la  connaissance  est  indispensable  et  qui  rentre  dans 
le  dixième. 

Lorsque  de  deux  chances  données , une  doit  nécessairement 
arriver,  que  la  première  promet  à un  joueur  une  certaine 
somme , un  certain  droit;  que  la  seconde  promet  au  meme 
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joueur,  une  autre  somme  ou  un  autre  droit,  et  que  ces  deux 
chances  ne  #>nt  pas  également  probables  , la  somme  ou  le 
droit  que  le  joueur  doit  raisonnablement  attendre  , en  vertu 
des  deux  chances  données , équivaut  à la  somme  ou  au  droit 
qu’apporterait  la  première  chance  multipliée  par  sa  probabilité, 
plus  la  somme  ou  le  droit  qu’apporterait  la  seconde  chance 
multipliée  aussi  par  sa  probabilité. 

En  effet,  supposons,  i°.  qu’il  y ait  dans  une  bourse  deux 
billets  , l’un  de  six  francs  , l’autre  de  douze  francs  , et  qu’un 
joueur  ait  actuellement  le  droit  de  prendre , au  hasard  , l’un 
de  ces  deux  billets  : les  probabilités  étant  égales  , et  exprimées 
l'une  et  l’autre  par  ;,  le  droit  réel  du  premier  joueur  équi- 
vaut à 

• 6f  X ; + iaf  X j = gL 

Supposons , 2°.  qu’il  y ait  dans  une  bourse  trois  billets  , 
savoir,  deux  de  12  francs  et  un  de  6 francs,  et  qu’un  joueur 
ait  le  droit  de  prendre  au  hasard  un  de  ces  trois  billets , la 
probabilité  qu'il  tirera  un  des  deux  billets  de  12  francs,  étant 
exprimée  par  * , et  la  probabilité  qu’il  tirera  celui  de  S francs  , 
étant  exprimée  par  j , la  somme  à laquelle  il  doit  raisonna- 
blement prétendre , sera 

i2f  X J X j = iof. 

Supposons  , 3®.  qu’il  y ait  dans  une  bourse  quatre  billets 
dont  un  donne  droit  de  prendre  au  hasard , un  des  billetè  de 
la  bourse  du  premier  exemple , et  dont  chacun  des  trois  autres 
donne  droit  de  prendre  au  hasard  , un  des  billets  de  la  bourse 
du  second  exemple  : l’espérance  du  joueur  qui  aura  le  droit 
de  prendre  au  hasard , un  de  ces  quatre  billets  , sera 


91  X i + 1<jf  X 1 = 9f»75- 

Passons  à la  solution  de  la  question. 

Soient  A et  B les  deux  joueurs  f et  convenons , en  géné- 
ral , de  désigner  par  Ap,  B,  leurs  états  respectifs,  lorsque  le 
premier  aura  p jetons  , et  le  second  q : supposons , par  exemple, 
que  le  premier  ait  deux  fois  plus  d’adresse  que  le  second  , en- 
sorte  qu’à  chaque  partie , il  y ait  deux  à parier  contre  un  qu’il 
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gagnera  : alors  leurs  probabilités  respectives  de  gagner  une 
partie  quelconque , seront  f et  j , puisque  surürois  parties  , 
le  premier  a la  chance  d'en  gagner  a , et  le  second  la  chance 
d’en  gagner  une.  Donnons  enfin  un  jeton  à A , et  quatre  à B , 
ce  que  nous  exprimerons  par  A,  et  B^.  Les  conditions  du  jeu 
étant  celles  de  l’énoncé  du  problème  , «proposons-nous  de 
trouver , sous  ces  données  particulières , le  droit  des  deux 
joueurs  sur  l’enjeu  commun  , ou  leurs  espérances  mathémati- 
quement calculées. 

Soient  désignées  respectivement  par  x, , xt,  xa,  les  espé- 
rances du  joueur  A dans  les  hypothèses  successives  A,  et  B4,  A, 
et  B3,  Aj  et  Ba , A4  et  B, , d’après  quoi  on  aura  xD=o,  xs=t. 

Il  est  évident  que , suivant  que  A gagnera  la  première  partie 
ou  qu’il  la  perdra , il  aura  a ou  o jetons  , et  son  espérance 
deviendra  x»  ou  x.  = o ; que  s’il  la  gagne , suivant  qu’il 
gagnera  ou  qu’il  perdra  la  seconde , son  espérance  deviendra 
X3  ou  x, , et  ainsi  de  suite  : puis  donc  que  les  probabilités  qu’il 
a de  gagner  ou  de  perdre  chaque  partie  , sont  respectivement 
$ et  % , on  aura , en  observant  qu’on  rentre  ici  dans  le  troisième 
des  trois  cas  ci-dessus , 

fl  . 1 

*x  — g + 3 » 

3 . 1 

, x*  — 2 ^s  "1“  g xt , 

fl  ,1 

X$  — 2 ^4  1 ^ j 

2 - I 

x<  = gX5+  3*1; 

comme  les  inconnues  sont  en  même  nombre  que  les  équations , 
on  pourra  les  évaluer,  et  conséquemment  aussi  on  pourra  assi- 
gner à chaque  partie , les  «spérances  respectives  de  chacun  des 
joueurs.  ■ < 

Or  en  désignant  par  y+,  yt,  yt , y,  les  espérances  du 
joueur  B dans  les  hypothèses  A,  et  B4  , A»  et  B3 , Aj  et  B,  , 
A*  et  B, , ensorte  que  x,  et  _y< , x*  et  ^3 , x*  et  y% , X4  et  y 
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«oient  les  espérances  correspondantes  , et  observant  que  la 
somme  des  espérances  des  deux  joueurs , est  égale  à l’unité , 


puisque  ces  espérances 

sont  respectivement  § et  j,  on  aura 

r.  * 

16 

i5 

i A, , B4 . . . . 

•x'  = 3T’ 

y*  = 3? 

]Aa,B3.... 

x - *4 
* * 3i  * 

y*  = -h> 

pour  < 

a8 

3 

J A3, B,. . . . 

’ X3  — 57  ’ 

y%  — 3i  * . 

/ _ 

3o 

1 

^A4,  B 

. x4  _ 3i  , 

•>'■  = 37- 

Généralisons  , et  soit  s le  nombre  total  des  jetons  des  deux 
loueurs  : considérons  les  états  successifs 

A,  et  B,_,  j A,  et  B , « A3  et  Bj 3.  ■ > • • 

A,_3  et  B3  , A,_,  et  B,  , A,_,  et  B, , 

et  désignons  respectivement  par  x, , x,,  x3... x,_j , x.  . , , 

les  espérances  de  A qui  leur  répondent  : si  m et  n représentent 
toujours  les  adresses  respectives  des  deux  joueurs , la  proba- 
bilité que  A gagnera  une  partie  quelconque , sera  > 

tandis  que  la  probabilité  qu’il  la  perdra , sera  : en 

raisonnant  donc  , comme  ci-dessus , on  obtiendra  cette  série 
d’équations , 

* m . n 

x,  = — ■ — x,-j j—  x0 , 

• m-j-n  m-j-n 

m , n 

x,  = — — x3H -7—  x,  , 

m-j-n  m-j-n 


CC  3 - 


m 


m-j-n 


x4  + 


m-j-n 


m n 

X‘~3~  m-j-n  X‘“* + m+»  X‘~*  * 
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x,_»= 


^<-3  , 


où  x,  = i , et  ces  équations  seront  encore  en  même  nombre 
que  les  inconnues  qu’ elles  renferment.  • 

Si  maintenant  on  suppose  successivement  s =a , = 3, 
= 4 i etc. , ce  qui  réduira  aussi  à a , 3 , 4 > etc-  j Je  nombre 
des  équations , on  trouvera  , d’après  la  dernière  formule , pour 
deux  jetons, 

m m(m  — n)  _ 

X‘  m-j-rt  m* — n‘ 

pour  trois  jetons,  d’après  les  deux  dernières  formules , 
m*  m*  (m — n) 


x, 


m%  mn  -j-  m3 — n3  1 

m(m-j-n)  m (m* — n*)_ 


-f-  m/i  -f-  n“  m3  — n3  # ’ 
pour  quatre  jetons  , d’après  les  trois  dernières  formules , 

”>3  m1  (m — n) 

m* — n*  * 
ma  (m* — n8) 
m! — n*  ’ 


x,= 


m'-f  m*n  -f-  m/i’-j-n3 

m’  (m-f-n) 

m.*+m*n  -f-  mn*-f-n3 


i m (m’+mn-fn1)  m (m3 — n8) 

3:3  m'-j-m'/i  -f-  mn‘~i-n3  m4 — »*  ’ 

. . . # 
et  ainsi  de  suite. 

I.a  loi  de  ces  résultats  est  manifeste  , et  on  en  conclut  faci- 
lement que  otp , y4  désignant  respectivement  les  espérance* 
de  A et  B qui  répondent  à l’état  Ap , B, , on  doit  avoir  géné- 
ralement, à cause  de  x,+  _yf  = 1 , 

_ m*  (mp — np) 

Xp  mP+i—n/’+i  ’■ 


n?  (m<— nt) 

^ mP+i — ' 


Il  faudra  seulement  «voir  l’attention , dans  le  cas  particulier 
.de  m = n,  de  délivrer  ces  formules,  du  facteur  m — n qui 
affecte  les  deux  termes. 
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Supposons  que  le  joueur  A ait  six  jetons  , et  que  le  joueur 
B en  ait  quatre  : il  faudra  faire  p — fa,  q = 4 ; les  deux  for- 
mules précédentes  deviendront 

_m4(m6 — n5)  n*(m4 — n 4) 

~ m<s—  n'°  ’ -y4~  m,0—n'°  ’ 

Si  l’on  suppose , en  outre , que  l’adresse  de  A soit  double 
de  celle  de  B , ce  qui  donnera  m = a , m = 1 , il  viendra 

2l4(a6 — i) 1008 536 

X°  * a10 — 1 ioa3  34i* 

— 1 1 5 B 

J*  a'°—  1 ioa3  341  * 

les  espérances  respectives  de  A et  B seront  donc  dans  le  rap- 
port de  336  à 5. 

En  délivrant  les  valeurs  de  xp , y1  du  facteur  m — n com- 
mun aux  deux  termes  , et  posant  ensuite  m = n,  ces  valeur* 
deviennent , après  les  réductions  , 

Xf  p + 9 ’ y'~p  + q' 

Ainsi  lorsque  deux  joueurs  sont  d'égale  adresse , leurs  espé- 
rances respectives  sont  dans  le  rapport  du  nombre  de  leur» 
jetons , comme  on  pouvait  le  prévoir.  < 

Mais  il  n’est  pas  réciproquement  vrai  que  lorsque  les  jetons 
«ont  également  répartis  entre  les  deux  joueurs , les  espérances 
soient  proportionnelles  à leurs  adresses  respectives.  En  effet , 
pour  q —p,  on  trouve 

mp  n<’ 

~~  m?  -)-  n!  ‘ mp  n*  * 

d’où  l’on  conclut  que  leurs  espérances  sont  dans  le  rapport  de 
mr  à nF,  lequel  ne  devient  celui  de  m à n que  dans  le  ca« 

• particulier  de  p = 1 . 

Plus  le  nombre  m est  grand  par  rapport  à n , et  p par 
rapport  à q,  plus  la  ^valeur  de  xp  approche  de  l’unité  , et 

) 
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conséquemment , plus  l’espérance  du  premier  joueur  approche 
de  la  certitude. 

Les  résultats  auxquels  on  vient  de  parvenir , servent  à 
résoudre  non-seulement  la  question  proposée , mais  encore  le* 
deux  suivantes.  # 

Problème  XII.  1*.  Quelles  doivent  être  les  adresses  respec- 
tives de  deux  joueurs,  pour  qu'en  leur  distribuant  un  nombre 
donné  de  jetons  dune  manière  déterminée , leurs  espérances 
respectives  soient  proportionnelles  à des  nombres  donnés ? 

Problème  XIII.  a0.  Les  adresses  respectives  de  deux  joueurs 
étant  connues  , de  quelle  manière  faut-il  répartir  entreux 
un  nombre  donné  de  jetons,  pour  que  leurs  espérances  res- 
pectives soient  proportionnelles  à des  nombres  donnés? 

Nous  donnerons  un  seul  exemple  de  chacune  de  ces  deux 
questions. 

i°.  On  donne  4 jetons  à A et  a à B;  quelles  doivent  être 
les  adresses  respectives  de  A et  B,  pour  que  l’espérance  de 
A soit  à celle  de  B dans  le  rapport  de  85o  à 81  ? 

Faisons  xp  = X,  = Y : on  aura  donc 

x : Y::  85o:  81 , d'où  X:  1 ::85o  :85o  + 8i. 


à cause  de  X + Y = 1 , et  conséquemment  X = : on  a 


de  plus 
donc 


P — 4 , q — a , p + ? = S; 


X — mf  (mP — nP) m*(mi  — n1) m*(m*-f-n*)  _ 

mP+i  — nL+i  me  — n.6  n’m*  -f-  n*  ' . 

chassant  les  dénominateurs  , transposant , réduisant  et  divisant 
par  n4,  on  obtient 


s,0,+8‘0'-!5o=<>; 

olue  don) 

(=)- 


aette  équation  résolue  donne 

<m\*  — 81  zh  53 1 


16a 
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rejetant  la  racine  négative  qui  rendrait  — imaginaire,  on 
trouve 


donc  l’adresse  de  A doit  être  à celle  de  B dans  le  rapport 
de  5 à 3. 

a0.  L’adresse  de  A étant  à celle  de  B dans  le  rapport  de 
3 à a , de  quelle  manière  faut-il  répartir  5 jetons  , pour  que 
leurs  espérances  soit  dans  le  rapport  de  1 35  à 76  ? 

On  a 

x : Y ::  i35  : 76 , d’où  x = T^Lg; 

m = 3 , n = a , p + <7  = 5 , d’où  q = 5 — p ; 
donc 

i55  __  — __  Zs~p  (3?  — tf)  _ 35  — • 2'  X 55~' , 

au  TnP~*~i — nP+i  35 — as  au 

on  tire  de  là 


d’où 

i35  = ,43  - "43(1)’. 

■ (»Y=  *=(§)*•.  ' 

donc 

\3/  9 \3/ 

p = 2 , q = 3: 

il  faut  donc  donner  a jetons  à A et  3 à B. 


Problème  XIV.  Soient  deux  joueurs  A et  B dont  les  adresses 
respectives  sont  m et  n , et  dont  le  premier  ait  p jetons  et  le  se- 
cond q jetons  ; supposons  qu'à  chaque  coup  celui  qui  perd  donne 
un  jeton  à son  adversaire , et  que  la  partie  ne  finisse  que  lorsque 
tun  des  joueurs  aura  perdu  tous  ses  jetons  : on  demande  la  pro- 
babilité que  r un  des  joueurs , A , par  exemple , gagnera  la  partie 
avant  ou  au  r'me  coup  ? 
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M.  Laplace  résout  ce  problème  qui  a quelqu’analogie  avec 
le  précédent,  par  le  procédé  suivant  qui  est  en  quelque  sorte 
mécanique. 

Supposons  q égal  ou  moindre  que  p , et  considérons  le  dé- 
veloppement du  binôme  ( m -J-  n )*  : le  premier  terme  m’  de  ce 
développement , sera  la  probabilité  de  A pour  gagner  la  partie  au 
coup  q (IIIe  Prin.)  ; on  retranchera  ce  terme  du  développement, 
et  l'on  en  retranchera  pareillement  le  dernier  terme  n»,  si  q=p, 
parce  qu’alors  n*  exprime  la  probabilité  de  B pour  gagner  la 
partie  au  coup  q.  Ensuite  on  multipliera  le  reste  par  m -f-  n : 
le  premier  terme  de  ce  produit  aura  pour  facteur  jpfn  ; et  comme 
l’exposant  q de  m ne  surpasse  que  de  q — i l’exposant  de  n , 
il  en  résulte  que  la  partie  ne  peut  pas  être  gagnée  au  coup 
q+,  par  le  joueur  A,  ce  qui  est  visible,  d’ailleurs;  car  B 
ayant  gagné  un  jeton  dans  les  q premiers  coups,  et  se  trouvant 
conséquemment  avoir , au  moins,  deux  jetons  après  q coups, 
le  joueur  A ne  peut  gagner  la  partie  qu’en  q -f-  a coups.  Mais 
si  p=  <7  + ».  auquel  cas  on  n’a  pas  dû  précédemment , retran- 
cher le  dernier  terme  nq  du  développement , on  retranchera  du 
produit  son  dernier  terme  n*+1  qui  exprime  la  probabilité  du 
joueur  B pour  gagner  la.  partie  au  coup  q -j-  i • On  multi- 
pliera de  nouveau  ce  second  reste  par  m -j-  n ; le  premier 
terme  de  ce  produit  aura  pour  facteur  ; et  comme  l’ex- 

posant de  m y surpasse  de  q celui  de  n , ce  terme  exprimera  la 
probabilité  de  A pour  gagner  la  partie  au  coup  q -j-  a : on 
retranchera  ce  premier  terme  et  le  dernier  , si  l'exposant  de  n 
y surpasse  de  p celui  de  m.  On  multipliera  de  nouveau  ce 
troisième  reste  par  m-J-n , et  l’on  continuera  ces  multiplications 
jusqu’au  nombre  de  fois  r — q , en  retranchant  à chaque  mul- 
tiplication , le  premier  terme , si  l’exposant  de  m y surpasse  de 
q celui  de  n , et  le  dernier  terme , si  l’exposant  de  n y surpasse 
de  p celui  de  m.  Cela  posé,  la  somme  des  premiers  termes 
ainsi  retranchés  , sera  la  probabilité  de  A pour  gagner  la  partie 
avant  ou  au  coup  r,  et  la  somme  des  derniers  termes  sera  la 
probabilité  semblable  relative  au  joueur  B.  • 

Problème  XV.  Une  personne  essaie  de  faire  une  chose , 
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par  exemple , d'amener  un  six  avec  un  dé , ou  un  sonnez 
avec  deux,  dés , ou  carte  blanche  au  piquet , etc.  ; cependant 
si  elle  ne  réussit  pas  au  premier  coup  , elle  a la  faculté  d'en 
faire  un  second , un  troisième , un  quatrième , etc.  : on  demanda 
en  combien  de  coups  elle  peut  parier  à but  de  faire  la  chose? 

Si  l’on  exprime  par  x l’espérance  de  Pierre  , lorsqu 'ayant 
manqué  à gagner  du  premier  coup  , il  ra  jouer  son  second 
coup  ; par  y son  espérance , lorsqu’ayant  manqué  le  second 
coup , il  va  jouer  le  troisième , etc. , et  que  l’on  désigne  par 
p le  nombre  des  cas  favorables  à Pierre , et  par  q le  nombre 
des  cas  contraires  , et  que  l’on  fasse  p + q = m : la  probabi- 
lité en  faveur  de  Pierre , sera  — , et  la  probabilité  contre 

sera  Soit  S l’espérance  de  Pierre  en  commençant  la  pre- 
mière partie  : il  est  clair  que  la  probabilité  de  la  perdre  ou 

de  faire  un  second  coup  , sera  — , et  que  son  droit  à l’es- 
* m 

pérance  x de  gagner  la  seconde  partie  , sera  ^ x : on  aura 

donc  (VIIIe  Princ.  ) 

' S = £-+  2-x: 
m m 

on  trouvera  de  même  , 


X = m+  1 


m m 


etc. 


et  conséquemment , 

s=£  + 5:  + 5+'£  + 


etc. 


On  conclara  donc  que  Pierre  peut  parier , but  à but,  de 
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faire  la  chose  en  autant  de  coups  qu’il  faut  employer  de 
termes  de  cette  suite  pour  avoir  S = £. 

La  somme  de  cette  suite  in&nie  est  toujours  égale  à l’unité  ; 
car  s’il  y a quelque  possibilité  que  Pierre  gagne  au  premier 
coup , il  y a certitude  qu’il  gagnera  après  un  nombre  infini 
de  coups.  Cette  certitude  est  représentée  par  l'unité , «t  en 
effet,  la  suite  précédente  est  le  développement  de  la  fraction 


■ - , qui,  pour  la  vaïfeur  m=p-j-q,  devient  l’unité. 

Maintenant  si  l’on  veut  trouver  en  combien  de  coups  on 
peut  parier  à but  de  faire  une  chose  , sous  des  valeurs  don- 
nées pour  p et  q,  il  faudra  sommer  un  nombre  n des  premiers 
tenues  de  cette  série , poser  cette  somme  = -J  , et  déduire  de 
là  la  valeur  de  n. 

On  peut , par  exemple  , rechercher  , 1°.  en  combien  de  coups 
on  peut  parier  d'amener  six  avec  un  dé , auquel  cas , on  aura 
m—  6 , q = 5 , p = t ; a°.  en  combien  de  coups  on  peut  parier 
«f  amener  sonnez  avec  deux  dés , ce  qui  donne  m==  36 , q = 35  . 


p—  î.  Ainsi  la  probabilité  de  cet  événement  est  au  premier 


coup  * à + 30s au  second  coup  ; m 


35  35.35 

36.3b  36.36.36’ 


etc.  au  troisième  coup  , etc.  Ces  différentes  sommes  de  pro- 
babilités ne  peuvent  jamais  devenir  égales  à l’unité  , mais  elles 
en  approchent  de  plus  en  plus  , de  manière  à n’en  différer  que 
d’une  quantité  moindre  que  toute  fraction  donnée.  Un  homme 
est  donc  moralement  certain  d’amener  un  certain  coup  en 
jouant  toute  sa  vie  au  trictrac  , certitude  morale  qu’il  ne 
faut  cependant  pas  confondre  avec  la  certitude  absolue  qui 
résulterait  d’une  démonstration  rigoureuse  , distinction  essen- 
tielle et  qu’il  ne  faut  pas  perdre  de  vue.  3°.  D’amener  cartes 
blanches  au  piquet , cas  pour  lequel  on  a 


m =s  578956 , q = 578633  , p = 3a3  ; 
car  on  trouvera  aisément  que  sur  le  nombre  325792840  qui 
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exprime  en  combien  de  manières  on  peut  prendre  îa  cartes 
sur  3a , il  y en  a 125970  de  tirer  12  cartes  blanches , ce  qui 
donne  pour  probabilité  d’amener  12  cartes  blanches  au  piquet 
1 25970  3a3 


225792840  ~ 57895S  ’ en50rte  <lu’11  y aurait  l’avantage  à 
parier  1 contre  1792,  et  du  désavantage  à parier  1 contre  1791. 
Problème  XVI.  Pierre,  Paul,  Jacques  et  Jean  jouent  avec 

un  dé,  à qui  amènera  le  plus  tôt  un  as  ; comme  ils  jouent  dans 
r ordre  où  ils  sont  nommés  , savoir,  Pierre  le  premier , Paul  le 
second , et  ainsi  de  suite , et  que  les  premiers  auraient  de 
l'avantage  , si  chaque  joueur  jouait  un  égal  nombre  de  coups; 
on  demande  combien  les  derniers  en  doivent  jouer  de  plus  que 
les  premiers  , pour  compenser  r avantage  de  la  priorité  ? 

Soient  n le  nombre  de  coups  que  Pierre  doit  jouer,  p le 
nombre  des  cas  favorables , q le  nombre  des  cas  contraires  : 
soient  x,  y,  z,  etc.  le  nombre  de  coups  que  doit  jouer  chacun 
des  autres  joueurs. 

Dans  le  cas  d'un  dé,  on  a p=  1 , q= 5.  La  probabilité 
de  Pierre  pour  gagner  au  premier  coup , sera  g;  pour  gagner 

au  second  coup  , elle  sera  •(  Probl.  XV),  i 4-  — — . 

" G*  6“’ 

pour  gagner  au  troisième  coup  , elle  sera 

« + G .■ ■+■  6> - 6 + g U + &)  - 6 + 6 \ ’ — gï  ; = 1 - §3  • 

Ensorte  que  n étant  le  nombre  de  coups  que  Pierre  doit  jouer, 
la  probabilité  de  gagner  sera  1 — g . 

Cherchons  le  sort  du  second  joueur.  Pierre  n’ayant,  par 
exemple , qu  un  coup  à jouer , auquel  cas  n=i , la  probabilité 

en  faveur  de  Paul,  est  | ; et  comme  d’ailleurs  Paul  doit  jouer 
x coups  qui  lui  donnent  la  probabilité  1 — , d’après  ce 

qu  on  a vu  plus  haut,  la  probabilité  cherchée  sera  le  produit 

39 
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5 S*4"' 

des  deux,  c'est-à-dire,  g — g^+T’  Lorsque  Pierre  joue  deux 

coups,  ou  pour  n=2,  la  probabilité  en  faveur  de  Paul,  après 
un  coup,  étant  la  précédente,  après  le  second  coup  elle  en 

5 5*  5*+» 

sera  les  g,  c’est-à-dire,  g^ — » et  aPr“  n coups,  elle 

Jryü  5*+» 

deviendra  ^ — g^-.  Egalant  les  probabilités  de  Pierre  et  de 

Paul , on  aura  cette  équation 

5"  5*  b14-” 

1 — g“  = 6»  6*+“  ’ ^ où 

d’où  l’on  tire  facilement  la  valeur  de  x , en  prenant  les  lo- 
garithmes de  part  et  d’autre. 

Pour  avoir  la  valeur  de  y , il  n'y  a qu’à  substituer  dans 
5x"4’n 

l’expression  gj  — g^ , pour  n la  somme  des  coups  de  Pierre 

et  de  Paul , c’est-à-dire , n plus  la  valeur  de  x déduite  de  la 
précédente  équation , remplacer  x par  y et  égaler  le  résultat  à 
5" 

1 — gj.  On  trouverait  de  lbmême  manière  les  valeurs  de  s,  u,  etc. 

Problème  XVII.  Etantdonné  un  nombre  quelconque  de  jetons 
ayant  chacun  deux  faces , rune  blanche  et  l’autre  noire; 
on  propose  de  trouver  toutes  les  combinaisons  de  faces  blanches 
et  noires  qu’on  peut  amener  en  les  jetant  au  hasard? 

Pour  simplifier  , supposons  quatre  jetons  qui  porteront  con- 
séquemment quatre  faces  blanches  et  quatre  faces  noires  : il 
est  clair  que  la  question  revient  à compter  les  produits  difiY- 
rens  un  à un  , deux  à deux , trois  à trois , quatre  à quatre 
qu'on  peut  faire  avec  quatre  choses.  Si  donc  on  désigne  la  face 
blanche  par  a,  et  la  face  noire  par  b,  et  qu’on  face  le  dévelop- 
pement de  (a-f-  by,  ce  qui  donne 

( a + b )*  = a*  4 a'b  -J-  Ga°i*  + 4 ab 3 -f-  ù* -, 

on  conclura  , i°.  de  chacun  des  termes  a 1 et  b\  qu’il  n’y  a 
qu’une  manière  d'amener  quatre  faces  blanches,  et  qu’une 


Digitized  by  Google 


ALGÉBRIQUE.  Si  i 

manière  d’amener  quatre  faces  noires  ; a°.  du  terme  4anb , qu’il 
y a quatre  manières  d’amener  trois  faces  blanches  et  une 
noire;  3°.  du  terme  /qib' , qu’il  y a aussi  quatre  manières 
d’amener  une  face  blanche  et  trois  noires  ; é\.  enfin  du  terme 
Scfb*,  qu’il  y a six  manières  d'amener  deux  faces  blanches 
et  deux  noires. 

En  partant  de  cette  propriété  que  les  coefliciens  numériques 
des  termes  équidistans  des  extrêmes  dans  le  développement  de 
(r-f-a)1",  sont  les  mêmes , on  conclut  t°  que  le  nombre  des  pro- 
duits différens  de  m lettres  deux  à deux,  est  le  même  que  celui 
des  produits  différens  de  m lettres  m — a à m — 2 ; 20  que 
le  nombre  des  produits  m de  lettres  trois  à trois  est  le  même 
que  celui  du  même  nombre  de  lettres  m — 3 à m — 3,  et 
ainsi  de  suite  ; ensorte  que  le  nombre  des  faces  blanches  ou 
noires  étant  m , et  les  premières  pouvant  être  amenées  deux  à 

deux  de  — — manières  différentes,  les  faces  restantes  en 

2 

nombre  m — 2 pourront  être  amenées  toutes  ensemble  d’autant 
de  manières , et  on  en  dira  autant  de  pareil  nombre  de  faces 
noires  qui  doivent  être  combinées  avec  les  m faces  blanches 
deux  à deux.  D’après  cela  b désignant  une  face  noire  et  a une 
face  blanche , si  on  développe  (a+i)'"  et  qu’on  ordonne  sui- 
vant b,  les  coefliciens  numériques 

m (m — 1)  m(  m — 1)  (m — 3) 

TTt  » " | ~ 

7 a 2.3 


- etc.. 


indiqueront  en  combien  de  manières  on  peut  amener  une,  deux, 
trois  , etc.  faces  noires  sur  m,  et  en  même  tems  en  combien  de 
manières  on  peut  amener  m — 1,  m — a,  m — 3 etc.  faces 
^blanches  sur  m : on  observera  encore  que  les  nombres  de  faces 
^Pblanches  amenées  sont  les  exposans  de  a,  et  ceux  des  faces 
noires  les  exposans  de  b. 

Problème  XVIII.  i°.  Ayant  n dés  dont  chacun  ait  a faces 
marquées  d'un  zéro  , b faces  marquées  dune  unité  positive  , 
et  b faces  marquées  dune  unité  négative  , trouver  la  probabilité 
qu'il  y a d amener  zéro  points,  en  jetant  tous  ces  dés  au 
hasard  ? a0.  • Ayant  n dés  dont  chacun  ait  a faces  marquées 

33-. 
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• zéro , b faces  marquées  -f-  1 , et  b faces  marquées  — 1 , on 
demande  la  probabilité  d'amener  -J-  /*  ou  — /*  points  , en 
projetant  ces  dés  ? 

(Je  problème  est  une  généralité  du  précédent.  1®.  On  dési- 
gnera par  x°  la  face  portant  le  numéro  o , par  a:1  la  face 
portant  le  numéro  -f-  1 , et  par  x-1  la  face  portant  le  numéro 
— 1 . Or  on  sait  par  la  théorie  des  combinaisons , que  si  on 
élève  le  trinôme  ax°  -f-  bx'  -f-  bx~ 1 à la  puissance  n , la 
coefficient  du  terme  absolu,  c’est-à-dire,  delà  puissance  o de 
x , dénotera  le  nombre  des  cas  où  la  somme  des  points  mar- 
qués par  tous  les  dés  , sera  égale  à zéro  •,  mais  au  lieu  du 
trinôme  précédent  élevé  à la  puissance  n , on  peut  prendra 
(x1  Donc  en  nommant  A le  coefficient 


de  x,  on  aura  pour  la  probabilité  cherchée , — » ea 

observant  que  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles , est  (a-f-  ai)". 
Tout  se  réduit  donc  à trouver  le  coelficient  A qu’on  peut  obte- 
nir de  deux  manières  différentes  : 

1 "manière.  Si  on  développe  la  puissance  [a-f-ifx'+x-1)]", 
on  aura 


a"  -J-  na"~'b  (x'-f-  x *)  -f 


n(n— i) 


a.n~*b » (x'-f-  x *>* -f-  etc.  : 


or  il  est  facile  de  voir  que  les  puissances  impaires  du  binôme 
x’  + x * ne  renferment  aucun  terme  sans  x , et  que , dans 
les  puissances  paires  , il  y a toujours  un  terme  sans  x qui  est 
celui  du  milieu  , terme  dans  lequel  les  exposans  de  x1  et  x— ' 
sont  les  mêmes.  Ainsi  le  terme  sans  x de  (x'-j-x- ')*  sera  a , 


/ 7 

de  (x1  -f-  x~ 1 y sera  — : — , de  (x1  -f-  x~ 1 ) 


1 .a 

ainsi  de  suite.  Donc , on  aura  , en  général , 

2 

o -I- 

i .a 


sera 


6.5.4 
X .3.3  ‘ 


et 


A —a"-l — . — a 

î 

, 6.5.4  n(n — î)  (n— 2) (n— 5) 


&a+4j  ^i)(n-f)(n-^)a^bi 
■ ~ 1.3. 3. 4 


1.3.3' 


i .2. 3. 4-5. 6 


an~eb6  -f-  etc.  ; 
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c’est-à-dire  , 

A=a»+  »(n~0  «-’*’  + ««-t* 


i .2. i .a 


-a)..  (n-5)a.  etc 

î. a. 3. j. 2. 3 


a*  manière.  Il  est  visible  que  le  trinôme  a + à(x' -f-x-') 
peut  se  décomposer  en  ces  deux  binômes  * -f»  Sx',  * -f-  Cx~‘ , 
ce  qui  donne,  par  la  comparaison  des  termes, 


d’où  l’on  tire , 
et  de  là , 


on  aura  donc 


«“  -f-  C 1 = a , *£  e —b 

«±b  = \/ a ±.  ai  , 

\/ a -f-  nb  -f-  [/a  — 2 i 

a * 

. -f-  26  -f-  l/.a  — ai 

‘ = a '• 


[]  a -f-  b (x1  -f-  x-,)]"=  (x  + Gx'Y  («4-  Cx-1)1* 
= (*”  -f-  n»"- ‘£x-f-  ~~ — — *'t-aô3xJ-j-  etc.^ 

/ , n«*— ’»  n(n — î)  un~' \ 

(*•+—  + -SH-  — +c,c); 


x 


d’où  il 


est  facile  de  conclure  qu’on  aura 

A = .»  + (*.—■«)■+  (îfiîXÜi 

/»  ( » — 1 ) ( » — a) 

+ V TâT3 


a”.  Pour  résoudre  la  seconde  question  , il  n’y  aura  qu’à 
élever  le  trinôme  o + i(i'-j-x-1)  à la  puissance  »,  et  lo 
coefficient  de  x1*  dénotera  le  nombre  des  cas  où  la  somme  de 
tous  les  points  sera  ft,  de  même  que  celui  de  x~~t*  dénotera 
le  nombre  des  cas  où  la  somme  des  points  sera  — f*.  Ainsi 
la  somme  de  ces  deux  coefiiciens,  divisée  par  (a -J- ai)"  qui 
est  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles , donnera  la  probabilité 


t 


Digitized  by  Google 


ANALYSE 


6.4 

' \ 

cherchée.  Or  on  a 

* ' 

[ a + b (x'  4-  x-1  )3”  = a"  4 nan~'b  ( x1  4 x-’  ) 
+ ~~ — — a.B~‘b%  (x*  + x-1)1  -f-  etc.  ; 
et  de  plus  , 

(.r,+x-')a  = x*  4 x-4  4-  2 , 

(x'-f-x-1)1  = x3  + x-3  4 3 (x’-f-x-1)  , 

(x'+x-)4  ==  x<  4 x"3 4- 4 (x*4x-“)  + , 

(r'4-x-')5  = x5  4-  x-5  4 5 (x’4x~3)  + — (x'+x-1) , 

4 

et  ainsi  de  suite.  Donc  si  on  suppose 


[ a 4-  b (x'4i"') J*  — A + B (x'4x-1)  4-  C 

4* O (x  !4”X— 3)  *4  etc.  j 

on  aura 

A=a"+*  ^1=1)  a~-b'+4£ . <n-J)^n-Æn-^  a»-M 

1 3 i.2  2.3-4 

6,54  . ■(-■ a-V  + «c.  s 
1.2.0  a. 0.4. b. o 

_ , 5 n (n  — 1 ) (n—  a)  „ •», 

B —nan~'b  4 - . — }~ a"- V 

1 2.3 

■ 5-4  n (n—  1 ) Q— a)(«— 5)(n— 4) 

1.2’  a. 3. 4- 5 

4 «-»*»  4 etc.  ; 
i.a.o  2.3 .7 

C=  4 é . "(/»-*)(/.— 2)(n— 5)  a._4M 

2 1 2.3.4 

4 — . a-^« 

1 . 2 3.0 6 

8^6.7  /.(n-O^n-T)  fln_8i,  + etc> 

1.2.3  1.2 8 

* et  ainsi  de  suite.  Donc  si  on  désigne  par  M le  terme  de  la 
série  A , B , C,  etc.  dont  le  quantième  sera  p 4 1 > il  est 
facile  de  voir  qu’on  aura 
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SI  — — O (n  — /t-4-0  an-f*b, u 

i .a * 

. f*  4~  2 n ( n 1 ) . . . (»  —f*  1 ) n — fjt—7ljx+i 

'r  1 • i a (*4-2) 

. (/“+4)Q+5)  n (n— î) . . . . (n—r—3)  „-u—jtu+î 

^ 1-2  • 1-2 (fC+4) 

4 etc. 


Or  ce  terme  M est  le  coefficient  de  et  de  x~fl , de  sorte 
aM 

qu’on  aura  ^ ^ - pour  l’expression  de  la  probabilité 
cherchée. 

A l’effet  de  faciliter  le  calcul  des  quantités  A , B , C , etc. , 
on  a cherché  à faire  dépendre  ces  coeificiens  les  un»  des  autres , 

et  en  posant  2 — K.,  on  trouve 

_ _ «A—  KB 
• ' n + a ’ 

( n — î)  B — .aKC  \ 


D 

E 


n -f-3 
_ (n — a)  C — 5KD 


etc. 


n + 4 


Ainsi , connaissant  les  deux  premiers  termes  A et  B , on  calcu* 
lera  facilement  les  autres. 

Pour  a — b,  on  a K=  i , et  faisant  successivement  n = î , 
= a , = 3 , etc. , on"  trouvera 


n 

A 

B 

C 

D 

E 

F 

G 

î 

î 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

a 

3 

SL 

1 

0 

0 

0 

0 

3 

7 

6 

3 

1 

0 

0 

0 

4 

*9 

16 

10 

4 

1 

0 

0 

5 

5i 

45 

3° 

i5 

5. 

1 

0 

6 

141 

126 

9° 

5o 

ai 

6 

i. 

« 
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La  solution  de  cette  question  à laquelle  on  ramène  la  sui- 
vante , est  due  au  célèbre  Lagrange , qui  l’a  donnée  dans  un' 
Mémoire  inséré  dans  les  Mélanges  de  la  Société  Royale  de 
Turin  pour  les  années  1 770  — 1 773  , ayant  pour  titre  : 
De  futilité  de  la  méthode  de  prendre  le  milieu  entre  les 
résultats  de  plusieurs  observations  , etc.  On  ne  sera  peut-être 
pas  fâché  de  trouver  ici  l'introduction  à ce  beau  Mémoire  , 
l'un  des  premiers  travaux  de  ce  grand  géomètre. 

Lorsqu’on  a plusieurs  observations  d’un  même  phénomène 
dont  les  résultats  ne  sont  pas  tout  à fait  d’accord , on  est  certain 
que  ces  observations  sont  toutes,  ou  au  moins  en  partie  , peu 
exactes  , de  quelque  source  que  l’erreur  puisse  provenir  : alors 
on  a coutume  de  prendre  le  milieu  entre  tous  les  résultats  > 
parce  que  de  cette  manière  , les  différentes  erreurs  se  répar- 
tissant  également  dans  toutes  les  observations  , l’erreur  qui 
peut  se  trouver  dans  le  résultat  moyen,  devient  aussi  moyenne 
entre  toutes  les  erreurs.  Or  quoique  tout  le  monde  reconnaisse 
l'utilité  de  cette  pratique  , pour  diminuer  autant  qu’il  est  pos- 
sible l’incertitude  qui  naît  de  l’imperfection  des  instrumens  , 
et  des  erreurs  inévitables  des  observations  , il  est  cependant 
avantageux  d’examiner  et  d’apprécier , parle  calcul,  les  avan- 
tages qu’on  peut  espérer  de  retirer  d’une  semblable  méthode. 
Je  commencerai  par  supposer  que  les  erreurs  qui  peuvent  se 
glisser  dans  chaque  observation  soient  données  , et  qu’on  con- 
naisse aussi  le  nombre  des  cas  qui  peuvent  donner  ces  erreurs , 
c’est-à-dire  , la  facilité  de  chaque  erreur  : je  supposerai  ensuite 
qnc  l’on  connaisse  seulement  les  limites  entre  lesquelles  toutes 
les  erreurs  possibles  doivent  être  renfermées  , avec  la  loi  de 
leur  facilité  , et  je  chercherai  dans  l’une  et  dans  l’autre  de  ces 
hypothèses  , quelle  est  la  probabilité  que  l’erreur  du  résultat 
moyen  soit  nulle  , ou  égale  à une  quantité  donnée , ou  seu- 
lement comprise  entre  des  limites  données.  Je  ferai  voir,  en 
même  temps,  comment  on  peut  déterminer,  d posteriori,  la 
loi  même  de  la  facilité  des  erreurs  , ej  quelle  est  la  probabilité 
que , dans  cette  détermination , on  ne  se  trompera  pas  d’une 
quantité  donnée.  D’où  je  déduirai  des  règles  assez  simples 
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pour  la  correction  des  instrumens,  par  des  vérifications  réitérées. 
La  difficulté  consiste  ici , comme  dans  toutes  les  questions 
de  probabilité, dans  l’énuméra^^BpIes  cas  favorables  et  possibles 
dont  le  quotient  est  la  probabilité. 


Nous  passerons  à la  solution  du  premier  problème , en  sup- 
primant même  les  remarques  et  le  scholie  qui  nous  mèneraient 
trop  loin. 

Problème  XIX.  On  suppose  que  dans  chaque  observation , 
on  peut  se  tromper  d'une  unité  tant  en  plus  qu’en  moins;  mais 
que  le  nombre  des  cas  qui  peuvent  donner  un  résultat  exact , 
est  au  nombre  des  cas  qui  peuvent  donner  une  erreur  dune 
unité , comme  a"  ; ab  ; on  demande  quelle  est  la  probabilité 
d'avoir  un  résultat  exact , en  prenant  le  milieu  entre  les  résultats 
particuliers  dun  nombre  n d'observations  ? 


Puisqu’il  y a a cas  qui  donnent  zéro  d’erreur,  et  ai  cas  qui 
donnent  -f-  1 et  — 1 , c’est-à-dire , i cas  qui  donnent  -f- 1 , et  b 
cas  qui  donnent  — 1 d’erreur  ; il  est  clair  par  les  règles  ordi- 
naires des  probabilités  (1 ,r  Prin.) , que  la  probabilité  que  l’erreur  ' 
soit  nulle  dans  chaque  observation  particulière,  sera  exprimée  par 

Voyons  quelle  est  la  probabilité  que  l’erreur  soit 

encore  nulle , eu  prenant  le  milieu  entre  n observations.  Il  est 
facile  de  voir  que  cette  question  se  réduit  à celle-ci  résolue  pré- 
cédemment: ayant  n dés  dont  chacun  ait  a faces  marquées  d’un 
zéro  , b faces  marquées  d’une  unité  positive  et  b faces  marquées 
d’une  unité  négative,  ensorte  que  le  nombre  total  des  faces  soit 
a + 2i,  trouver  la  probabilité  d’amener  zéro,  en  jetant  tous 
ces  dés  au  hasard.  On  a vu  que  la  probabilité  cherchée  est 

A 

; ; — T-r~ , et  on  a trouve 

(a  + ai)”  * 


A=a"  + n(n— t)n"-ai*+- 


n (n— 1 ) {n — a)  (n— 3) 


2.2 


n (n— 1)  (n— a)  (n— 3)  (n— 4)  (n— 5)  a„_gfi6  . ^ 
a. 3. 2. 3 
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A=«:"  + (n«"“,£),  + ( 


n ( n — 1 ) a»-*C»Y 


+( 


i .2 

5F— 3£3\  a 


n(n—  — fl)?^g 

1.2.3 


) + 


etc. 


Soit  a = b , ce  qui  revient  à supposer  qu’il  y ait  un  nombre 
égal  de  cas  qui  donnent  o , ou  + î , ou  — t d’erreur  : la 
probabilité  d'avoir  un  résultat  exact  dans  chaque  observât io’h 
particulière,  sera  j , et  celle  d’avoir  un  résultat  exact,  en  pre- 
nait le  terme  moyen  entre  les  résultats  de  n observations  , sera , 
suivant  la  première  formule  et  après  avoir  divisé  para"  le  haut 

A 

et  le  bas  de  la  fraction  yr- , 

( a 20  )* 

, «("— i)(n— 2)(n— 3)  , n(n— t) (»-5) 

i-f •»(«—)+ — + a. 3.2.3"" 

3" 


Donc  en  faisant  successivement  n=  t , =a,  ~3 , etc. , on  aura 


n = î 

r l 

~ 3 

n = a 

l 

1 _ 3 

n = 3 

1 7_ 

a7 

pour  ^ 

r 

n = 4 : 

j probabilité  ^ 

r 

>.9 

“ 8i 

r 

• 

5i 

n = b 

243 

n = 6 

— lAl. 

7a9 

v.  e*c# 

. 

etc. 

On  voit  par  cette  table  que  la  probabilité  que  l’erreur  soit 
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nulle , diminue  à mesure  que  l’on  prend  un  plus  grand  nombre 
d'observations. 

Soit  maintenant  a—ab,  ensorte  que  le  nombre  des  cas  qui 
donnent  un  résultat  exact , soit  égal  au  nombre  de  ceux  qui 
peuvent  donner  une  erreur  de  -J-  i et  — 1 : dans  ce  cas  , il 
vaudra  mieux  se  servir  de  la  seconde  formule  ; car  on  aura 
S=\/b,  d’où  £=*,  de  sorte  qu'à  cause  de  a-j-ab=/{b, 

on  aura , en  divisant  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction 


par  bn, 


(a-J-2Ù  )m 


Sn  (n— , )y  , (n  (n—  1 ) (n— a)J  + ^ 


+ n'‘+(^p±)  + Q 


a. 3 


4* 

pour  la  probabilité  que  l’erreur  >oit  nulle  en  prenant  le  milieu 
entre  n observations.  Donc  en  faisant  successivement  n = 1 , 
= a , = 3 , etc. , on  aura 

1 

a • 

3 • 

8 

_5_ 

16 
55 
128 
etc. 


pour 


( 

\ f 

n — 1 

n — 2 

! 

\ n = 3 

> probabilité  < 

I n = 4 

1 etc. 

1 

Soit  b ==  2 a,  de  manière  que  le  nombre  des  cas  qui  peuvent 
donner  une  erreur  d’une  unité  tant  en  plus  qu’en  moins , soit 
double  de  celui  où  on  aurait  un  résultat  exact.  On  aura  pour 
la  probabilité  que  l’erreur  soit  nulle,  en  prenant  le  milieu  entre 
un  nombre  n d’observations  , 


0+ 


i6n(n — i)(n — 2)(n — 5)  nSn(n — i)...f/« — 5) 


2.2 


s. 5. a. 3 
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Donc  faisant  successivement  n=i , =z,  = 3 , etc. , on  aura 


n = i 

- 5 

n s=  2 

— JL 

a5 

pour  « 

n = 3 | 

> probabilité  < 

i 

l~~ 

n r=  4 

n 

SIg 

< etc.  „ 

^ etc. 

Problème  XX.  Un  joueur  jouant  successivement  contre  tous 
ceux  qui  se  présentent , estimer  la  probabilité  de  sa  ruine  , 
après  un  nombre  quelconque  de  parties  ? 

L’expérience  prouve  sans  réplique,  que  la  passion  du  jeu 
conduit  ceux  qui  s’y  livrent  à une  ruine  inévitable  ; mais 
cette  triste  vérité  est  perdue  pour  les  joueurs , parce  qu'ils 
s'accoutument  à ne  voir  que  l’effet  du  hasard  dans  les  événe- 
mens  du  jeu  , qui  feraient  peut-être  plus  d’impression  sur  leur 
esprit  , si  on  leur  démontrait  qu’ils  doivent  les  considérer 
comme  une  suite  nécessaire  de  la  combinaison  des  chances.  Tel 
fut  sans  doute  le  motif  qui  engagea  l’illustre  Buffbn  à exami- 
ner cette  question  sous  un  point  de  vue  purement  mathématique, 
dans  son  Essai  d' Arithmétique  morale  : on  trouve  dans  cet 
ouvrage  des  idées  qui  auraient  dû  conduire  l’auteur  aux  vrais 
principes  de  la  théorie  générale  du  jeu  , qu’on  ne  doit  pas  con- 
fondre avec  la  théorie  des  différens  jeux  considérés  chacun  en 
particulier  , laquelle  a été  l'objet  des  recherches  de  plusieurs 
géomètres  et  particulièrement  de  Montmort. 

Avant  d’entrer  en  matière,  M.  Ampère  fait  connaître  les  prin- 
cipaux résultats  auxquels  il  a été  conduit , et  dont  la  démons- 
tration est  l’objet  de  son  Mémoire. 

i°.  En  écartant  les  considérations  morales  qui  font  varier  la 
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valeur  de  l’argent  suivant  les  circonstances  où  se  trouvent  les 
joueurs,  il  ne  saurait  y avoir  aucun  désavantage  à jouer  à jeu 
égal  contre  un  adversaire  également  riche,  puisque  l’un  ne 
peut  perdre  que  l’autre  ne  gagne  , et  que  tout  est  égal  de 
part  et  d’autre  ; a0,  la  même  chose  peut  se  dire  de  deux  joueurs 
de  fortunes  inégales , s’ils  sont  décidés  à ne  faire  qu’un  nombre 
déterminé  de  parties  , et  assez  petit  pour  que  l’un  ni  l’autre  ne 
puisse  perdre  tout  ce  qu’il  possède  ; 3°.  il  n’eu  est  plus  ainsi 
lorsqu’il  s’agit  d’un  nombre  indéfini  dfe  parties  ; la  possibilité 
de  faire  face  plus  long-temps  au  jeu,  donnant  au  plus  riche 
des  deux  joueurs  , un  avantage  qui  croît  en  raison  de  l’excès  de 
sa  fortune  sur  celle  de  son  adversaire  ; 4°-  cet  avantage  devien- 
drait infini , si  l’une  de3  fortunes  pouvait  l’être  ; car  alors  la 
ruine  du  moins  riche  des  joueurs  serait  certaine  : d’où  l’on  doit 
conclure  que  c’est  s’exposer  à une  ruine  inévitable , que  de 
jouer  contre  tous  ceux  qui  se  présentent  : on  peut,  en  effet  , 
assimiler  ce  nombre  indéfini  de  joueurs  à un  seul  dont  la  fortune 
est  indéfinie. 

En  représentant , comme  on  le  fait  ordinairement , par  l’unité 
la  certitude  absolus , par  exemple , celle  qui  résulte  d’une  dé- 
monstration rigoureuse , on  pourra  regarder  comme  une  certi- 
tude morale  toute  fraction  variable  qui , sans  devenir  jama;s 
égale  à l’unité , en  approche  continuellement,  et  de  manière  à 
en  différer  d’aussi  peu  qu’on  voudra  (Probl.  XV). 

Toutes  les  fois  que  rien  ne  borne  le  nombre  des  coups  qui 
doivent  amener  un  événement , la  probabilité  de  cet  événement 
augmente  avec  les  coup£:  mais  il  faut  distinguer  le  cas  où  cette 
augmentation  tend  vers  une  limite  déterminée,  de  celui  que  nous 
venons  de  faire  remarquer , où  elle  n’a  d’antre  limite  que  la 
certitude.  Pour  donner  un  exemple  du  premier  cas,  supposons 
deux  joueurs  également  riches  jouant  à jeu  égal,  jusqu’à  ce 
que  l’un  d’eific  soit  ruiné  : il  est  aisé  de  voir  que  rien  alors  ne 
détermine  le  nombre  des  parties  que  feront  les  deux  joueurs  , 
et  que  la  probabilité  que  l'un  d’eux  se  ruinera  , augmente  avec 


* 


Digitized  by  Google 


6aa  ANALYSE 

le  nombre  des  parties , sans  pouvoir  cependant  jamais  surpasser 
la  limite  { , puisque  la  probabilité  de  se  ruiner , étant  la  même 
pour  chacun  d’eux , n’est  plus  que  la  moitié  de  la  certitude. 
Quant  à celui  qui  se  livre  à la  passion  du  jeu  , la  probabilité 
de  sa  ruine  croissant  continuellement , finit  par  surpasser  toute 
probabilité  donnée. 

Pour  déterminer  la  limite  des  probabilités  contraires  au 
joueur,  il  faut  trouver  le  terme  général  de  la  série  qui  les 
comprend  toutes  , c’est-â-dire , la  probabilité  que  le  joueur  se 
ruinera  à la  dernière  d’un  nombre  quelconque  de  parties  ; et 
nous  supposerons  que  la  somme  jouée  est  la  même  à chaque 
partie,  et  quelle  est  une  partie  aliquote  exacte  de  la  fortune 
du  joueur  en  entrant  au  jeu , supposition  que  nous  pouvons 
faire  tourner  à son  profit,  en  prenant  cette  partie  aliquote 
moindre  que  les  sommes  successives  qu’il  hasarde  à chaque 
partie. 

Représentons  par  m le  nombre  de  fois  que  cette  partie  ali- 
quote est  contenue  dans  la  fortune  du  joueur  : puisqu’il  ne 

risque  que  — de  sa  fortune , à chaque  partie , il  ne  pourra  se  ' 

trouver  ruiné  avant  la  partie  dont  le  rang  est  désigné  par  m : 
pour  qu’il  le  fut,  en  effet,  à cette  partie,  il  faudrait  qu’il  la 
perdit  après  avoir  perdu  toutes  les  précédentes  : s’il  eu  gagne 
une  et  qu’il  perde  toutes  les  autres , il  ne  se  trouvera  ruiné 
qu’après  m + t parties  , ce  qui  suppose  m -f-  a parties  : s’il  en 
gagne  une  seconde  , il  ne  pourra  plus  être  ruiné  qu’après  /n-j-a 
parties  , ce  qui  suppose  m-f-  4 parties , et  il  est  aisé  de  voir  , 
en  général , que  p étant  un  nombre  quelconque  , il  faudra , 
pour  qu’il  ne  reste  rien  au  joueur,  que  le  nombre  de  toutes  les 
parties  soit  m -f-  ap  , le  nombre  des  parties  qu'il  gagne  étant 
p , et  celui  des  parties  qu’il  perd  étant  m -j-  p.  * 

! * 

Soit  j-  le  rapport,  à chaque  partie,  entre  le  nombre  des  cas 

favorables  et  celui  des  contraires  : la  probabilité  de  gagner  une 


Digitizedby  Google 


ALGÉBRIQUE. 


6r>5 

Si 


partie  sera  ■ ^ ■ , et  la  probabilité  de  la  perdre , sera  — -j- — 

l'on  veut  avoir  la  probabilité  que  p parties  gagnées  et  m-f-p 
parties  perdues  se  succéderont  dans  un  ordre  déterminé  , il 
faudra,  conformément  au  ( U I*  Principe)  , faire  le  produit 

de  p facteurs  égaux  à — , et  de  m p facteurs  égaux  à 

— | — , ce  qui  donnera  . ? 

»+<?  1 ( i -+•  q)m+*r 


Cette  probabilité  reste  la  même  pour  tous  les  arrangemens 
qu’on  peut  imaginer  entre  les  parties  gagnées  et  perdues  ; et 
comme  ils  sont  absolument  indépendans  , il  est  évident  que 
la  probabilité  précédente  doit  être  multipliée  par  le  nombre 
de  ces  arrangemens , en  observant  qu’il  faut  faire  abstraction 
de  ceux  qui  n’auraient  pas  permis  au  joueur  de  parvenir  à la  par- 
tie que  nous  considérons , en  le  privant  de  sa  fortune  dès  les 
parties  précédentes.  Soit  m+  ar  le  rang  d’une  de  ces  parties  : 
r étant  <jp  , il  faudra  rejeter  tous  les  arrangemens  de  p parties 
gagnées  et  de  m + p parties  perdues,  dont  les  m-j-ar  premières 
parties  renfermeraient  r parties  gagnées  etm  + r parties  per- 
dues , parce  que  ce  sont  ces  arrangemens  qui  auraient  ruiné  le 
joueur  après  m -f-  ar  parties. 


Sans  cette  restriction , le  nombre  des  arrangemens  serait 


m-)-np  m-f-ap — t m+2p — a m4-p+i 

~~i  • a ’ 3 p 

en  observant  que  le  nombre  total  des  arrangemens  de  m -f-  op 
choses  , étant 

î .a.3 (tn+P)  (m  + p+i) ( m -f-  ap  ) , 

il  faut  le  diviser  par  le  nombre  des  arrangemens  des  m +p 
parties  perdues , et  encore  par  le  nombre  de»  arrangemens  des 
p parties  gagnées  , pour  n’avoir  que  le  nombre  des  arrange- 
% mens  entre  les  parties  gagnées  et  perdues.  Pour  savoir  ce  qu’il 
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devient  après  la  correction  annoncée  plus  haut , exprimons  en 
général  par  AW  le  nombre  quelconque  t de  parties  qui  amènent 
la  ruine  du  joueur  précisément  à la  dernière  t de  ce*  parties,  (/) 
étant  un  indice  et  non  un  exposant  : d’après  cette  notation  , le 
nombre  dont  nous  cherchons  la  valeur  , sera  représenté  par 
et  A^m+:lO  rappellera  le  nombre  des  arrangemens  de  r 
parties  gagnées  et  de  m -f-  r parties  perdues  , qui  auraient  ruiné 
le  joueur  à une  des  parties  précédentes  dont  le  rang  est,  en  gé- 
néral , désigné  par  m -j-  ar , r étant  <[  p. 

Si  l’on  joint  p — r parties  gagnées  et  autant  de  parties  per- 
dues à chacun  de  ces  derniers  arrangemens  dont  le  nombre 
est  A(m+ïO,  on  en  formera  de  p parties  gagnées  et  de  m + p 
parties  perdues  , qui  devront  être  retranchés  de  la  formule  (i)  , 
afin  qu’après  avoir  donné  à r toutes  les  valeurs  possibles  en 
nombres  entiers  , depuis  r = o jusqu’à  r —p — 1 , il  ne  reste 
que  les  arrangemens  dont  le  nombre  est  A t1"4"3*)  : or  le  nombre 
des  arrangemens  de  a p — ar  choses  est , d’après  ce  qu’on  a dit 
précédemment, 

op  — 2 r op  — ar — 1 s p — ar — a p — r-j-i 

i a ‘ 3 p — r 

qu’il  faut  prendre  Aé"’+,r)  fois  : on  a donc  pour  le  nombre  de» 
arrangemens  à retrancher , 

*P— ™ °P  2r  i ap—  ar—  a p — r+  t A(m+tr) 

i ‘ a ‘ 3 p — r 

Faisant  successivement  r=p — i , =p — a,  =p  — 3,  etc., 
on  trouvera  pour  les  différentes  valeurs  de  l’expression  pré- 
cédente , 

2ac 4 _ ? ac„-m,-41  ® .5.  ^AC-+*pt«),  etc., 

t i a r a 3 

d’où  on  conclura 
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fa'l  m"^~ap.  m+îiP~t  m+aP— 3 m-f-p-fi 

a’  a ' 3 ' ’ ‘ ' p 

î AC»+-*p— ») é.  Ë - . - . - AC™4'*'’-4) 

î i ‘ a •’  î a 3 


_ ag~ ^ SP— ar— 1 _ ap-ar-a p-r+i  ACm+sr)  _ 

i ' a ' 3 * p — r 

_m+ap  m-f-ap— 1 m+ap — a ' m-f-p+i 

î ’ 2 ’ 3 p 

— aA _ a AC"’4’5'’- 0 — a.- . - . | A^4:’?-6) 

1 12  3 


^ ap— gr-,  ap— ar-a  af— ar— 5 Pz^±I  AO^O— etc. 

î . a 3 " p — r — î 

Pour  avoir  une  valeur  de  AO-*-*?)  indépendante  des  quan- 
tités A C"h-»p-*>,  A^m+‘^),  AC1"44''-6) A^m44,5 , etc. , on  ob-  , 

serrera  que  le  joueur  ne  peut  se  ruiner  à la  partie  dont  le  rang 
est  désigné  par  m -f-  ap , à moins  que , dans  les  m -f-  ap  — î 

parties  précédentes  , il  n’ait  été  réduit  à la  fraction  — de  sa 

i m 

fortune  primitive , puisque  nous  avons  exprimé  par  cette  frac- 
tion) la  mise  qu’il  hasarde  à chaque  partie.  Il  est  nécessaire  pour 
cela  que  sur  ces  m -f-  ap  — î parties , il  y en  ait  p gagnées , 
et  m-f-p — i perdues.  On  voit  d’ailleurs  que  le  nombre  des 
arrangemens  dilïerens  qu’on  peut  donner  à ces  parties  , sans 
supposer  qu’aucune  d’elles  ait  ruiné  le  joueur,  doit  être  égal  à 
celui  des  arrangemens  de  p parties  gagnées  et  m+p  parties 
, perdues,  dont  le  nombre  est  représenté  par  , puisque 

chacun  de  ceux-ci  se  forme  d’un  des  premiers  , en  y ajoui 
tant  une  partie  perdue.  Nous  tirerons  de  cette  considération 
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une  autre  valeur  de  que  nous  égalerons  à la  pré- 

cédente. 

Le  nombre  des  arrangemens  qu’on  peut  faire  avec  m-f-2p — i 
parties  , est  en  général , d’après  (i) , 


m-f-ap — 1 m-|-ap — a 
i a 


m -f-ap — 3 m-f-p  , 


formule  qui  revient  à celle-ci , 


m-f-p  m+ap — 1 m-f-ap — a m-j-p-f-i 

1 a ‘ 3 p 

11  ne  s’agit  donc  plus , pour  avoir  la  valeur  de  A1"'4'5'’),  que  de 
soustraire  du  nombre  exprimé  par  cette  formule,  le  nombre  des 
arrangemens  qui  auraient  ruiné  le  joueur  dès  les  parties  pré- 
cédentes, lesquel*,  ainsi  que  nous  l’avons  vu  précédemment,  se 
forment  évidemment  des  arrangemens  de  r parties  gagnées  et 
»»-f-r  parties  perdues,  dont  <le  nombre  est  représenté  par 
A(™-+->0}  pnS  avec  tous  ceux  de  a p — ar — 1 parties  dont  p — r 
gagnées  et  p — r — î perdues , et  qui  peuvent  se  faire  de 


a p — ar— î a p — ar — a ap— ar — 3 p — r-f-i 

i ' a ’ 3 p— r — î 


(3) 


manières  différentes. 

Elu  raisonnant  ici  comme  dans  le  calcul  précédent,  on  verra 
que  le  nombre  total  des  arrangemens  à retrancher , se  trouvera 
en  donnant  successivement  à r toutes  les  valeurs  possibles  en 
nombres  entiers,  depuis  r=p  — 1 jusqu’à  r = o dans  la  for- 
mule (3)  multipliée  par  At’H'4r)  : si  l’on  réunit  ensuite  tous  les 
résultats  obtenus,  savoir, 

Al«*-»r-0  ? AC"4^-^ , -À , etc. , 

’ i - 1 t a • • ' 

on  aura 
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f 

AC— P)  = m+p  . m+2P~ 1 ni-fap— a m4p+t 

a a 3 p 

_ AC — f-»)  _ 5 A(m+>r-0_  Ë # 4 3 A(m+tfh_É) 

1 123 


2p — ar — 1 ap — ar— a ap—ar — 3 
ï a 3 

— etc. 


..g=l+1  AC— 0 

p-r-i 


N * 


En  doublant  les  deux  membres  de  cette  équation , on  obtient 
la  suivante, 

(/)  . a ac— « = 2m+2P  m+ap—i . m+ap—a  m+p+ 1 
1 a 3 " ’ p 

— a AC —p-*)  — 3 . - AC— p-O — 2.- . 4 . - AC— r-v 
1 1 a 3 


— a 


a p — ar — 1 ap — ar — a ap — ar — 3 

ï • a • 3 


. . 1 AC— O 

p — r — 1 


— etc.  , 

I 

et  en  retranchant  l'équation  (a)  de  cette  équation  (4),  il  vient 
pour  différence , 


(51  ....y— 1 ™-HP--a ™+£±l. 

v ;•••  1 a ‘ 3 p * 

formule  remarquable  par  son  élégante  simplicité,  et  qu’on  aurait 
facilement  obtenue  par  induction. 

Substituons  pour  AC1— p)  cette  valeur  dans  l’expression  de  la 


probabilité  qui  est  AC1— rtx 


,cs  m m-f-ap — 1 m-f-ap — a 

{} T'  a • 3 


(1  + q)— r 

"»-f -p+i 


, et  nous  aurons 

■ (.  +0— ' ‘ 
40.. 
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En  Faisant  successivement  p=o,p=i,p=a,p=3,  etc., 
on  aura  les  probabilités  suivantes  que  le  joueur  se  ruinera  : 


A la  partie  m“ 


A la  partie  (m-H)'*"'- 
A la  partie  . 

A la  partie 


c>+gr* 

m m-^-a  q 

7‘  ï '(i+q)"+*; 

m m-f- 3 q* 

1 ’ a * 

m m-j-5  m+4  q1 
1 ’ a ‘ 3 (i+g)“ 


Si  dans  la  formule 

m (m — l)  (m— a) (m — n+i) 

i .a.3 n 

qui  compte  le  nombre  des  produits  difFéreus  de  m lettre* 
prises  n à n , on  fait  m = m'  -f-  sp , n = p , on  aura  la  suivante, 


(m'-f-np-)  m'+ap — î (m'-j-flp — a)  m'-f-p-f-i 

î a ‘ 3 p * 

qui  ne  diffère  du  second  membre  de  (5)  que  par  le  premier 
facteur  qui  manque  du  terme  a p ; ensorte  qu’en  désignant  par 
P(»,+ip),Oo  Ie  nombre  des  produits  différées  de  m+ap 
lettres  p à p , on  a 

P(m-4-ay)  , 00  ?rt~H  2P  J*  A m • P(°M-ap),  (p)  A (m-t-ap) 

AC’^v)  ~ m 1 m+ap  ~ » ’ 

et  conséquemment  l’expression  (6)  de  la  probabilité  devient 

A (m-4-?p>  SX  9r  n* . Pçm+VQ  , (_pj  qp 


A (m-H»p)  V-  ^ m • Pç^+V)  , (Pj>  SX  (!? 

{i+q)m^-“f  ~ m+ap  (i+<7)m'+',,,‘ 

On  pourrait  maintenant  restreindre  la  question  précédente , 
et  supposer  que  deux  joueurs  jouent  constamment  l’un  contre 
l’autre.  Il  faudrait  d’abord  calculer  la  probabilité  que  l’un  de* 
joueurs  se  trouve  ruiné  à la  dernière  d’un  nombre  quelconque 
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de  parties.  Supposons  encore,  à l’effet  de  rendre  le  calcul  plus 
simple  , que  la  somme  jouée  soit  la  même  à chaque  partie  , 
et  qu’elle  soit  une  aliquote  exacte  de  la  fortune  de  chaque 
joueur,  contenue  m fois  dans  la  fortune  du  joueur  B , et  n fois 
dans  celle  du  joueur  C , m , n exprimant  le  rapport  des  deux 
fortunes.  11  est  évident  que , dans  cette  supposition  , le  premier 
joueur  ne  se  trouvera  ruiné  qu’après  m -{-  op  parties  dont 
p gagnées  m -f-  p perdues  ; d’où  il  suit  qu’en  représentant 

toujours  par  - le  rapport  entre  les  chances  favorables  et  les 


exprimera  toujours 


chances  contraires  à ce  joueur?  çj^j~ÿn+,p 

la  probabilité  que  le  joueur  B perdra  la  totalité  de  sa  fortune 
après  m + sp  parties  dans  tous  les  arrangemens  qu’on  peut 
en  faire.  Cette  probabilité  est  donc  encore  la  même  que  dans 
le  cas  précédent-,  mais  le  nombre  des  arrangemens  des  m-{-  ap 
parties  par  lequel  il  faut  la  multiplier  , ne  sera  pas  le  même  , 
parce  qu’il  faudra  exclure  du  nombre  total  des  arrangemens  de 
p parties  gagnées  et  de  m -f-  p parties  perdues , non-seule- 
ment les  arrangemens  qui  auraient  ruiné  le  joueur  B avant  la 
partie  dont  le  rang  est  désigné  par  m -f-  ap  , comme  nous 
l’avons  fait  dans  le  cas  précédent,  mais  encore  ceux  qui  auraient 
amené  la  ruine  de  son  adversaire  avant  la  même  partie , puisque 
le  jeu  cessant  nécessairement  dès  que  l’un  des  joueurs  est  ruiné  , 
il  n’aurait  pas  pu  être  continué  dans  ce  cas  jusqu’à  la  partie 
pour  laquelle  nous  calculons  la  probabilité  de  la  ruine  du  pre- 
mier joueur.  * 

Il  suit  de  cette  observation  que  la  probabilité  de  la  ruine 
de  l’un  des  joueurs  , ne  peut  être  calculée  indépendamment  de 
la  probabilité  de  celle  de  l’autre  ; mais  comme  l’analyse  qui 
résout  cette  question  est  très-étendue  , nous  renverrons  le  lecteur 
au  mémoire  de  M.  Ampère,  ou  à l’ouvrage  que  nous  nous 
proposdns  de  publier  incessamment  sur  cette  matière  , et  nous 
nous  bornerons  ici  à faire  connaître  les  conclusions  auxquelles 
ce  géomètre  est  parvenu  : il  a trouvé  que  la  limite  des  proba- 


\ 
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biütés  contraires  au  joueur  B,  est 

1 4-  g 4-  ga+  q3-f 4-  g"-* 

i + g + ga+  q3+ + </*“■’ 

et  que  celle  des  probabilités  contraires  au  joueur , est 

g " + ?"'v'+9’l4^‘+ -fr-q*-' 

i +q  + q'  + q3+ + qk~'  * 

en  observant  que  h = m -f-  n.  La  somme  de  ces  deux  limites 
est  égale  à l’unité  qui  exprime  la  certitude,  ensorte  qu’on  ne 
peut  douter  que  l'un  des  joueyrs  ne  finisse  par  se  ruiner.  A 
l’égard  de  l’avantage  que  donne  au  plus  riche , l’inégalité  des 
fortunes , il  faut,  pour  le  déterminer,  supposer  tout  le  reste  égal 
entre  les  deux  joueurs , et  par  conséquent  q = î . Le  numéra- 
teur de  la  première  fraction  se  réduit  alors  à n ; le  numéra- 
teur de  la  seconde  et  le  dénominateur  commun  deviennent 
respectivement  m et  k , ensorte  que  les  deux  fractions  se  ré- 
duisent à 

n m 


or  m : n est  le  rapport  de  la  fortune  du  joueur  B à celle  du 
joueur  C ; d’où  l’on  conclut  que  la  probabilité  que  chaque 
joueur , à jeu  égal , ruinera  son  adversaire  , est  en  raison  directe 
de  sa  fortune. 

Lorsque  q est  autre  que  l'unité,  on  peut  réduire  à deux 
termes  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  chaque  fraction  , 


* # nn  _ | 

en  les  multipliant  par  q — 1 ; on  a ainsi  pour  la  pro- 


babilité que  C ruinera  B , et 

?*• 

nera  C. 


■ q * 


pour  celle  que  B rui- 


En  égalant  les  deux  expressions  ci-dessus , on  est  conduit 
à l'équation  * 


q*-'+q*~‘+qk-3+-  • • .-fq*— g"-'— q”-1— q”-3. . . .— 1 =o. 
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,qui  donne  q lorsqu’on  connaît  met»,  eu  qni  fait  connaîtra 
Je  rapport  qui  doit  exister,  à chaque  partie,  entre  les  chances 
favorables  à chaque  joueur  , pour  qu’il  en  résulte  en  faveur 
du  moins  riche , un  avantage  qui  tende  à compenser  l’inégalité 
des  fortunes  , sans  lui  donner,  plus  d'espérance  que  n’en  a 
son  adversaire. 


Si  l’on  suppose  infinie  la  fortune  du  joueur  C , par  exemple , 

on  a n = - : alors  le  nombre  m restant  fini  , la  fraction 
o 

qui  exprime  la  probabilité  que  ce  joueur  se  ruinera  , 


rn-f-  n 


s’évanouit,  et  la  probabilité  — -j — qu’il  ruinera  son  adver- 
saire , devient  égale  à l’unité , ce  qui  équivaut  à la  certitude  : 
le  joueur  B se  trouve  alors  précisément  dans  le  même  cas  que 
s’il  jouait  indéfiniment  contre  tout  joueur. 

En  supposant  toujours  le  jeu  égal , et  par  conséquent  <7=  1 , 
et  faisant  de  plus  m = n , pour  dire  que  les  deux  joueurs  sont' 

également  riches , les  deux  fractions  — , — —, — deviennent 

m-f-n  m-f-n 

égales  et  se  réduisent  l’une  et  l’autre  à { : la  probabilité  de 
se  ruiner  est  donc  la  même  pour  les  deux  joueurs. 


Problème  XXI.  Une  loterie  étant  composée  de  m numéros 

i,a,  3 m,  dont  il  sort  n numéros  à chaque  tirage  , 

quelle  probabilité  y a-t-il  que  parmi  les  n numéros  d'un  ti- 
rage , il  ne  se  trouvera  pas  deux  nombres  consécutifs  de  la 
suite  naturelle  des  nombres? 

On  peut  chercher  directement  le  nombre  des  combinaisons 
de  cette  sorte  ; ou  bien  on  peut , au  contraire , chercher  le 
nombre  de  celles  qui  renferment  deux  numéros  consécutifs  ; 
car  ce  dernier  nombre  retranché  du  nombre  total  des  combi- 
naisons n à n , donnera  pour  reste  le  nombre  des  combinaisons 
cherché.  Pour  abréger  le  discours  , nous  appellerons  ambe 
successif,  l’assemblage  de  deux  numéros  se  succédant  consé- 
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cutivement  dans  la  ÿiite  des  nombres  naturels , soit  que  ce» 
numéros  soient  seuls , soit  qu’ils  fassent  partie  d'un  plus  grand 
nombre  de  numéros. 

Première  solution.  Nous  nous  élèverons  ici  à la  formule 
générale  par  la  considération  des  cas  particuliers. 

i*.  Dans  le  cas  de  n — 1 , le  nombre  des  tirages  qui  donnent 
des  ambes  successifs , est 

m m 

1 » * 

a°.  Dans  le  cas  de  n=  a,  le  nombre  des  tirages  qui 
donnent  des  arabes  successifs , est  évidemment  m — - 1 , puis- 
qu’on ne  peut  combiner  chacun  des  m numéros  î , a , 3. . .m, 
qu’avec  son  consécutif,  et  ou  a 


m — î m m — î m — î m — a 


3®.  Soit  n = 3 : si  les  numéros  i et  3 font  tous  deux  parti# 
d'un  même  tirage , on  pourra  leur  adjoindre  l'un  quelconque 
des  m — a numéros  restans  : si  au  contraire  î doit  faire  partie 
d’un  tirage , sans  que  a doive  s’y  trouver,  il  faudra  lui  adjoindre 
toutes  les  combinaisons  a à a des  m — a numéros  restans  qui 
peuvent  fournir  des  ambes  consécutifs  , et  dont  le  nombre  est , 
par  ce  qui  précède , m — 5.  Ainsi  le  nombre  des  tirages  ayant 
î pour  plus  petit  numéro , et  représentant  des  ambes  succes- 
sifs , sera  (m — a)  -f-  (m — 3)  : pareillement  le  nombre  de  ceux 
qui  auront  a pour  plus  petit  numéro,  sera  (m — 3)  -f-  (m — 4) : 
le  nombre  de  ceux  qui  auront  3 pour  plus  petit  numéro , sera 
(m — 4)  4*  (m — h)  , et  ainsi  de  suite  jusqu’à  l’anté-pénultième 
numéro.  Il  sera  bon  d'observer  que , dans  la  combinaison  i , a,  5 
qu’on  obtient  en  prenant , par  exemple , î et  a avec  chacun 
des  m — a numéros  restans , il  y a les  deux  ambes  successifs 
î et  a,  a et  3 ; mais  qu'on  ne  doit  compter  que  le  premier 
arabe  , parce  que  le  second  est  ensuite  amené  par  les  tirages 
de  trois  numéros  ayant  a pour  plus  petit  numéro  : nous  ne 
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reviendrons  plus  sur  cetté  observation.  Ainsi  le  nombre  total  des 
tirages  de  trois  numéros  qui  présentent  des  ambes  successifs , 
sera 

[O—a)  4-  0—3)]  4-  [0—3)  4-  0—4)3 

4-  OO — 4)  4 O — S)]  4- 4 04°) 

= [O — a)  4-  O — 3)  + O — 4)  4- 4- 1 ] 

4 CO — 3)  4 O — 4)  4 O — 5)  4- 4 O 

_m  — i m — 2 m— a m — 3 

1 ‘ 2 î ‘ u 

m m — î m— 2 m — a m— 3 m — 4 

~ T ‘ ~T~  ‘ ~3  ~ ' “F"  ’ ~T~’ 

en  observant  que  chacune  de  ces  deux  suites  est  une  suite  de 
termes  par  équi-dilFérences  dont  le  terme  sommatoire  est  connu 
( Alg.  ir*  section). 

4°.  Soit  n = 4 : si  les  nombres  1 et  2 doivent  à la  fois 

faire  partie  d’un  même  tirage,  on  pourra  leur  adjoindre 

. . Ht  2 m 3 . . . i . . . 

chacune  des . combinaisons  2 a 2 iourmes  par  les 

12 

m — 2 numéros  restans.  Si  au  contraire  i doit  faire  partie  d’un 
tirage , sans  que  2 doive  s’y  trouver,  il  faudra  adjoindre  à ce 
numéro , toutes  celles  des  combinaisons  3 à 3 des  m — □ 
numéros  restans , qui  présenteront  des  ambes  successifs , et 
dont  le  nombre  est,  par  ce  qui  précède , 

m — 3 m — 4 . m — 4 o*  — 5 

. H . : 

12  12 

ainsi  le  nombre  des  tirages  de  quatre  numéros  qui , présen- 
tant des  ambes  successifs  , auront  1 pour  leur  plus  petit 
numéro,  sera 

m — 2 m — 3 j m — 3 m — 4 1 m — 4 m — 3 

i"a  1 2 ‘ 1 ' a 


Le  nombre  dey  tirages  de  cette  sorte  qui  auront  a pour  leur  plus 
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petit  numéro , devra  donc  êtye 

t 

m — 3 m — 4 _i_  m — 4 m — 5 m — 5 m — 6 
î ‘ a î a ' î 5 * 


Pareillement  le  nombre  de  ceux  qui  auront  3 pour  leur  plu* 
petit  numéro,  sera 


m — 4 


m — 7 


et  ainsi  de  suite. 


Il  résulte  de  là  que  le  nombre  total  des  tirages  de  quatre  nu- 
méros , qui  donneront  des  ambes  successifs , sera 


r m — 2 

m — 3 , 

m — 3 

m — 4 

, m—4 

m — 5~] 

L . * 

a + 

1 

2 

1 i 4 

9 J 

f~m— 3 

m— 4 , 

T 

s 

m — 5 

, m — 5 

m — 6~| 

L i ; 

a 1 

1 

a 

+ i 4 

9 J 

rm-4 

m — 5 , 

3 

1 

CJt 

m— 6 

, m — 6 

w—7~] 

L * 

4 a + 

1 

2 

1 i ‘ 

a J 

+ [ 6 + 3 +1  ] 

4-  C 3 -f-i  +o  ] 

+ C1  + ° + ° 


les  trois  dernières  lignes  étant  dues  aux  hypothèses  succes- 
sives m = 6,  m.=  5,  m = 4 dans  l’expression 


m — 5 


a 


obtenue  plus  haut  : si  l’on  range  horizontalement  les  lignes 
verticales  de  la  formule  précédente,  on  aura  (ch.  XXIII,  n°  i34) 


Digitized  by  Google 


ALGÉBRIQUE.  , 635 

pn-a  m-3  m-3  m-4  ■ m-4  m-5 +6+3+xl 

L i a i 2 ia  J 

. P m — 3 m — / . m — 4 ro—5  m — 5 m — S , c , * , “1 

+L-— -Tâ+-r-—+-; — r +6+3+,J 

+r^.2^+ïr-i.ï=£+îrf”=Z +6+3+1] 


t — 1 771—2  m— 3 m — 2 m — 3 m — 4 


1 ‘ 2 " 3 1 ’ 2 3 

, 771 — 3 777-  4 777- — 5 

+ ~T~'~T~  •_T“ 

771  771 1 771—2  fil 3 771 3 771 — 4 m 5 771 6 

i ' a 3 ' A i ' a ' 3 ' 4 * 

en  observant  que  lorsqu’on  a trouvé  le  terme  sommatoire  de  la 
première  suite  de  nombres  figurés  , 

j +3+G+....+  ^.-—  + + , 

i 2(i  a i a 


il  suffit  d’y  changer  m en  m — i , en  m — 2 pour  avoir 
ceux  des  nombres  figurés  qui  forment  les  deux  dernière» 
lignes. 

La  loi  des  formules  que  nous  venons  d’obtenir , est  facile  à 
saisir  ; et  à raison  de  la  marche  uniforme  du  procédé  , on  en  » 
peut  conclure  celle  qui  donne  le  nombre  des  tirages  de  n numé- 
ros qui  présentent  des  ambes  successifs. 

Seconde  solution.  Ainsi  que  nous  l’avons  dit  ci-dessus,  on 
peut  chercher  à calculer  directement  le  nombre  des  chances 
favorables  , c’est-à-dire,  le  nombre  des  tirages  différens  qui  ne 
présentent  pas  de  numéros  consécutifs  , n désignant  le  nombre 
des  numéros  qui  sortent  à chaque  tirage , et  en  divisant  le 
nombre  des  cas  favorables  par  celui  de  tous  les  cas  ou  de 
toutes  les  chances  possibles  , qui  est  le  nombre  total  des  tirage» 
possibles  de  n numéros  parmi  m , on  aura  la  probabilité  deman- 
dée par  l'énoncé  de  la  question. 


\ 
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Nous  supposerons  qu’on  a fait  des  chances  cherchées  , divers 
groupes,  en  plaçant  dans  le  premier  groupe  toutes  celles  dont 
le  plus  petit  numéro  est  1 , dans  le  second  toutes  celles  dont  le 
plus  petit  numéro  est  a ; dans  le  troisième  , toutes  celles  dont 
le  plus  petit  numéro  est  3;  et  ainsi  de  suite. 

i°.  Il  est  évident  que  s’il  ne  doit  sortir  qu’un  seul  nu- 
méro à chaque  tirage  , le  nombre  des  chances  favorables 

sera  le  nombre  total  des  tirages,  c’est-à-dire,  m ou  — . 

a0.  S’il  doit  sortir  deux  numéros  à chaque  tirage,  celles 
des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  î , ne 
pourront  être  complétées  que  par  quelqu’un  des  m — a numéros 
3 , 4 > 5.  . . . m : le  nombre  de  ces  chances  sera  donc  771  — 2. 
Celles  des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  2 , 
ne  pourront  être  complétées  que  par  quelqu’un  des  m — 3 

numéros  4,  5 , 6 tu  : le  nombre  de  ces  chances  sera 

donc  m — 3.  Celles  des  chances  favorables  dont  le  plus  petit 
numéro  sera  3 , ne  pourront  être  complétées  que  par  quelqu’un 

des  771  — 4 numéros  5,6,7 771  : le  nombre  de  ces  chances 

sera  donc  m — 4 > et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  la  chance  favorable 
dont  le  plus  petit  numéro  sera  m — 2 , laquelle  sera  unique  , 
puisqu’elle  ne  peut  être  complétée  que  par  le  seul  numéro  m. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  ti  = 2,  le  nombre  total  des  chance* 
favorables  sera 

(m — a)  -f-  (m — 3)  + (m — 4)  + +2+1  = — - — . — — , 

c'est-à-dire,  le(m — 2)m'  nombre  triangulaire  (ch.  XXIII,  n°  i3a). 

3°.  S’il  doit  sortir  trois  numéros  à chaque  tirage  , celles  de* 
chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  t , ne  pour- 
ront être  complétées  que  par  celles  des  combinaisons  2 à a de» 

m — 2 numéros  3,  4>  5 m qui  ne  présenteront  pas 

de  nombres  consécutifs  , et  dont  le  nombre  est , par  ce  qui 
> 

(m— 2)  — 2 (m — 1)  — 2 7n — 4 m — 3 

t 2 1 ’ 2 * 
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Celles  des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera 
a , ne  pourront  être  complétées  que  par  celles  des  combinai- 
sons a à a des  m — 3 numéros  4j  5,  6 m qui  ne 

présentent  point  de  nombres  consécutifs , et  dont  le  nombre 
est , par  ce  qui  précède  , » 

(m — 4)  — î (m — 3) — i m — 5 m — 4 

î ‘ a l'a' 

Celles  des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  3, 
ne  pourront  être  complétées  que  par  celles  des  combinaisons 
a à a des  m — 4 numéros  5,6,  7 m qui  ne  pré- 

sentent point  de  nombres  consécutifs , et  dont  le  nombre  est , 
par  ce  qui  précède , 

(m — 5) — 1 ( m — 4)-t-i  m — 6 m — 5 

1 ’ a i a * 

et  ainsi  de  suite  , jusqu'à  la  chance  favorable  dont  le  plus 
petit  numéro  sera  m — 4>  laquelle  sera  unique,  attendu  qu’elle 
ne  pourra  être  complétée  que  par  les  deux  seuls  numéros 
m — 2 et  m. 

Ainsi , dans  le  cas  de  n = 3 , le  nombre  total  des  chances 
favorables,  est 

m 4 m 3 771 5 771 — 4 , m — S m — 5 

1 ‘ a 1 ' a i‘a 

771 4 771 3 771 2 

— I 3~’ 

c’est-à-dire  , le  (m — 4)"“  nombre  pyramidal. 

4°.  S’il  doit  sortir  quatre  numéros  à chaque  tirage , celles 
des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  1 , ne 
pourront  être  complétées  que  par  celles  des  combinaisons 
3 à 3 des  771  — a numéros  3,4»  5 ......  m , qui  ne  pré-« 

sentent  point  de  nombres  consécutifs  , et  dont  le  nombre  est , 
par  ce  qui  précède , 


(m — 4) — 3 (m — ") — 3 ('7i— a) — a 77i — 6 m — 5 m — 4 


+ +3+i 


Digitized  by  Google 


638  ANALYSE 

Celles  des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  a , 
ne  pourront  être  complétées  que  par  celles  des  combinai- 
sons 3 à 3 des  m — 3 numéros  4 > 5,  6 m qui  ne  pré- 

sentent point  de  nombres  consécutifs , et  dont  le  nombre  est , 
par  ce  qui  précède  , 

(m — 6) — î (m— 5) — 1 (m — 4) — 1 m — 7 m — G m — 5 

î ' a ’ 3 î ' a ‘ 3 

Celles  des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  3 , 
ne  pourront  être  complétées  que  par  celles  des  combinaisons 

3 à 3 des  m — 4 numéros  5,  6,7 m qui  ne  présentent 

point  de  nombres  consécutifs , et  dont  le  nombre  est , par  ce 
qui  précède, 

(m— 7) — 1 (m — 6) — 1 (m — 5) — 1 m — 8 m — 7 m — 6 

1 a " 3 1 ’ a ’ 3 ’ 


et  ainsi  de  suite  , jusqu’à  la  chance  favorable  ayant  m — 5 
pour  son  plus  petit  numéro , laquelle  sera  unique , attendu 
qu’elle  ne  pourra  être  complétée  que  par  les  trois  seuls  nu- 
méros m — 3,  m — a , m. 

Ainsi , dans  le  cas  de  n = 4 , le  nombre  total  des  chances 
favorables,  est 


m — 6 m — 5 m — 4 
1 ‘ a ’ 3 


m — 7 m — 6 
1 ' a 


m — 5 
~3~ 


-H 


m — 8 m — 7 m— 6 
1 " a ‘ 3 


f +4+* 


m — 6 m — 5 m — 4 m — 3 _ 


c’est-à-dire,  le  (m— 6)m'  nombre  Gguré  du  quatrième  ordre. 

La  marche  parfaitement  uniforme  de  ce  procédé  , conduit  à 
conclure , sans  qu’il  soit  nécessaire  de  pousser  l’induction  plu» 
avant,  qu’en  général  n désignant  le  nombre  de»  numéros  qui 
sortent  à chaque  tirage , le  nombre  des  tirages  qui  ne  présentent 
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point  de  numéros  consécutifs , est  le  (m— an-f-a)"'  nombre 
figuré  du  nl/mt  ordre  , c’est-à-dire, 

m — a;i-f-3  m — an-f-3  m — cm- 1~4  m — n-f-i 

i ‘ fl  ' 3 h » 


ce  qu’il  serait  d'ailleuft  facile  d’établir  par  un  raisonnement 
rigoureux. 

Si  présentement  on  considère  que  le  nombre  total  des  tirages 
possibles  de  n numéros  parmi  m , est 


m m — î m — a m — n-j-i 


on  en  conclura  que  la  probabilité  cherchée  est 


m — an -f- a m — fln-f-3  m — an-f-4  m — n+i 

m ‘ m — î m — a m — n-J-i" 


Problème  XXII.  Une  loterie  étant  composée  de  m numéros 
1 , a , 3.  ‘. . . ni  , dont  il  sort  n à chaque  tirage , quelle  proba- 
bilité y a-t-il  que  parmi  les  n numéros  d’un  tirage , il  ne  se 
trouvera  pas  k nombres  consécutifs  de  la  suite  naturelle  ? 

On  a résolu  dans  le  problème  précédent,  le  cas  où  parmi  les 
nombres  extraits , il  y en  a deux  qui  suivent  l’ordre  des  nombres 
naturels , ou  qui  forment  un  ambe  successif. 

On  demande  le  nombre  des  cas  dans  lesquels , parmi  les  nu- 
méros extraits , il  y en  a trois  qui  suivent  l’ordre  des  nombres 
naturels  ou  qui  forment  un  terne  successif.  Nous  introduirons 
à la  solution  de  cette  question  par  des  cas  particuliers. 

l"*as.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  trois  : celui 
des  ternes  successifs  sera  évidemment  m — a. 

• * 

//*  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  quatre  : 
i°.  si  l’on  a pris  le  numéro  t avec  les  deux  numéros  suivans  , 
à ce  terne  successif  peut  se  joindre , un  à un , chacun  des 
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m — 3 numéros  restans  ; le  nombre  des  cas  est  donc  m — 3 : 
au  numéro  a pris  avec  les  deux  consécutifs  , on  pourra  joindre, 
un  à un  , chacun  des  m — 4 numéros  restans  : pareillement  au 
numéro  3 , pris  avec  les  deux  suivans , on  pourra  joindre , un  à 
un , chacun  des  numéros  restans  en  nombre  m — 5 , ce  qui  don- 
nera cette  première  suite  de  ternes  suicessifs  , 

(m — 3)  + (m-4)  + (>«-5)  +....+  t = 

Revenons  au  numéro  1 : s’il  est  tiré  avec  le  numéro  a sans  le 
numéro  3,  puisque  le  terne  successif  i , a,  3 vient  d’être 
compté , on  n’a  plus  que  m — a numéros  qu’on  prend  deux 
à deux,  ce  qui  ne  peut  donner  lieu  à des  ternes  successifs.  Si 
le  numéro  i est  tiré  sans  le  numéro  a , les  m — a numéros 
restans  donnent  lieu,  d'après  ce  qui  précède,  à m — 4 ternes 
successifs.  Si  le  numéro  a est  tiré  sans  le  numéro  3 , les 
m — 3 numéros  restans  donnent  lieu  à m — 5 ternes  suc- 
cessifs , et  ainsi  de  suite.  On  aura  donc  cette  autre  série  de  ternes 
successifs  , 

(m— 4)  -f*  (m— 5)  -f-  (m — 6)  -4~. . . .-J-  î = — . — — — • 

Ensorte  que  le  nombre  cherché  de  ces  ternes  successifs , sera 

m — 3 m — a , m — 4 m — 3 
t ' a ‘ t ’ a 

Les  détails  donnés  sur  ce  cas , ne  laissent  pas  de  difficultés  sur 
les  suivans. 

III'  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  cinq  t 
t°.  si  le  numéro  î est  tiré  avec  les  deux  numéros  suivans  , à ce 
terne  successif  peuvent  se  joindre  , deux  à deux , les  m — 3 

numéros  reîtans  : le  nombre  des  cas  est  donc  — — -.  — — 

a i 

a0.  Si  le  numéro  î est  tiré  avec  le  numéro  a sans  le  numéro  3, 
puisqu'on  vient  déjà  de  supposer  ce  terne  successif  amené , il 


(m  — 3)*. 
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reste  m — S numéros  dont  on  en  tire  trois  : le  nombre  des 
ternes  successifs  auxquels  ces  m — 3 numéros  donnent  lieu  , 
est  m — 5. 

3®.  Que  le  numéro  1 soit  extrait  sans  le  numéro  2 , il 
teste  m ■ — 2 numéros  dont  on  en  tire  quatre  : le  nombre  des 
ternes  successifs  auxquels  ces  m — a numéros  donnent  beu  , est 

' m — 5 m — 4 1 m — 6 m — 5 
1 2*1  2 

De  là  le  notabre  total  des  ternes  successifs  auxquels  donne 
lieu  l’extraction  de  cinq  numéros  sur  m , est  la  somme  de%m — 6 
premiers  nombres  naturels  , et  celle  des  (m — 5)"m* 

et  (m — 4)“*'  premiers  nombres  triangulaires.  Ce  nombre  de 
cas  est  donc  ( chap.  XXIII,  n°  i34) 

m — 5 m — 4 j m— 6 m — 5 m — 4,.x 
. tti — 5 m — 4 m— 3 


1*2’  3 

m— A m — 3 m— 2 


IV*  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  six  : 
1*.  que  le  numéro  1 soit  tiré  avec  les  deux  numéros  qui  le 


(*)  En  remontant  anx  formules  troUTees  (chap.  XXIII,  n°  l34)  pour  la 
sommation  d’une  «frie  de  termes  de  l’une  île  ces  formes 

V 

m m-f-i  m ro- 4-t  m -f-a  m m 1 m-4-a  m-f-  3 

7 T"  ’ : 3~’  T ■“ r~  • ~3~  ’ ~4~  ’ c,c’ 

on  reconnaît  que  le  terme  eommaloire  se  compose  toujours  du  plus  grand 
des  termes  de  la  suite,  c'est-à-dire,  du  premier  terme,  multiplie  par  un  fac- 
teur consécutif  au  plus  grand  de  ceux  de  son  numérateur,  et  dirisé  par  un  fac- 
teur consecutif  au  plus  grand  de  ceux  de  son  dénominateur.  Ainsi  le  terme 


, , j • » . m — 6 m — 5 

somma  toi  rc  de  la  série  de  termes,  qui  commence  par  — j — . -■  est 

ni — 6 Z7i — 5 m — 4 

i * ~ r 


4* 


♦ 
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suivent  : à ce  terne  successif  peuvent  se  joindre  les  m — 3 
numéros  suiyans  , pris  trois  à trois  : le  nombre  des  cas  est  donc 

m — 5 m — 4 m — 3 
~ • ~T~  ' ~3~' 

a*.  Que  le  numéro  1 soit  amené  avec  le  numéro  a sans  le 
numéro  3 : il  reste  m — 3 numéros  dont  on  en  tire  quatre  ; 
le  nombre  des  ternes  successifs  auxquels  ils  donnent  lieu  est , 
par  ce  qui  précède  , 

m — 6 m — 5 , m — 7 m — 6 

' • — — — “T”  ' • 1 "*  • 

- 1 a i 2 

5°.  Qtoe  le  numéro  1 soit  tiré  sans  le  numéro  a : il  reste  m — a 
numéros  dont  on  en  tire  cinq  ; le  nombrer  des  ternes  successifs 
auxquels  ces  m — a numéros  donnent  lieu,  est,  d’après  la 
«formule  précédente  dans  laquelle  on  change  m en  m — a , 

m — 7 m—6  m — 8 m — 7 m — 6 

l’a  1 ’ a 3 

, m — 7 m — 6 m — 5 

H T~‘ 

. m — 6 m — 5 m — 4 


De  là  le  nombre  des  ternes  successifs  auxquels  l'extraction 
de  six  numéros  sur  m donne  lieu,  est 


m — 6 m — 5 m— 4 m — 6 m — 4 m — 3 m— 2 

-•-—•-3-  + - 


+ a 


1 a 

m — 6 m — 5 


m — 7 

1 


1 2 ’ 3 4 

m — 6 m — 5 m — 4 m — 3 

1 2 3 4 

, m — 7 m — 6 m — 5 m — 4 
+ ~~-~T~’~3-’~4~ 

, m — 8 m — 7 m — 6 m— 5 

+ -7--  -7—  ~3“*  —• 

J'-'  car.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  sept  : 
1*.  que  le  numéro  1 soit  tiré  ayec  les  deux  numéros  qui  le 


ALGÉBRIQUE.  6^3 

suivent  : à ce  terne  successif  peuvent  se  joindre  les  m — 3 
numéros  suivans  pris  quatre  à quatre  : le  nombre  des  cas  est 
donc 

m — 3 m — 4 m — 5 m — 6 

~~ï  ’ a * ~3~"~4 


a0.  Que  le  numéro  i soit  amené  avec  le  numéro  a , sans  le 
numéro  3 : il  reste  m — 3 numéros  dont  on  en  tire  cinq  ; le 
nombre  des  ternes  successifs  auxquels  donnent  lieu  ces  m — 3 
numéros  , est , en  changeant  m.  en  m — 3 dans  la  formule 
qui  donne  le  nombre  des  ternes  successifs  qu'on  peut  faire 
avec  cinq  numéros  , 


m— 7 
a 


+ 

+ 

+ 


m — q m — 8 Tn — 7 

1 ' a ' 3 

771 8 7U 7 77Î — G 

1 ’ a ‘ 3 

m — 7 m — 6 m — 5 


3°.  Que  le  numéro  1 soit  tiré  sans  le  numéro  a : il  reste 
m — a numéros  dont  on  en  tire  six  ; le  nombre  des  ternes 
successifs  auxquels  ces  m — a numéros  donnent  lieu,  s'obtient 
en  changeant  m en  m — a dans  la  formule  qui  compte  les 
ternes  successifs  auxquels  donne  lieu  l'extraction  de  six  nu- 
méros sur  m,  et  on  trouve 


m — 8 m — 7 m — 6 , m — 7 m — 6 m — 5 m — 4 

i'a’3  i’a'3'4 

m — 9 m — 8 m — 7 , m — 8 77» — 7 m — S m — 5 

_ _ 


» « ^ / 1 

t '•  a ‘ 3 ”*■ 


+ 

4 


1354 

771 9 771—8  771 7 771—6 

1 3 ’ ""'ÿ'"-  4” 

m — 10  771 — q tti—8  ?n — 7 

~ 4 ' 


De  U le  nombre  total  de3  ternes  successifs  auxquels  donne  lieu 
l’extraction  de  sept  numéros  sur  m,  est 


. 4>  • 
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m — 8 m — 7 m— G , 

771 7 

m — f> 

m — 5 

rn — 4 

r ’ u 5 ‘ 

1 

•i 

3 

~~4~ 

+ 

77! 6 

m — 5 

m — 4 

m — 3 

771 3 

1 

2 

~3~' 

TV 

5 

+ 

ni — 8 

m — 7 

m — 6 

771 5 

u • 

i 

a 

3 • 

4 

+ 

771 7 

771 — 6 

m — 5 

m — 4 

m— 3 

1 

a 

3 * 

~4~‘ 

5 

+ 3 .5=2 

m — 8 

771 7 

m — G 

a 

' 3 

+ 

m — 8 

m — 7 

m — G 

m — 5 

m — 4 

1 

a 

3 * 

4 ‘ 

5 

+ 

771 9 

771 — 8 

m — 7 

m — 6 

m — 5 

1 

a 

3 ’ 

4 ‘ 

5 

m — îo  m — q 

m — 8 

771 7 

m — 6 

1 a 3 4 5 


Ces  exemples  paraissent  suffire  pour  indiquer  la  marche  à suivre 
dans  cette  recherche,  et  pour  montrer  que  le  cas  proposé  sur 
un  certain  nombre  de  numéros  extraits , est  toujours  ramené 
aux  deux  cas  dans  lesquels  le  nombre  des  numéros  extraits  est 
inférieur  d'une  et  de  deux  unités.  . 

Recherchons  le  nombre  des  quaternes  successifs  auxquels 
donne  lieu  l’extraction  de  n numéros  sur  m numéros , et  pro- 
cédons encore  par  des  cas  particuliers. 

/"  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  quatre  : 
ou  forme  les  quaternes  successifs  , en  prenant  le  premier  nu- 
méro avec  les  trois  suivans , le  second  avec  les  trois  suivans  , 
et  ainsi  de  suite  ; et  comme  le  dernier  de  ces  quaternes  est 
formé  des  m — 4 derniers  numéros,  il  est  clair  que  le  nombre 
total  dç  ces  quaternes  successifs,  est  m — 3. 

Il’  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  cinq  : 
i°.  Que  le  numéro  i soit  tiré  avec  les  trois  numéros  suivant  : 

.v  ' 
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à ce.  quaterne  successif  peuvent  se  joindre  les  m — 4 numéros 
restans  , pris  un  à un  j le  nombre  des  cas  est  donc  m.  — 4* 
Que  le  numéro  2 soit  tiré  avec  les  trois  suivans  : à ce  qua- 
terne successif  peuvent  se  joindre  les  m—b  numéros  restans, 
pris  un  à un,  ce  qui  donne  m — 5 cas.  Que  le  numéro  3 soit 
tiré  avec  les  trois  süivans , quaterne  auquel  on  peut  joindre  les 
m — 6 numéros  restans  , un  à un  , et  on  aura  m — 6 cas  , e 
ainsi  de  suite , en  finissant  par  4 , 3 , 2 , j.  a°.  Les  numéros  i 
et  2 étant  amenés  chacun  sans  aucun  des  deux  suivans , les  numé- 
ros consécutifs  à ces  derniers  , sur  lesquels  on  en  tire  trois,  ne 
donnent  pas  lieu  à des  quaternes  successifs.  3°.  Le  numéro  1 
étant  tiré  sans  le  numéro  2 , il  reste  m — a numéros  dont  on 
en  tire  quatre  ; le  nombre  des  quaternes  successifs  auxquels 
ces  numéros  donnent  lieu  , est  m — 5 : le  numéro  2 étant  tiré 
sans  le  numéro  3 , il  en  reste  m— 3 dont  on  tire  quatre,  ce  quj 
donne  lieu  à m — 6 quaternes  successifs  : le  nombre  3 étant  prig 
sans  le  nombre  4 , on  peut  former  m — 7 quaternes  successifs 
et  ainsi  de  suite  jusqu’à  4>  3 , 2 , 1 quaternes  successifs. 

De  là  le  nombre  des  quaternes  successifs  auxquels  donne 
lieu  l’extraction  de  cinq  numéros  sur  m , est 


m — 4 m — 3 m — 3 m — 4 
1 ’ a ' 1 " 2 


(m  — 4)*. 


///'  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  six  1 
i*.  si  le  numéro  1 est  tiré  avec  les  trois  numéros  suivans  , à 
ce  quaterne  successif  peuvent  se  joindre  les  m — 4 numéro* 
suivans , pris  deux  à deux  : le  nombre  des  cas  est  donc 

m— 4 m — 5 
" • 1 " • 

1 2 


2*.  Si  le  numéro  1 est  amené  avec  les  numéros  a et  3 sans  le 
numéro  4>  les  m — 4 numéros  suivans  parmi  lesquels  on  en 
tire  trois , ne  donnent  pas  lieu  à des  quaternes  successif*. 
3°.  Qu’on  amène  les  numéros  1 et  2 sans  lo  numéro  3 : il 
reste  m — 3 numéros  sur  lesquels  on  doit  en  tirer  quatre,  et 
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qui  donnent  lieu  à m — fi  quaternes  successifs.  4*-  Q**e  1* 
numéro  i soit  amené  sans  le  numéro  2 : il  reste  m — 2 nu- 
méros qui  doivent  être  tirés  cinq  à cinq , et  qui  donnent  lieu 
à un  nombre  de  quaternes  successifs  , exprimé  par 

ut— 6 m — 5 . ut— 7 ut  — 6 
l’a  1 ‘ a 


(m  — 6)‘; 


Partant , le  nombre  total  des  quaternes  successifs  auxquels 
donne  lieu  l’extraction  de3  six  numéros  snr  m , est 


m— S m— 5 m— 5 m — 4 m — 3 

1 * a ”**  i ' a ‘ 3 


+ 


m — S m — 5 m — 4 


+ m— 7 m — fi  ut— b 
1 a 3 


/J"  coj.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  sept  : 
i°.  que  le  numéro  t soit  tiré  avec  les  trois  suivans  : à ce  qua- 
terne  successif  peuvent  se  joindre  les  m — 4 numéros  suivans  , 
pris  trois  à trois  ; le  nombre  des  cas  est  donc 

771—4  m — ^ ^ 

~T~  * ~T~  ’ 3 * 

• 

a®.  Qu*  le  numéro  t soit  amené  avec  les  deux  numéros  suivans 
sans  le  numéro  4 : il  reste  m — 4 numéros  dont  on  tire  quatre , 
et  qui  donnent  lieu  à m — 7 quaternes  successifs.  3°.  Que  le 
numéro  1 soit  tiré  avec  le  numéro  a sans  le  numéro  3 : il  reste 
m — 3 numéros  dont  on  tire  cinq,  et  qui  donnent  lieu  à 

77i  — 7 m — 6 m — 8 m — 7 


quaternes  successifs.  4“-  Que  1*  numéro  1 soit  tiré  sans  la 
numéro  a : il  reste  m — a numéros  qui , pris  six  à six  , 
donnent  lieu  à un  nombre  de  quaternes  successifs  , ex- 


. I < ■ 
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primé  par 


771— 8 771—7  1 

771 7 

771 S 

m — S 

I * 2 ' 

1 

a 

' 3 

m — 8 

m — 7 

771—6 

-f 

1 

a 

■ — àH 

4- 

m — q 
1 

m — 8 
a 

771 7 

' 3 ' 

«47 


Ainsi  le  nombre  des  quaternes  successifs  auxquels  donne  lieu 
l’extraction  de  sept  numéros  ^ur  m,  est 


+ m~~7 

771 G 

m — 5 

a 

3 

, 771—6 

777 — 5 

771 4 

771 3 

+ — • 

a 

___  . 

4 

771—8 

+■— r 

771 — 7 

m — 6 

2 

• -T" 

771—7 

m — 6 

77»— 5 

m — 4 

+ — * 

2 

~3~  • 

771 8 

7» — 7* 

771 6 

771 5 

+ — • 

a 

3 * 

4 

7» — 8 

771 7 

77» 6 

+ — * 

2 

3 ’ 

4 ’ 

V'  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  huit  : 
î®.  le  numéro  i étant  amené  avec  les  trois  numéros  sui- 
vans  , à ce  quaterne  successif  peuvent  se  joindre  les  m — 4 
numéros  suivans , pris  quatre  à quatre  , ensorte  que  le  nombre 
des  cas  est 


m — 4 m — ^ m — « m — 7 
1 a ’ 3 4 


s * g 

2®.  Le  numéro  1 étant  tiré  avec  les  deux  nuniéros  suivans  » 
sans  le  numéro  4>  il  reste  m — 4 numéros  dont  on  tire  cinq, 


« • 


/ 


t 
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et  qui  dorihe  lieu  à 
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m — 8 
1 


m — 7 
a 


+ 


m — 8 


a 


» 


quaternes  successifs.  3°.  Le  numéro  1 étant  amené  avec  le  nu- 
méro a sans  le  numéro  3,  il  reste  m — 3 numéros  qu’on  peut 
prendre  six  à six , et  qui  donnent  lieu  à un  nombre  de  qua- 
ternes successifs,  exprimé  par 


1 

m — 8 

m — 7 

m — 6 

T 

1 

1 3 

_L. 

m — 9 

m — 8 

m — 7 

1 

s 

‘ “TT 

m— 10 

m — 9 

m — 8 

1 

a 

• T' 

4*.  Le  numéro  i étant  tiré  sans  le  numéro  a,  il  reste  m — s 
numéros  qui , pris  sept  à sept , donnent  lieu  à 


m — 9 m — 8 ( m — q m— 8 m — 7 

. a 3 


a 1 

m — 8 m — 7 m — 6 m — 5 

•4- • ' 

a 


-f-a. 


i 2 3 ' 4 

m — 10  m : — 9 m — 8 


’ a • 3 


“+ 


m — g m — 8 m — 7 m — 6 


a ‘ 3 


m — 10  m — g m — 8 m — 7 

1 '2  3 ' 4 

, m— 11  m— 10  m — 9 m- — 8 

“*  T ' “7”  * 5~  * ~4~  ’ 


quaternes  successifs. 

Le  nombre  total  des  quaternes  successifs  auxquels  donne 
lieu,  l’extraction  de  huit  numéros  sur  m , est  donc 


•1 
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m — 8 m — 7 m — G m — 8 m — 7 m— 6 m — 5 

i ' a * 3 ' 1 * a 3 4 


m— 7 m — 6 m — 5 m — 4 m — 3 


+ » • . • 
m — q m — 8 

3 * 

m — 7 

4 ‘ 

5 

• i’a 

m — 0 m — 8 

3 

771 7 

m — 6 

mt"  - * 

1 a 

, m — 8 m — 7 

* 1 ’ a 

3 ' 

m — 6 

4 

m — 5 

m — 4 

3 ’ 

4 ‘ 

5~ 

! ^ m — io  m — 9 m — 

8 m — 7 

1 a 

m — q m — 8 

' 3 

771 7 

' 4 

m — 6 

m — 5 

+ 1 ‘ a ’ 

3 ’ 

T"' 

5 

f m — 10  m — 9 

m — 8 . 

771 — 7 

m— 6 

1 - ‘ a 

3 ’ 

4 ' 

5 

j m — 11  m — 10 

3 

T 

C0 

m — 8 

m — 7 

'l'a 

' 3 • 

4 ' 

5 • 

Ces  exemples  suffisent  pour  indiquer  la  marche  à suivre  dans 
cette  recherche  qu’on  pourrait  étendre  aux  quines  successif#» 
qu’on  peut  faire  avec  m numéros. 

Il  est  essentiel  d’observer  que  le  cas  proposé  sur  un  certain 
nombre  de  numéros  , est  toujours  ramené  à un  certain  nombre 
de  cas  semblables  dans  lesquels  les  nombres  de  numéros  ex- 
traits sont  moindres.  Ainsi , par  exemple  , -la  recherche  des 
quatemes  successifs  , quel  que  soit  le  nombre  des  numéro» 
extraits  , dépend  de  la  même  recherche  sur  m — 4 > sur  m — 3 
et  sur  m — a numéros. 

Problème  XXITF.  Étant  donnés  m numéros  1 , a , 3. . .m  , 
formant  une  loterie  dont  on  extrait  n numéros  à chaque  tirage, 
déterminer , 

1".  Quelle  est  la  probabilité  que  les  n numéros  d'un  tirage 
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formeront  p séries  de  nombres  consécutifs  de  la  suite  na- 
turelle ? 

a".  Quelle  est  la  probabilité  que  parmi  ces  séries , il  s'en 
trouvera  * composées  cCun  nombre  déterminé  de  numéros, 
C composées  d’un  autre  nombre  déterminé  de  numéros  , y 
dun  troisième  nombre  déterminé  de  numéros  , et  ainsi  de 
suite  ? ’ 

3".  Quelle  est  enfin  la  probabilité  que  ces  diverses  séries 
considérées  seulement  par  rapport  au  nombre  des  termes  qui 
les  composent , auront  un  ordre  déterminé  parmi  les  nombres 
de  la  suite  naturelle  ? 

Ces  questions  se  résolvent  en  divisant  par  le  nombre  total  des 
tirages,  celui  des  tirages  qui  satisfont  à leurs  conditions , lequel 
nombre  est  exprimé  par  l’une  de3  formules  que  nous  allons 
chercher. 

Ainsi  nous  allons  procéder  à la'  recherche  des  élémens  qui 
servent  à la  solution  de  ces  questions. 

Des  lettres  a,  b,c,  d au  nombre  de  m,  étant  don- 

nées, on  sait  que  le  nombre  des  produits  dilférens  n à n quelles 
peuvent  fournir,  est  exprimé  par 


m m — i m — a m — n 4- 1 


Concevons  qu’on  ait  formé  tous  ces  difFérens  produits , et  que , 
dans  chacun  d'eux,  on  ait  disposé  les  facteurs  suivant  l’ordre 
alphabétique , de  la  première  lettre  à la  dernière  : comme  dans 
chacun  de  ces  produits , il  manquera  m — n des  lettres  a , b , 
c,  d.,..,  les  lettres  qui  les  composeront,  ne  se  succéderont 
pas  toutes  consécutivement,  cnsorte  qu’un  de  ces  produits  , 
pris  au  hasard , pourra  présenter  d’abord  un  certain  nombre  de 
lettres  consécutives , puis  un  autre  nombre  de  lettres  aussi  con- 
sécutives entr’elles,  mais  non  consécutives  aux  premières;  puis 
encore  un  autre  nombre  de  lettres  consécutives  entr’elles , mais 
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non  consécutives  à celles  qui  composent  la  seconde  série , et 
ainsi  de  suite.  Soit,  par  exemple,  le  produit  abdefhikl:  en 
l’écrivant  ainsi , 

ab . def.  hikl , 

on  voit  qu’il  est  composé  de  trois  facteurs , lesquels  sont  eux- 
mêmes  des  produits  dont  les  facteurs  sont  consécutifs. 

Dans  ce  qui  suit , nous  considérerons  comme  produits  d une 
même  classe  , tous  ceux  qui , décomposés  comme  nous  venons 
de  le  faire  , présenteront  le  même  nombre  de  séries  de  facteurs 
consécutifs  ; et  un  produit  sera  dit  de  première  classe , si  tous 
ses  facteurs  sont  consécutifs  ; de  seconde  classe,  s’il  est  formé  de 
deux  séries  de  facteurs  consécutifs  dans  chaque  série,  mais  non 
consécutifs  de  la  première  à la  seconde  série.  Un  produit  sera 
dit  de  troisième  classe , s'il  présente  trois  séries  de  facteurs  con- 
sécutifs , dans  chacune  d’elles , mais  non  consécutifs  d’une  série 
à l’autre , et  ainsi  de  suite. 

Nous  diviserons  ensuite  les  produits  d’une  même  classe  en 
genres,  en  appelât  produits  d'un  même  genre  , ceux  qui  non- 
seulement  renfermeront  un  même  nombre  de  séries  de  facteurs 
consécutifs , mais  qui  de  plus  seront  tels  que  chaque  série  dans 
l’un , aura  autant  de  facteurs  qu’une  série  de  l’autre.  D’après 
cette  définition  , les  deux  produits  de  même  classe 

ab.  def  .hikl,  abc  .ef.  hikl 

sont  de  même  genre , parce  que  , dans  chacun  d’eux  , il 
y a une  série  de  deux  facteurs  , une  série  de  trois  , et  une 
de  quatre. 

Enfin  deux  produits  d’un  même  genre  seront  dits  de  même 
espèce,  si  les  diverses  séries  de  facteurs  consécutifs  qui  les  com- 
posent , considérées  uniquementpar  rapport  au  nombre  de  leurs 
facteurs  , y sont  rangées  dans  le  même  ordre  : tels  sont,  par 
exemple  , les  deux  produits 

ab.defg.ikl,  bc.efgh.klm. 

A l’avenir  , pour  plus  de  clarté  et  de  simplicité , nous  in- 
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cliquerons  les  produits  dans  lesquels  il  se  trouvera  des  séries  do 

* , G , y facteurs  consécutifs  , en  écrivant  les  lettres 

« , G,  y séparées  par  des  virgules  , entre  des  crochets  , 

et  les  plaçant  suivant  le  rang  des  séries  de  la  première  à la 
dernière.  Ainsi,  par  exemple,  le  symbole  [y  , «,  6 , a]  dési- 
gnera un  produit  de  quatrième  classe , dans  lequel  la  première 
série  aura  y facteurs , la  seconde  « , la  troisième  6 et  la  qua- 
trième a.  On  voit  d'après  cela  que  les  produits 

[7,  «,*»*].  [•»  P ] » 

seront  de  même  classe  sans  être  de  même  genre  : que  les 
produits 

[y j «»  * » *]>  [A>  v,  « » 

sont  à la  fois  de  même  classe  et  de  même  genre  ; qu’en&n  tous 
les  produits  désignés  par  l’expression  symbolique 

[y  » « , * , *], 

sont  à la  fois  de  même  classe,  de  même«genre  et  de  même 
espèce. 

Ces  préliminaires  établis , l’objet  que  nous  nous  proposons 
ici,  est  de  déterminer  parmi  tous  les  produits  de  n facteurs  qu’on 
peut  faire  avec  m lettres , i°.  le  nombre  de  ces  produits  d'une 
classe  déterminée  quelconque;  a°.  dans  une  même  classe,  le 
nombre  de  ces  produits  d’un  genre  déterminé  quelconque  ; 
3°.  dans  un  même  genre,  le  nombre  de  ces  produits  d’une  es-' 
pèce  déterminée  quelconque. 

Occupons-nous  d’abord  de  la  recherche  du  nombre  des  proj 
duits  d’une,  même  classe.  Désignons,  en  général,  par  Cp 
le  nombre  des  produits  de  la  classe  p,  c’est-à-dire,  le 
nombre  des  produits  dans  lesquels  il  entre  p séries  de  facteurs 
consécutifs,  • 

D’abord  pour  les  produits  de  première  classe , ou  de  n lettre», 
consécutives,  on  voit  que  chacune  des  lettres  a , b , c.  . . . , à 
l’exception  des  n — î dernières  , peut  être  combinée  avec 
les  » — i lettres  qui  la  suivent  immédiatement  ; ensorte  qu’on 


i 
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doit  avoir 

n _ m — (ra  — 1)  m — n -f-  1 

Cl  _ - 7 - 

Pour  parvenir  à l’expression  de  Ca  qui  rappelle  le  nombre 
des  produits  de  la  seconde  classe,  produits  que  nous  désigne- 
rons par  («,  n — a),  cherchons  d’abord  ceux  d’entr’eux  qui 
( renferment  la  lettre  a : pour  les  former , il  faudra  joindre  à la 
lettre  a les  * — i lettres  qui  la  suivant  consécutivement  ; et 
comme  la  lettre  qui  suivra  immédiatement  la  dernière  de  ce 
produit,  ne  pourra  être  employée,  on  ne  pourra  lui  adjoindre 
que  les  produits  de  première  classe , qu’il  sera  possible  de  former 
avec  les  m — « — i lettres  restantes  prises  n — u à n — « : 
le  nombre  de  ces  derniers  produits,  qui  sera  le  même  que  le 
nombre  total  des  produits  de  deuxième  classe  , qui  doivent  ren- 
fermer la  lettre  a , se  trouvera  donc  en  changeant  m en 
m — a — 1 et  n en  n — a dans  la  précédente  formule,  ce 
qui  donnera  m — n pour  le  nombre  des  produits  de  la  forme 
£*,  n — dans  lesquels  entre  la  lettre  a : faisant  successive- 
ment *—  i , = 2 , =3  , etc.  =n  — t , le  nombre  total  des 
produits  de  seconde  classe  dont  a fait  partie  , sera  exprimé  par 

(n  — î)  (m  — n)  : 

il  est  .clair  qu’on  ne  peut  supposer  u — n,  puisqu’à  cette  hy- 
pothèse répondraient  des  produits  de  première  classe. 

• Ayant  ainsi  fait  de  la  lettre  a tout  l’emploi  que  comporte  la 
nature  de  la  question  , on  déterminera  le  nombre  des  produits 
de  seconde  classe  où  a n’entre  pas  , mais  où  entre  b , en  cher- 
' chant  combien  on  peut  faire  de  produits  de  cette  classe  aveo 
m — i lettres , nombre  qui  sera 

(n  — 1 ) ( m — n — î): 

on  trouvera  pareillement  que  le  nombre  de  ceux  Sans  lesquels 
il  n’entre  ni  a ni  b , mais  qui  contiennent  e , est  exprimé  par 

(n  — t)  (m—  n — a), 
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, et  ainsi  de  suite.  Ensorte  qu’on  aura  pour  le  nombre  total  des 
produits  de  la  seconde  classe  , * ‘ 

Cm=(n— i)[(m— n)4-(m — n — n — a) -f-3-f-a-f-i], 

c’est-à-dire  , en  observant  que  la  suite  entre  crochets , est  unt 
progression  par  différences  égales , 

_ (n — 1)  m — n + 1 m — n 

= — • . . 

I*  12 

Passons  aux  produits  de  troisième  classe,  désignons  toujours 
par  « le  nombre  des  facteurs  qui  composent  la  première  série , 
et  cherchons  d’abord  ceux  de  ces  produits  qui  renferment  la 
lettre  a : il  faudra , comme  ci-dessus  , écrire  d’abord  à la  droite 
de  cette  lettre , les  a — i lettres  qui  la  suivent  consécutive- 
ment , supprimer  la  (a -f-  lettre,  et  faire  tous  les  pro- 
duits de  seconde  classe  que  peuvent  fournir  les  m — « — 1 
lettres  restantes , prises  n — «à  n — a;  changeant  donc  m 
en  m — a—  i et  n en  n —a  dans  l’expression  de  C, , il  viendra 
pour  le  nombre  des  produits  de  troisième  classe , où  entre  a , et 
où  la  première  série  contiendrait  a facteurs. 


. m — n m — n — î 


faisant  les  hypothèses  successives  a = 1 , = a,  —3... .=  n — a , 
et  observant  que  dans  ces  produits  de  troisième  classe  , le  0 
nombre  des  lettres  facteurs  dans  l’une  des  séries  , ne  peut 
excéder  n — a , on  aura  pour  la  totalité  de  ceux  des  produits 
de  la  troisième  classe  dont  a fait  partie , 

~ . m~n~l  [(a-a)-Kn-5)4-(n^-4)  +■  • ■ +3-H+.J 

♦ n — i n-r-  a m — n m — n — î 
i'  ’ a ’ i a 

De  cette  formule  on  conclura  le  nombre  des  produits  qui 
ne  renfermant  pas  a,  contiennent  b ; le  nombre  de  ceux 
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qui  ne  renfermant  ni  a ni  b , contiennent  c ; et  ainsi  de  suite , 
en  y changeant  successivement , comme  ci-dessus , m en  m — 1 , 
en  n»  — a , en  m — 3. . . , ; et  remarquant  que  le  dernier  de 
ces  nombres , doit  être  n •+•  a , parce  qu’il  faut , au  moins , ce 
nombre  de  lettres,  sous  la  condition  d’en  passer  deux  daui 
chaque  produit  de  troisième  classe  : on  trouvera  ainsi 

[(m — n)(m — n — i)-f-(m-n-i)(m-n-a)-f- 

• • • • +4-3+3.a-j-a.  ij , 

ou , en  sommant  la  série  comme  ojj  l’a  vu  plus  haut, 

„ n — 1 n — 3 m — n-f-I  m — n m — n — î 

= . . . . . 

îai  a 3 

On  aperçoit  facilement  la  loi  de  ces  résultats , et  l'induction 
conduit  à poser  généralement , 

r n — i n — a n — p-f-i  m— n-f-i 

r î *•  a p — i * i 

m — n m — n — p-f-a 

a P ’ 

induction  qui  se  vérifie  d’ailleurs  par  un  raisonnement  très-usité 
eu  pareil  cas. 

Il  est  clair  que  le  nombre  total  des  produits  différens  ni  n 
que  peuvent  fournir  les  m lettres  a,  b,  c...,  est  égal  à la  somme 
des  nombres  qui  expriment  combien  il  y en  a dans  chaque 
«lasse  ; ensorte  qu’on  a 

m m — i m — a m— n-f-i 

. 1 a 3 n 

= C,  + C,  + C3  + -f-Cp-f- +C,,; 

mettant  dans  cette  équation  pour  C, , C, Cp C, , 

leurs  valeurs,  on  parviendra  à ce  résultat  qui , indépendamment 
de  la  théorie  des  combinaisons,  présente  un  fait  analytique  assez 
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771  771—  I 771—2  771— 77— f- 1 


m— n-f-i 


, n — î m — n-f-t  m — n 

+ __  . - . —— 

t n — î n — 3 m — n+i  m — n m — n — l 

f — . — ■ 

i a i a 3 

+ 

n — 1 n — a n — p -f- 1 m — n-f-i  m—nm — n — i m-n-p+a 
’i'a  ""  p — î î a ‘ 3 " p 

+ 

, m — n+ 1 m — n m — n—  1 m — an- f-s 

"*  ï ' ~T~  ' 3 n » 

en  observant  que  C„  résulte  de  C?  en  changeant  p en  n dans 
l’expression  de  C.p,  et  faisant  les  réductions. 

Examinons  combien  il  peut  y avoir , dans  chaque  classe , de 
produits  de  chaque  genre  et  de  chaque  espèce. 

Convenons  de  désigner  généralement  par  Gp  le  nombre  des 
produits  d’un  genre  donné  qui  se  trouvent  dans  la  classe  p,  et 
par  E,,  le  nombre  de  ceux  d’une  espèce  donnée  qui  se  trouvent 
dans  un  genre  donné  appartenant  à la  même  classe  p. 

Il  est  d’abord  évident  que  tous  les  produits  de  la  première 
classe , sont  à la  fois  de  même  genre  et  de  même  espèce , 
ensorte  qu’on  a 


G,  = 


m — /t  -f-  1 


E.  = 


m — n + i 


Passons  aux  produits  de  la  seconde  classe  , et  considérons  en 
particulier  ceux  de  l’espèce  f *,  n — **}  : nous  rechercherons 
d’abord  combien  il  y a de  ces  produits  qui  renferment  la 
lettre  a.  Cette  lettre  a , suivie  des  « — î qui  lui  succèdent 
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dans  l’ordre  alphabétique , devant  être  combinée  avec  les 
produits  de  n — « lettres  consécutives,  ou  avec  les  produits 
de  première  classe  que  fournissent  les  m — a — 1 dernières 
lettres  , prises  n — * à n — * , en  observant  que  de  « à n — « , 
il  y a une  lettre  passée  , il  faudra , pour  avoir  le  nombre  des  ; 
•produits  de  cette  espèce  , changer  dans  C, , G,  ou  E,  , la 
nombre  m en  m — « — 1 et  n en  n — a , ce  qui  donnera 
m — n pour  le  nombre  des  produits  de  l’espèce  £«,  n — « ] 
qui  renferment  la  lettre  a , comme  on  l’a  trouvé  précédemment. 
Faisant  successivement  m = m — 1,  = m — a . . . . = n -f-  1 , 
pour  avoir  ceux  de  ces  produits  qui  ne  renfermant  pas  a , con- 
tiennent b , qui  ne  renfermant  ni  a ni  b , contiennent  c , etc. , 
et  sommant  la  série , on  trouvera 


E. 


m — n -f- 1 m — n 
1 ’ a * 


Pour  passer  de  l’espèce  Ej  au  genre  G» , on  remarquera 
qu’en  général  le  nombre  des  produits  de  ce  genre , est  égal  au 
nombre  des  arrangemens  difFérens  dont  « et  n — * sont  suscep- 
tibles , nombre  = 1 . a ; on  aura  donc 


G,=  t .a.E,=  1 .a. 


m — n- f- 1 


Considérons  ensuite  les  produits  de  troisième  classe  , et  re- 
cherchons combien  il  s’en  trouve , dans  cette  classe , de  l’es- 
pèCe  [«,  S,  n — « — Cj,  parce  que  de  là  il  sera  facile  de 
passer  aux  produits  de  troisième  genre.  Ne  considérons  d’abord 
que  ceux  des  produits  de  troisième  classe  qui  renferment  la 
lettre  a : cette  lettre  doit  y être  suivie  des  « — 1 lettres  qui  lui 
sont  consécutives  dans  l’ordre  alphabétique  , et  cette  première 
série  doit  être  combinée  avec  tous  les  produits  de  seconde 
classe  , et  de  l’espèce  QS,  n — * — que  peuvent  fournir 
les  m — * — ' 1 dernières  lettres  , prises  n — « à n — m : chan- 
geant donc  dans  E„  les  nombres  m et  n en  m — « — 1 et 
n — »,  on  aura  pour  le  nombre  des  produits  de  cette  espèce 

4» 
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qui  renferment  la  lettre  a , 


m — n m — n — i 


changeant  successivement  m en  m — 1 , m — a n-f-» 

dans  cette  formule , et  sommant  la  série  résultante , il  viendra 


m — n - f-  1 m — n m — n — 1 


Quant  à Gj,  il  est  clair  qu’il  sera  égal  à E3  multiplié  par 
le  nombre  des  arrangemens  dont  * , S,  n — a — » sont  sus-  • 
ceptibles  ; et  comme  lorsque  ces  trois  quantités  sont  diiré- 
rentes  , le  nombre  des  arrangemens  est  i . a .3 , on  aura 


C3  =s  1 .a. 3. 


m — n -f-  1 


m — n — 1 


3 


- On  pourrait  facilement  poursuivre  de  cette  manière  ; mais 
il  est  déjà  facile  d’apercevoir  , et  il  est  aisé  de  se  convaincre 
par  un  raisonnement  rigoureux , qu’on  doit  avoir , en  général , 


m — 71— f- 1 m — n m — n — 1 

1 a 3 


m — 71 — 

■ p 1 


„ _ m — Ti-l-i  m — n m — n — 1 m — n — (-a 

G,=  i.a.3  ...p. . * i ; 

' r 1 a 3 p 


mais  il  est  essentiel  de  remarquer  que  cette  dernière  formule 
n’est  exacte  , qu’autant  que  les  nombres  » , C , y , etc.  sont 
tous  inégaux.  Dans  le  cas  où  quelques-uns  d’entr’eux  sont 
égaux  , il  arrive,  en  effet,  que  le  nombre  des  arrangemens  dont 
ils  sont  susceptibles  , se  trouve  diminué.  Supposons  donc  que 
l’on  ait  m nombres  égaux  à a , C nombres  égaux  à C , y nombres 
égaux  à y , et  ainsi  de  suite  ; ce  qui  donnera 

v * + ^ + = Pi 
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G,.= 

X 


i .a. 3. 


1 . 2 x i • a . . . .fi'  X i a •/  X. 

m — n+i  m — n m — n — p-f-a 

î ’ a p 


Ces  formules  Cp , Ep,  Gp  sont  celles  qui , divisées  par  le 
nombre  des  tirages  possibles , résolvent  les  questions  énoncées. 

Problème  XXIV.  On  pourrait  aussi  demander  : Quelle  est  la 
probabilité  que  les  numéros  propres  à former  un  tirage  d'une 
classe,  d'un  genre,  ou  d’une  espèce  déterminés  , sortiront 
dans  un  ordre  déterminé  ? 


On  résoudra  cette  question  en  multipliant  la  probabilité  que 
les  numéros  sortans  satisferont  à la  première  condition  , par  la 
probabilité  que  ces  numéros  y satisfaisant , auront  un  ordre 
de  sortie  conforme  à la  seconde. 


Problème  XXV.  Concevons  dans  une  urne  r boules  marquées 
du  n°.  î , r boules  marquées  du  n°.  a , r boules  marquées  du 
n0.  3 , et  ainsi  de  suite  jusqu'au  n°.  n ; ces  boules  étant  bien 
mêlées  dans  l’urne , on  les  tire  toutes  successivement  , et  on 
demande  la  probabilité  quil  sortira  , au  moins , une  de  ces 
boules , au  rang  indiqué  par  son  numéro. 

Une  boule  ne  pouvant , suivant  la  condition  énoncée  , sortir 
à son  rang  que  dans  les  n premiers  tirages  f on  peut  faire 
abstraction  des  tirages  suivans. 

Calculons  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  dans  les  n pre- 
miers tirages. 

Considérons  une  des  boules  marquées  du  n°.  t , et  supposons 
qu’elle  sorte  à son  rang  ou  la  première  : il  restera  rn  — î boules 
qui  , dans  les  n.  — î tirages  consécutifs , donneront  lieu  à 

(rn  — t)  (m  — a) (m  — n-f-  t) 

arrangemens  : comme  cette  supposition  peuts’appliqueràchacuno 

4a.. 
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des  r boules  du  n®.  1 , on  aura 


T (rn — i)(ra— 3) (ro  — n+i)  . 

pour  le  nombre  des  cas  relatifs  ou  favorables  à l'hypothèse 
qu’une  des  boules  marquées  n°.  i , sortira  à son  rang.  Le 
même  résultat  ayant  lieu  sous  l’hypothèse  qu'une  quelconque 
des  rn  boules , sortira  au  rang  indiqué  par  son  numéro , 
on  aura 


rn(rn — 1 ) ( rn  — 3) (m — »-f- 1 ) 00 


pour  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  une  boule  , au  moins  , 
sortira  à son  rang,  pourvu  qu'on  en  retranche  les  cas  répétés, 
comme  nous  allons  l’expliquer. 

Pour  déterminer  ces  cas  , considérons  une  des  boules  du  n*.  1 
sortant  la  première , et  une  des  boules  du  n®.  3 sortant  la 
seconde  : ce  cas  est  compris  deux  fois  dans  la  formule  précé- 
dente *,  car  il  est  une  fois  dans  le  nombre  des  cas  relatifs  à*  la 
supposition  qu’une  des  boules  numérotées  1 , sortira  à son  rang , 
et  une  seconde  fois  dans  le  nombre  des  cas  relatifs  à la  supposi- 
tion qu’une  des  boules  numérotées  3 , sortira  à son  rang  •,  et 
comme  cette  observation  s’étend  à deux  boules  quelconques 
sortant  à leur  rang , on  voit  qu’il  faut , du  nombre  des  cas  pré- 
eédens  , retrancher  tous  les  cas  dans  lesquels  deux  boules 
sortent  à leur  rang. 


Le  nombre  ides  combinaisons  de  deux  boules  de  numéros  dif- 

férens , est  — — ^ r*  : en  effet , le  nombre  des  numéros 

3 

étant  n , leurs  combinaisons  deux  à deux  sont  en  nombre 
• ^ , et  dans  chacune  de  ces  combinaisons,  qui  se. ré- 

duisent à des  produits , on  peut  combiner  les  r boules  marquées 
d’un  numéro , avec  les  r boules  marquées  de  l’autre  numéro  ; 
il  faut  donc  multiplier  la  formule  précédente  par  r*.  Pour  cha- 
cune de  ces  combinaisons  , le  nombre  de  celles  des  rn  — a 


I 
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boules  restantes  , prises  à n — a n — a,  est 

( rn — a )(rn  — 3) ( rn — re-f*  O* 

Ainsi  le  nombre  des  cas  relatifs  à la  supposition  que  deux 
boules  sortent  à leur  rang  , est 

r--'Tl  ^ — — r*  (m  — a)  (m—  3) (m—n-J-i); 


en  le  retranchant  du  nombre  (a)  , on  .aura 

nr(rn  — i)  (ra — a) (rn  — n-f-  1 ) 

— ~ ~ ~ — ~ r*  (m — a)  (rn — 3). . . . (m  — • n -f- 1 ) (ar) 


pour  le  nombre  de  tous  les  cas  dans  lesquels  une  boule,  au 
moins , sortira  à son  rang  , pourvu  que  l’on  retranche  encore 
de  cette  expression  les  cas  répétés , et  qu’on  lui  ajoute  ceux  qui 
manquent. 

Ces  cas  sont  ceux  dans  lesquels  trois  boules  sortent  à leur  rang  : 
en  nommant  k ce  nombre , il  est  répété  trois  fois  dans  le  pre- 
mier terme  de  l’expression  (a')  •,  car  il  peut  résulter,  dans  Ca 
terme , des  trois  suppositions  de  chacune  des  trois  boules  sortant 
à son  rang  : le  même  nombre  k est  pareillement  compris  trois 
■ fois  dans  le  second  terme  de  la  même  fonction  -,  car  il  peut  ré- 
sulter de  chacune  des  suppositions  relatives  à deux  quelconques 
des  trois  boules  sortant  à leur  rang  ; mais  ce  second  terme  étant 
affecté  du  signe  — , le  nombre  k ne  se  trouve  pas  dans  la  fonc- 
tion ( a')  ; il  faut  donc  le  lui  ajouter , pour  qu’elle  contienne  tous 
les  cas  dans  lesquels  une  boule , au  moins , sorte  à son  rang  : le 
nombre  des  combinaison^  de  n numéros , pris  trois  à trois  , est 

n ( n — t)(n  — a)  <■  • , 

, et  comme  on  peut  combiner  les  r boules 


d’un  des  numéros  de  chaque  combinaison  , avec  les  r boules  du 
second  numéro,  et  avec  les  r boules  du  troisième  numéro  , le 
nombre  des  combinaisons  de  trois  boules  de  numéros  différens  , 
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sera 


n ^ J'-'- — .r3  : d'ailleurs  le  nombre  des  combi- 

a.3 


naisons  de9  m — 3 boules  restantes  , prises  n — 3 à n — 3 , est 
(m— 3)  (m— 4) (m  — n-j-i); 

donc  le  nombre  total  des  combinaisons  dans  lesquelles  troî* 
boules  sortent  à leur  rang,  est 

n(n — i)  (n — ?.)_ 


2.3 


-r3  X (m— 3)  ( m — 4) (rn— n-f-i). 


Si  l’on  ajoute  ce  produit  à la  fonction  (a'),  on  aura 


tir  (rn — i)  ( rn — a) (r/i — n-f-t) 

— — r3  (rn — z)  (rn — 3) (rn— n+i) 


a)  ^m_^rn_JQ4 . . . (m—n+i).  . . • (a"), 

fonction  qui  exprime  le  nombre  de  tous  les  cas  dans  lesquels 
une  boule  , au  moins  , sort  à son  rang  , pourvu  que  l’sjp  re- 
tranche encore  les  cas  répétés , c’est-à-dire , ceux  dans  lesquels 
quatre  boules  , au  moins  , sortent  à leur  rang.  Si  l’on  applique 
les  raisonnemens  précédens  à la  recherche  de  ces  cas,  on  trou- 
vera que  leur  nombre  est 

n(n — î)  (n — a)  (n — 3)  _ 

— r‘(rn— 4)  (m— 5) (m—n+i). 

En  continuant  ainsi , on  aura  pour  l’expression  du  nombre  des 
cas  dans  lesquels  une  boule , au  moins  , sort  à son  rang , 


nr  (rn — î)  (rn — a) (rn — n+i)'] 

^rn — ^ 0 rn — «-H)/ 

■f-  — — ^ r3  (m— 3)  (rn — 4) (m — (A)> 


-f-  etc. , 
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la  série  étant  continuée  aussi  loin  qu’elle  peut  l'être.  Dans  cette 
fonction , chaque  combinaison  n’est  pas  répétée  : ainsi  la  com- 
binaison de  s boules  sortant  à leur  rang  , ne  s’y  trouve  qu’une 
fois  ; car  cette  combinaison  est  comprise  .s  fois  dans  le  premier 
terme  de  la  fonction  , puisqu'elle  peut  résulter  de  chacune  des 

s boules  sortant  à son  rang  : elle  est  retranchée  ~ ^ — — 

fois  dans  le  second  terme  , puisqu’elle  peut  résulter  des  com- 
binaisons deux  à deux  des  s boules  sortant  à leur  rang  j elle 
s(s  — i)(s  — 2) 


est  ajoutée 


2.3 


fois  dans  le  troisième  ternie , 


puisqu’elle  peut  résulter  des  combinaisons  des  s boules,  trois 
à trois  , et  ainsi  de  suite  : elle  est  donc , dans  la  fonction  (A) , 
comprise  un  nombre  de  fois  exprimé  par 


s (s — î)  . s (s — î)  (s — a) 

—r-  -+•  -- 


2.3 


■ etc. 


-Ci  — 1)' = 1. 


En  divisant  la  fonction  (A)  par  le  nombre  des  cas  possibles , 
exprimé  par 

rn  (rra  — î )(rra  — 2) ( rn — n-f-i), 


on  aura  pour  expression  de  la  probabilité  qu’une  boule , an 
moins  , sortira  à son  rang  , > 


1 


(»—  i ) r , (n—  1 ) (n  — 2)7* 

a ( rra  — 1)  2 . 3 ( rra  — 1 ) ( rra  — 2)' 

(»—!)(”  — a)  (n  — Sjr3 
2.3.4 (rn — O (rra— a) (rra  — 3)  c c’ 


(B). 


Ml1  iMplace , en  généralisant  ce  problème , a cherchél’ex- 
pression  de  la  probabilité  que  s boules au  moins  , sortiront  à 
leur  rang  ; mais  nous  n’entrerons  pas  dans  les  détails  de  cette 
solution. 


188.  On  a vu  ( 1 83  et  184)  la  différence  qui  existe  entre  l’espé- 
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rance  mathématique  et  l'espérance  morale;  l’espérance  mathéma- 
tique résultante  de  l’attente  probable  d’un  ou  de  plusieurs  biens, 
étant  le  produit  de  ces  biens  par  la  probabilité  de  les  obtenir , 
elle  peut  être  évaluée  par  l’analyse  ; l’espérance  taorale  étant  le 
produit  de  la  fortune  morale  par  la  probabilité  de  l’obtenir  , 
la  difficulté  est  d’assigner  cette  fortune  morale.  A cet  effet , 
x étant  la  fortune  physique  d’un  individu,  l’accroissement 
infiniment  petit  quelle  reçoit  et  que  nous  nommerons  dt , 
produit  à l'individu  un  bien  moral  réciproque  à cette  fortune 
(i85);  l’accroissement  de  la  fortune  morale  peut  donc  être 

. , kdx  . , ..... 

exprime  par  — , « étant  une  constante  ; ainsi  en  désignant 

par  _y  la  fortune  morale  correspondante  à la  fortune  physique  x, 
on  aura  ( Cale.  diff.  et  intég.  ) , 

y = , d’où  y — klx  -f-  Ih  , 

h étant  une  constante  arbitraire  que  l’on  déterminera  au  moyen 
d’une  valeur  de  y correspondante  à une  valeur  donnée  de  x. 

Problème  XXVI.  Deux  joueurs  A et  B jouent  à croix  et  pile , 
avec  la  condition  que  A paie  à B deux  francs  si  croix  arrive 
au  premier  coup  ; quatre  francs  si  croix  arrive  au  second  coup  ; 
huit  francs  si  croix  arrive  au  troisième  coup , et  ainsi  de  suite 
jusqu  'au  nme  coup  ; on  demande  ce  que  B doit  donner  à A en 
commençant  le  jeu,  pour  r égalité  mathématique  du  jeu  ? 

Il  est  visible  que  l’avantage  de  B , relatif  au  premier  coup , 
est  un  franc  ; car  il  a j de  probabilité  de  gagner  af  à ce  coup  : 
son  avantage  relatif  au  second  coup,  est  pareillement  un 
Franc;  car  il  a \ de  probabilité  de  gagner  4f  à ce  coup,  et 
ainsi  de  suite,  ensorte  que  la  somme  des  avantages  relatifs  anx 
n coups , est  n francs  que  B doit  donner  à A pour  l’égalité 
mathématique  du  jeu  : cette  somme  devient  infinie  si  le  jeu 
continue  à l'infini.  Cependant  personne  ne  risquera  à ce  jeu  , 
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«ne  somme  même  modique , telle  que  100  francs.  Pour  peu  que 
l’on  réfléchisse  à cette  contradiction  entre  le  résultat  du  calcul 
et  l'indication  du  simple  sens  commun  , on  voit  qu’elle  tient  à 
ce  que  si  l'on  suppose , par  exemple  , n=  5o,  ce  qui  donne 
a5°  pour  la  somme  que  B peut  espérer  au  5oe  coup  , cette 
somme  immense  ne  produit  point  à B un  avantage  moral  pro- 
portionnel à sa  grandeur  ; car  il  y a pour  lui  un  désavantage 
moral  à exposer  5o  francs  pour  obtenir  a50  avec  la  probabilité 

extrêmement  petite  de  réussir. 


Nous  allons  reprendre  la  solution  de  cette  question , en 
faisant  entrer  la  formule  morale  en  considération  , d’après  le 
principe  précédemment  établi. 

Nommons  a la  fortune  de  B avant  le  jeu , et  x ce  qu’il 
donne  au  joueur  A;  la  fortune  de  B devient  a — x + a,  si 
croix  arrive  au  premier  coup  ; elle  devient  a — x -f-  a* , si 
croix  arrive  au  second  coup , et  ainsi  de  suite  jusqu'au  coup  n , 
où  elle  devient  a — x-f-  a",  si  croix  n’arrive  qu’au  n‘imt  coup. 
Mais  la  fortune  de  B est  a — x , si  croix  n’arrive  pas  dans 
les  n coups  après  lesquels  la  partie  est  supposée  finie,  événe- 


ment dont  la  probabilité  est  En  multipliant  les  logarithmes 


de  ces  diverses  fortunes  par  leurs  probabilités  respectives  et 
par  k , puis  à cette  somme  ajoutant  Ih , d’après  la  formule 
précédente , on  aura  la  fortune  morale  de  B , en  vertu  des  con- 
ditions du  jeu , égale  à 


jW  (a—  x-f-  a)  -f  ± kl  {a  — x-f-  a*).... 


+ ^iW(a~x  + 2',)  + ;^  kl(a  — x)+l.h. 

% 

Mais , avant  le  jeu  , la  fortune  morale  de  B était  kl.a-+-l  h ; 
égalant  donc  ces  deux  formules  , pour  que  B conserve  toujours 
la  même  fortune  morale,  on  aura  d’abord,  après  avoir  divisé 
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par  k et  supprimé  de  part  et  d’autre  l.h 


I T t t 

l ( a — x+a)2  (a — x+a1)2’ ( a — x+a”)2*  (a— x)2‘  = la. 

Faisons  a — x = a',  d’où  a = a'  + x , et  nous  aurons 

ii  t i 

/(a'+a^a'+a’)27 (a'+a*)^  a'2*  = /(a'+x). 

hlnintonant , on  peut  passer  des  logarithmes  au  nombre , ce  qui 
donnera 

t T TI 

(a'+S)V+a*)a\. . .(a'+a")2" a'2”  = (a'+x). . . .(i)  : 


faisons  de  plus  -?=«,  et  cette  formule  deviendra 


IL4.JL  1 1 1 

' 2"  a'(t  +a«)2(  1 +as«)2*. . . ( t +a«)^=  a'(t  +«r)  : 


I V 

les  facteurs  (i+fl«)2,  (î+aV)2’,  etc.,  vont  en  diminuant  sans 
cesse , et  leur  limite  est  l’unité  ; car  en  considérant  deux  de 
ces  facteurs  consécutifs  , on  a 


1 t 

(1  +2i«)2'>  (i+ai-*-'«)2'+\ 

En  eflet,'en  élevant  de  part  et  d’autre  à la  puissance  ai+l , 

» n. 

ce  qui  revient  à multiplier  le  premier  membre  par  (t+a'x)'* , 
ort  aura 

1 + a,+,«  + a***1  > 1 + a‘+,« , 


et  sous  cette  forme  , l’inégalité  devient  évidente.  De  plus , le 
1 

logarithme  de  ( 1 + 2'*  )2‘ 
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=!y! + ?'(*+.?)• 

et  il  est  visible  que  cette  fonction  devient  nulle  dans  le  cas  de 

JL 

i infini , ce  qui-exige  que,  dans  ce  cas  , ( 1 — f-  2‘*)a'  soit  l'unité. 

Soit  n infini  dans  l’équation  (1)  , ce  qui  est  le  cas  le  plus 
avantageux  à B , puisqu’alors  la  partie  se  prolonge  à l’infini  ; 
sous  cette  hypothèse,  et  en  remplaçant  a'  par  sa  valeur  a — x, 
et  supposant  a — x = 100  , l’équation  (1)  deviendra 

(joo  + 3)*(ioo  + 4)1(ioo+8)*  + etc.  —a, 

d’où  il  s'agit  de  déduire  la  valeur  numérique  de  a \ mais  d’après 
l’observation  précédente  , il  faudra  employer  un  très-grand 
nombre  de  facteurs,  et  j’ai  trouvé  qu’en  prenant  vingt  de  ces 
facteurs,  la  somme  de  leurs  logarithmes  était  2,0322928,  qui 
répond  au  nombre  107,719,  ou  à peu  près  107^72  , et  qu’alors 
on  n’est  pas  même  certain  des  dixièmes.  Pour  pouvoir  compter 
sur  le  chifire  des  centièmes  , il  faut  pousser  le  calcul  beaucoup 
plus  loin  , et  on  est  conduit  à cette  valeur  a = 107,89.  Ainsi 
la  fortune  physique  de  B étant  primitivement  de  107^89,  il 
ne  doit  *fisquer  prudemment  que  7*,8g  au  lieu  de  la  somme 
infinie  que  le  résultat  du  calcul  indique  , lorsqu'on  fait  abstrac- 
tion des  considérations  morales.  Ayant  ainsi  la  valeur  de  a rela- 
tive à a _=  100  , il  est  facile  d’en  conclure  sa  valeur  relative 
à a =200  : en  effet,  on  a , dans  ce  dernier  cas,  et  en  obser- 
vant que  le  nombre  des  facteurs  est  infini , 

il  1 \ ■ 

a^aoo-j-a)1  (200+4)  etc. = a(ioo-J-i  )“(i  oo-f-2)4(i  00 -f-4)^,  etc. 

Mais  on  vient  de  trouver 

(ioo  + a/ï(ioo+4)ï  etc.  = (107,8g)1  ; 
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donc 

a = 2 ^101.107,89  = ao8f,78. 

Ainsi  la  fortune  physique  de  B étant  primitivement  208^78  , 
il  ne  peut  risquer  prudemment  à «ce  jeu  au-delà  de  8^78. 

Nous  nous  bornerons  ici  à la  solution  de  ces  questions , 
nous  réservant  de  reprendre  cette  matière,  et  d’en  faire  le  sujet 
d'un  traité  particulier,  à la  portée  de  ceux  des  lecteurs  qui  a ju- 
raient étudié  que  nos  deux  sections  de  l’Algèbre. 
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Ouvrages  lie  M.  GARNIER  , ex-  Professeur  a l’F.cole  Polytechnique  , Docteur 
île  la.  Faculté  des  Sciences  de  l'Université , Processeur  de  Mathématiques 
à VLcole  royale  militaire. 

TRACTÉ  D’ARITHMÉTIQUE  , deuxième  édit.,  in-8. , 1898 , a fr.  5o  c. 

ELÉMENS  D’ALGÈBRE,!  l'usage  des  Aspirans  i l’École  Polytechnique  ; 

troisième  édit.,  ;ri-8. , 1811,  revue,  corrigée  et  augmentée,  (1  fr. 

Suite  de  ces  Élémcns,  a®  partie.  ANALYSE  ALGÉBRIQUE,  nouv.  édit.  , 

considérablement  anginentéc,  in-8.,  l8i4,  1 ^ 7 fi . 

; GEOMETRIE  ANALYTIQUE,  ou  application  de  l’Algèbre  4 la  Grorac- 

trie  ; seconde  édition,  renie  et  augiu. , 1 vol.  in-8. , avec  14  pl. , i8t3,’  6 fr. 

LES  RECIPROQUES  de  la  Géométrie,  suivies  d’un  Recueil  de  Problèmes 

et  de  Théorèmes , et  de  la  construction  des  Tables  trigonomclriques  , in-8.  , 
a®  édit..,  considérablement  augmentée,  1810. 

— ÉLEMENS  DE  GÉOMÉTRIE,  contenant  les  deux  Trigonométrics , les 

élémens  de  la  Polygonoinélric  et  du  levé  des  Pluns,  et  l'Introduction  ! In  Géo- 
métrie descriptive 1 vol.  in-8.  .avec  pl. , 181a,  Sfr. 

LEÇONS  DK  STA  TIQUÉ,!  l’usage  des  Aspirans  k l'École  Polytechnique; 

un  vol.  in-8..  avec  ta  pl.,  1811 , 5fi. 

— LEÇONS  DE  CALCUL  DIFFERENTIEL,  3®  édition,  1 vol.  in-S.,  avec 
— i-1* LEÇONS  DF.  CALCU  L DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL  , 1 vol. 

avec  li  planches  1S11  et  181a.  i4  |r. 

- — TRISECTION  DE  L’ANGLE,  suivie  de  rccli  crcbes  analytiques  #nr  le  même 
sujet  iu-8.,  iSoft,  .•  a fr.  5o  c. 

DISCUSSION  DES  RACINES  des  Équations  déterminées  du  premier  degié 

! plusieurs  inconnues,  et  élimination  entre  deux  équations  do  degrés  quelconques 
a lieux  inconnues;  deuxième  édition,  1 vol.  in-8.,  1 fr.  ho  c. 

FRANCLEUn,  Prpfcsseur  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  ex-Examinàteor  des 
Candidats  de  l’École  Polytechnique,  etc.  COURS  COMPLET  DK  MATHÉ- 
MAI1QUF.S  PLRES,  dédié  k S-  M.  Alexandre  I",  Empereur  do  Russie; 
Ouvrage  destiné  aux  Élèves  des  Ecoles  Normale  et  Polytechnique,  et  aux  Can- 


diilnts  qni  «c  préparent  1 y être  admis,  clc.  ; (lorsiôiuc  édition,  revue  cl  aug- 
mentée , a vol.  in-té , avec  figures.  )SaS,  i5  fr. 

URANOGRAPH1E  on  THAITK  ÉLÉMENTAIRE  D’ASTRONOMIE. 

• à l'usage  des  («jrsonnos  peu  Versées  dans  les  Mathématiques,  accompagné  de  pla- 
nisphères, clc.  : 4*  «dit-,  çonsidérabl.  augrn.  i v.  iu-8.,  avec  pl..  i8a8  , q fr.  5o  r. 

FRANClEUR.  TRAITE  DE  MECANIQUE  ELEMENTAIRE,  5*  édit.,  iHa5. 

7 fr.  5o  c. 

SUZANNE,  Docteur  è»-Scienccs , Professeur  de  Mathéiuatiqnrs  an  Lycée  Char- 
lemagne, 4 Paris.  DE  LA  MANIERE  D’ÉTUDIER  LES  MATHÉMA- 
TIQUES ; Ouvrage  destine'  4 servir  de  guide  aux  jeunes  gens,  4 ceux  surtont 
uni  veulent  approfondir  celle  Science,  ou  qui  aspirent  4 dire  admis  4 l’Ecole 
Normale  ou  à l’École  Polytechnique  ; 3 gros  vol.  in-8-,  avec  ligures, 

Chaque  partie  se  vend  séparément,  savoir: 

Première  partie,  PRECEPTES  GÉNÉRAUX  et  ARITHMÉTIQUE;  se- 
conde edit.,  considérablement  augmentée,  iu-8.  , 6 lr. 

Seconde  partie,  ALGEBRE  . épuisée. 

Troisième  partie,  GÉOMÉ'IRIE,  in-8.,  6 fr.  5o  c. 

HOUCHARLAT , Professeur  8e',  Malliénjaliq  lues  transcendantes  aux  Écoles  mili- 
taires, Docteur  è»-Sciciiccs , etc.  ÉLÉMÉNS  DE  CALCUL  DIFFÉREN- 
TIEL et  tic  Calcul  intégrai  ; 3»  edit.,  revue  et  augmentée,  in-8.,  avec  pl.,  i8a6,  C fr. 

— 'THÉORIE  DES  COURBES  et  des  Surf., ces  du  second  ordre  , précédée  cirs 
principes  fondamentaux  de  la  Géome'tric  analytique  ; a«  cd.,  augm..in-8. , 6 fr. 

■■■  " ELÉMENS  DE’  MÉCANIQUE,  iu-8.  a»  édition,  revue  cl  considérablement 

r>  angmentée,  avec  planelies , 18x7 

pniKtnni  m.—.i.-..  ,1.. 


7 fr- 
et a 1a 


POISSON.  Membre  de  l’Institut  , Professeur  4 l’Ecole  Polytechnique  et  Il  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paiis,  cl  Mcmhic  adjoint  du  Bureau  des  Longitudes. 
'TRAITÉ  DÉ  MECANIQUE,!  v.  in-8.,  de  plus  de  600  pag.  cbacuu,  avec 


8 pl. , 1811, 

Ce  'Traité  de  Mécanique,  le  pl 
'olvlcchniqne  pour  l’instruction 


■J  H t 


I H _ lus  complet  qui  existe,  a etc  adopté  par  l’Ecole 
Polytechnique  pour  l’instruction  des  Elève*.  Il  renferme,  en  outre,  les  notion» 
de  Statique  élémentaire  qu’on  exige  des  Candidats  qttisc  destinent  pour  ladite  École. 
POINSOT,  Membre  de  l’Institut.  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  DE  STATIQUE . 

adopté  pour  l’instruction  publique  , in-8 . 5«  édit. , t83o,  avec  pl. , 5 fr* 

DELAMRUK,  Membre  de  l'Institut.  ABREGE  D’ASTRONOMIE,  on  Leçons 
élémentaires  d’Aslronouiie  tbéoriquo  et  pratique  données  au  College  de  France, 
t vol.  in-8.,  o«  édit. , tous  tireuse. 

LAPLACE  (M.  le  marquis  de).  Membre  de  l’Institut.  EXPOSITION  DU 
SYSTÈME  DU  MONDE,  5*  édit.,  1814  > >n  4- > avec  portrait,  t5  fr. 

Le  même,  1 vol.  in-8..  i8a{. 

—ESSAI  PHILOSOPHIQUE  SUR  LES  PROBABILITES, in  8., 5'thl.,  i8îü,  4 <■ 
MONGE,  Membre delTusùtut,  etc.  GEOMETRIE  DESCRIPTIVE,  5»  édition, 
v augmentée  d’nne  Théorie  des  Ombres  et  de  la  Perspective,  extraite  des  papiers  de 
l’Auteur;  par  M.  BUISSON  , ancien  élève  de  l’École  Polytechnique , Ingénieur 
en.cbcf  des  Pont»  et  Chaussées:  1 vol.  jn-^,  avecîSp].,  1837,  t!  lr. 

LE  FRANÇAIS.  Essai  de  GyomtUric  analytique,  a«  édit. , revue  ci  augm.,  1 fr.  5o  c. 
TREUIL.  Essais  du  Mathématiques , contenant  quelques  détails  sur  l’Aiithmc- 
liqne.  l’Algèbre,  la  Géométiie  et  la  Statique,  in-8. . t8iq\  , ! fr. 

TRAITE  DE  LA  RESOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMERIQUES  de 
tons  les  degrés,  uvec  des  Noies  sur  plusieurs  points  de  la  Théorie  des  Equations 
idgebiiuiies;  par  LAGRANGE,  Membre  de  l'Institut,  Grand-Officier  de  la  Lc- 
giou-d’lionncnr,  etc.;  3«  édition,  111-4.,  >8*1»,  >5  fr- 


’AIN  VILLE,  Ritxtiteur  4 l’École  Polvtcrhniquc.  MÉLANGES  D’ANA- 
E ALGÉBRIQUE  ET  DE  GEOMETRIE,  1 vol.  in-8.,  avec  planche», 


DE  ST  AIN  VJ 

LYsSfttifM  _ . MBHf. 

i8i5,  t 7 fr.  5oc. 

LAGRANGE,  Membre  de  l’Institnt.  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  DES 
FONCTIONS;  nouvelle  édition  , in-8. , fr.  !>o  c. 

DUBOURGUET.  TRAITÉS  ÉLÉMENTAIRES  DE  CALCUL  DIFFEREN- 
TIEL ET  DECALCLL  INTEGRAL , a vol.  in-8. , 1810  et  1811,  16  fi. 
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